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PRESENTACION

Estimadas maestras y maestros, el fortalecimiento de la calidad educativa es una de nuestras metas
comunes que, como Estado y sociedad, nos hemos propuesto impulsar de manera integral para
contribuir en la transformacion social y el desarrollo de nuestro pais. En este sentido, una de las
acciones que vienen siendo impulsadas desde la gestién 2021, como politica educativa, es la entrega
de textos de aprendizaje a las y los estudiantes del Subsistema de Educacidn Regular, medida que, a
partir de esta gestiéon, acompafiamos con recursos de apoyo pedagogico para todas las maestras y
maestros del Sistema Educativo Plurinacional.

El texto de apoyo pedagdgico, que presentamos en esta oportunidad, es una edicién especial
proveniente de los textos de aprendizaje oficiales. Estos textos, pensados inicialmente para las y los
estudiantes, han sido ordenados por Areas de Saberes y Conocimientos, manteniendo la organizacion
y compaginacion original de los textos de aprendizaje. Esta organizacidn y secuencia permitird a cada
maestra y maestro, tener en un mismo texto todos los contenidos del Area, organizados por afio de
escolaridad, sin perder la referencia de los nimeros de pagina que las y los estudiantes tienen en sus
textos de aprendizaje.

Este recurso de apoyo pedagdgico también tiene el propdsito de acompafiar la implementacién del
curriculo actualizado, recalcando que los contenidos, actividades y orientaciones que se describen en
este texto de apoyo, pueden ser complementados y fortalecidos con la experiencia de cada maestra
y maestro, ademads de otras fuentes de consulta que aporten en la formacién de las y los estudiantes.

Esperamos que esta version de los textos de aprendizaje, organizados por area, sea un aporte a la
labor docente.

Edgar Pary Chambi
MINISTRO DE EDUCACION

"2023 ANO DE LA JUVENTUD HACIA EL BICENTENARIO"

/

/




CONOCE TU TEXTO

En la organizacién de los contenidos encontraremos la siguiente iconografia:

@ Glosario

Glosario

Aprendemos palabras y expresiones poco comunes vy dificiles de comprender, dando uno
0 mas significados y ejemplos. Su finalidad radica en que la o el lector comprenda algunos
términos usados en la lectura del texto, ademas de ampliar el Iéxico.

Investiga

Investiga

Somos invitados a profundizar o ampliar un contenido a partir de la exploracion de
definiciones, conceptos, teorias u otros, ademds de clasificar y caracterizar el objeto
de investigacion, a través de fuentes primarias y secundarias. Su objetivo es generar
conocimiento en las diferentes areas, promoviendo habilidades de investigacion.

@aSabias que...?

éSabias que...?
Nos muestra informacién novedosa, relevante e interesante, sobre aspectos relacionados
al contenido a través de la curiosidad, fomentando el desarrollo de nuestras habilidades
investigativas y de apropiacion de contenidos. Tiene el propdsito de promover la
investigacion por cuenta propia.

Noticiencia
Nos permite conocer informacién actual, veraz y relevante sobre acontecimientos
relacionados con las ciencias exactas como la Fisica, Quimica, Matematica, Biologia, Ciencias
Naturales y Técnica Tecnoldgica General. Tiene la finalidad de acercarnos a la lectura de
noticias, articulos, ensayos e investigaciones de caracter cientifico y tecnoldgico.

Escanea el QR -
.5( Aprende
haciendo
ﬁ B —

Realicemos el taller practico para el fortalecimiento de la lecto escritura.

iTaller de Ortografia!

3¢ S iTaller de Caligrafia!

g)‘ iRazonamiento Verbal!
I
o N \

Noticiencia




SECUNDARIA

AREA
MATEMATICA \

NN




CIENCIA, TECNOLOGIAY PRODUCCION

Matematica

ECUACIONES ALGEBRAICAS APLICADAS A LA .
RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DESARROLLO
DE LA CIENCIA Y TECNOLOGIA

: | iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 1: Analicemos la pregunta de la siguiente imagen y subrayemos la respuesta correcta en el cuaderno de

practicas: ﬁ &Qué pesa mas?

1Kg de Hierro & 1Kgde Algodén
a) El Algodon
b) El Hierro
c) Ninguno

Justifique su respuesta.

Como podemos observar el concepto de igualdad, se utiliza incluso en asuntos tan simples como el que acabamos de
analizar, los cuales aplicamos constantemente en muchas mas situaciones de las que creemos.

—

1. Ecuaciones lineales Reglas del despeje de variables

Primero se separan variables de

Una ecuacion es una igualdad, donde los valores del lado izquierdo (primer cantidades, para eso aplicamos:
miembro), del signo igual, deben ser iguales a los valores del lado derecho
(segundo miembro). - Lo que suma, pasa a restar

- Lo que resta, pasa a sumar
Resolver una ecuacién es determinar el valor de la incégnita (o incégnitas), A continuacion se separa la variable,
que verifique la igualdad de la ecuacion. Para realizar dicho célculo se para eso aplicamos:
utilizan las reglas del despeje ya estudiadas, para luego observar y estudiar
la aplicacién en la resolucién de ecuaciones. - Lo que multiplica, pasa a dividir

- Lo que divide, pasa a mutiplicar.

Ejemplo 1: Resolvemos la ecuacién: 3x + 7 = 22 — 9x Ejemplo 2: Resolvemos la ecuacién: % - % =2+ 3—1x
Separamos expresiones: 3x+9x =22 -7 Multiplicamos C.D.= 30x: 105 —18x = 60x + 10
. L Separamos expresiones: —18x — 60x =10 — 105
Reducimos términos: 12x =15
Reducimos términos: —78x = —-95
. P 15 _ 5
Despejamos la incognita: r=5"1 Multiplicamos por (-1): 78x = 95
. NP 95
Despejamos la incégnita: x=_
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4 3 7

Ejemplo 3: Resolvemos la ecuacion: —-—— =
jemp x2-4  3x2-7x+2  3x2+5x-2

4 B 3 _ 7
(x+2)(x-2) (x-2)(3x-1)  (x+2)(3x-1)

Factorizamos los denominadores:

Multiplicamos C.D.= (x +2)(x —2)(3x—1): 4(3x—-1)-3(x+2)=7(x—-2)
Multiplicamos los productos: 12x-4-3x-6=7x—14
Separamos y Reducimos términos semejantes: 2x =—4
Despejamos la incdgnita: x=—2=-2

Actividad 2: En el cuaderno de practicas, resuelve las siguientes ecuaciones:

a)5x—17 =7 f)3x—8_5x+3=£
6 3 4
b)8x + 25 — 2x = 25 —9x + 45 Sx+1 6
g)5x-1=Z
O)7x —(x+2)+ (—x+6) =82x + 34
, 4x-5 3 2
D +4)x—4)=@x—-1) h e —m—z =%z =6
e)(3x)(x —7) = (2x + 3)% — x?

—o 2. Resolucién de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Las ecuaciones son una herramienta matematica, que nos permiten dar soluciones a problemas que se puedan presentar
en nuestro diario vivir. Veamos algunas situaciones donde pueden aplicarse estos conocimientos.

Ejemplo 4: Don Carlos, que es duefio de una tienda, hace el contrato con la empresa de refrescos “Bolivia Refrescante”,
donde establecen que se pagard Bs 0.50 por cada botella vendida durante el mes. La primera semana se vende 5 cajas y
24 botellas, la segunda semana se vende 8 cajas y 12 botellas, la tercera semana se vende 2 cajas y 35 botellas, la cuarta
semana se vende 7 cajas y 27 botellas; Don Carlos por motivos familiares viaja a una comunidad lejana, dejando encargo
a su hijo el negocio, casualmente en esos dias viene la empresa a realizar cuentas, el cual establece que se vendieron 24
cajas de refresco y como cada caja tiene 48 unidades, el monto a cancelar es de Bs 576 (el hijo de don Carlos duda que
ese sea el monto ganado) ¢Serd justa la duda del hijo de Don Carlos?

Planteamiento Ecuacion y Desarrollo Respuesta
1°: 5¢+24 5¢+24+8c+12+2c+35+7c+27=24c La caja no contiene 48
2°: 8c+12 5c+8c+2c+7c-24c=-24-12-35-27-2c = -98 | botellas, sino 49. Por lo
3° 2c+35 c=49 tanto, se debe recibir
4°:7c+ 27 0.5*%49*24=588 Bs.

Ejemplo 5: La mama de Carlitos va de compras al mercado y le encarga a su hijo vender una caja de pifias, a Bs 5 la
unidad, el nifio por flojera decide anotar de forma general las ventas, primero vendié la mitad de la caja, pero encontré
5 malogradas que tuvo que botar, luego vendié 2/3 de lo que quedd. Cuando llega su mama solo quedaron 7 pifias y su
hijo le entrego Bs 50 pero la madre duda que ese sea el monto ganado ¢Serad justificada la desconfianza de la mama?

Planteamiento Ecuacién y Desarrollo Respuesta
Total: x x_f_z(f_5)= La caja tenfa 22 pifias, como se
1o X 2 3\2 botd 5 y quedaron 7, entonces se
T2 x x 10 vendieron 10, entonces el monto
2 (E-5) X—573+t5 =7 ganado es Bs. 50
2
) x 11
o, X _——=—
a:2(5-5) 6 3
x =22

Actividad 3: Utilizando el modelo de resolucién que estudiamos, resolvamos los siguientes problemas, donde podemos
observar la aplicacidn de ecuaciones.

1. Carolina vende dulces y cada dia gana Bs 1 mds que el dia anterior, si en tres dias tiene una ganancia de Bs 219. ¢ Cuanto
ha ganado cada dia?



Primer Trimestre: Matematica

2. Carmen tiene Bs 16y sus dos hermanos pequefios tienen Bs 2 y 3., los cuales deciden ahorrar para comprar un regalo
a sumama3, si cada dia que pasa, a cada uno le regalan Bs 1. { Cuantos dias han de pasar para que el doble de la suma de
los ahorros de los hermanos de Carmen sea la misma que la que tiene ella?

3. Vicente gasta Bs 21 en un cuaderno y una caja de lapices. No sabe el precio de cada objeto, pero si sabe que la caja de
lapices vale dos quintas partes de lo que vale el cuaderno .¢Cuanto vale el cuaderno?

4. Don Cornelio tiene tres corrales y 56 ovejas. Los tamaios de los corrales son pequefio, mediano y grande, siendo el
pequeiio la mitad del mediano y la grande el doble. Como no tenemos ninguna preferencia en cuanto al reparto de las
ovejas, decidimos que en cada uno de los corrales haya una cantidad de ovejas proporcional al tamafio de cada corral.
¢Cuantas ovejas pondremos en cada corral?

5.Queremos repartir 510 caramelos entre 3 nifios, de tal forma que dos de ellos tengan la mitad de los caramelos pero,
gue uno de estos dos tenga la mitad de caramelos que el otro. é Cudntos caramelos tendra cada nifio?

6. Una tienda vende en dos dias la tercera parte de sus productos. Al dia siguiente recibe del almacén la mitad de la
cantidad de los productos vendidos, que son 15 unidades. ¢ Cuantas unidades vendio en los dos primeros dias? ¢ Cuantas
unidades quedan en la tienda después de abastecerla?

7. Juan tiene Bs 400 y Rosa tiene 350, ambos se compran el mismo libro, después de la compra a Rosa le quedan cinco
sextas partes del dinero que le queda a Juan. Calcular el precio del libro.

8. Ester tiene el triple de dinero que Anay la mitad que Héctor. Héctor le da a Anay a Ester Bs 25 a cada una. Ahora Ester
tiene la misma cantidad que Héctor. ¢ Cuanto dinero tenia cada uno al principio?

9. La distancia entre las ciudades de Santa Cruz y Montero es de 50 km. A la misma hora, salen un camién de la ciudad
Santa Cruz, a 60 km/h y un ciclista de la ciudad Montero a 25 km/h. Se desea calcular cudnto tardaran en encontrarse si
ambos vehiculos circulan por la misma carretera, pero en sentido opuesto.

10. En una casa, el depdsito de agua se encuentra a 2/7 de su capacidad. Se duchan tres personas: el primero en ducharse
consume una quinta parte de la cantidad que hay en el depdsito; el segundo, una tercera parte de la cantidad que queda,
y el tercero, tres cuartas partes de la cantidad del primero. ¢Cual es la capacidad del depdsito y la cantidad de agua que
consumen los dos primeros si sabemos que el tercero consume 10 litros al ducharse?

i

iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 4: En grupos de dos o tres estudiantes, expresamos las dudas, curiosidades, inquietudes que hubo en
el desarrollo del tema y lo socializamos al curso, fomentando la confianza y el respeto entre todos para fortalecer la
autoestima.

1. Expresamos los conocimientos y las estrategias utilizadas en la resolucion de los problemas del contexto, observando
asi el apoyo y comprensién de los contenidos.
2. Escribe 5 ejemplos de la aplicacion de acuaciones .

) {ES HORA DE LA PRODUCCION!
A

Actividad 5:
1. Contruimos un tablero de ecuaciones como el de la imagen.

2. Planteamos el siguiente problema, el cual daremos solucion aplicando nuestros
conocimientos y el tablero de ecuacidnes.

"Don Jorge adquiere un paquete de tela y encarga a su hijo que lo venda, quien realiza
la actividad de mala gana y solo registra las ventas generales de la siguiente manera:
en su primera venta, vendié un tercio del paquete, luego la mitad de lo que quedo,
luego la quinta parte de lo que sobro, sobrandole dos metros al final del dia. ¢Qué
hara el hijo de don Jorge para saber cuantos metros tenia en total el paquete de tela?"
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN .

LA ACTIVIDAD PRODUCTIVA
DE LA REGION

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

: ﬂ..
L8
Actividad 6: Analicemos y expliquemos cémo determinamos el valor que tienen las dos

. . ., . e T T A
granadas (frutas)de la imagen, suponiendo que los niUmeros estan expresados en bolivianos. = “ “ 21
B == T R
Muy bien, las dos granadas que se muestran en la Gltima balanza valen Bs 12., porque como ™% A e
pudimos determinar, cada granada vale Bs 6, interesante ejercicio verdad!!! -ﬁ’ —p—
A
Analicemos la imagen anterior, en la primera balanza observamos que una pera equivale a ” ?
una granada y una naranja, esto en términos matematicos, es lo que llamamos una ecuacion, A

pero también te habrds dado cuenta de que cada una de las balanzas esta relacionada con
la otra, y solo jugando con todas es que podemos darle una solucion al ejercicio. Esto es conocido como Sistema de
Ecuaciones.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /

1. Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas

Un sistema de ecuaciones, es un conjunto de dos o mds ecuaciones con dos o mas incognitas, en los cuales se debe
determinar el valor de las incognitas, de tal forma que la igualdad se verifique. Tomando en cuenta la imagen anterior,
escribiremos un sistema de ecuaciones, donde lo que haremos es cambiar la imagen por una letra (naranja: n, granada:
g, pera: p), los cuales se llamaran incégnitas.

n+g= S . :
g=p El ejercicio escrito de esta forma se Illama sistema

3n = 21 de ecuaciones de 3x3, mas una relacion. Haciendo
algunos juegos matematicos, logramos determinar
ue: n=7; p=13;g=6, este procedimiento se conoce
n+g+p=26 9 i P=228=5, P ;
como resolucion de sistemas de ecuaciones.
2g =77

Ahora, un sistema de ecuaciones con dos incégnitas puede tener las siguientes formas:

2x + 5y = -3

2x — 3y = 15 ;gx;;{zz 2x — 3y = —1
Si 1x2 T — =
stema dx Sistema 2x2 + 7y =2

Sistema 3x2

Los sistemas de ecuaciones tienen como solucidn un par de valores, es decir, una soluciéon debe tener dos valores (de x
ey en este caso). Ahora segun sus caracteristicas, la de 1x1 tiene infinitas soluciones, la de 2x2 tiene una solucion, la de
3x2 puede tener 1 o 3 soluciones.

2. Métodos de Resolucion

Para resolver un sistema de ecuaciones tenemos varias alternativas, que nosotros los llamaremos métodos de resolucidn,
de estos estudiaremos cinco casos que los dividiremos en dos grupos.

1. Métodos analiticos, donde se aplican propiedades algebraicas y sus resultados son exactos
2. Método grafico, donde se grafican las ecuaciones y sus resultados son aproximados.

El siguiente cuadro nos resume los métodos que se aplicaran para resolver sistemas de ecuaciones.

METODOS DE RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

METODO METODO METODO METODO METODO
GRAFICO SUSTITUCION IGUALACION REDUCCION DETERMINANTES

METODOS ANALITICOS




Primer Trimestre: Matematica @ ——

2.1. Método de Sustitucion:

El método consiste en despejar una de las incégnitas o variables de una ecuacion y reemplazarlo en la otra ecuacion.
Se sugiere despejar una incdgnita de manera directa

Ejemplo 1: Resolvemos el Sistema de ecuaciones x-3y=-1 ; 2x+3y=7 . N\
Procedimiento

x—3y=-1 Resolvemos la ecuacién obtenida
{ZX+3y= 7 6y—2+3y=7 -Sjmplliﬁcamos_glsistemaasu ma?s
. simple expresion y escogemos la
SOLUCION: 6y+3y=7+2 incognita a despejar.
Identificamos ecuaciones. 9y =9
- Despejamos la incognita
{’;;33;:__; (]?) y=2 escogida (no  olvidar la
V= () sugerencia), y reemplazamos la
Despejamos “x” de la ecuacion (A) y=1 equivalencia en la otra ecuacidn.
x—3y=-1 Sustituyo y = 1 en la ecuacién (C) .
- Resolvemos la ecuacién
x=3y—-1 (C) x=3y-1 obtenida y el resultado lo
x=31)—-1 reemplazamos en una ecuacién

Sustituimos el valor de “x” en la ecuacién (B) con dos incégnitas (mejor en la

x=3-1 que despejamos anteriormente).

2x+3y =17
x=2
2By -1 +3y=7 .
Gy-1+3y - Determinados  los  valores,

Sol. (2;1) C o . .
\_ Verificamos la equivalencia.

“y,n “w . n

En este caso despejamos “x”, pero también podemos despejar “y”, realizando el mismo procedimiento.

Actividad 7: En el cuaderno de practicas resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion.

l.—x—2y=-5 2.=5x+3y =20 3.x—2y=-1 4.—4x — 3y = —16 5. —2x—y=
—2x+5y =18 —5x—y=0 =5x +4y =11 —x—2y=-4 -2
—4x +3y =-14

2.2. Método de resolucion por Igualacion

Procedimiento )

Este método consiste en despejar la misma incognita de las ecuaciones,
para luego igualar sus equivalencias, obteniendo asi una nueva ecuacién la
cual nos permitira encontrar uno de los valores del sistema.

- Simplificamos el sistema a su mas
simple expresién y escogemos las
incégnitas a despejar.

Se sugiere utilizar este método, cuando el despeje se realize con fracciones - Despejamos las incognitas
o cuando existan cantidades idénticas. escogidas e igualamos las

equivalencias (no olvidar la
Ejemplo 2: Resolvemos el sistema de ecuaciones 2x-3y=5 ; 3x+4y=-1 sugerencia).

- Resolvemos la ecuacion obtenida
y el resultado lo reemplazamos en
una ecuacion con dos incognitas

{ 2x—3y=5 lgualamos X = x de la Ec. (C) y (mejor en las que despejamos
3x+4y=-1 (D) anteriormente).
SOLUCION: 3y+5 _ —4y-1 .

2 3 - Determinados los valores,
Identificamos ecuaciones. Resolvemos la ecuacién formada \_ verificamos la equivalencia.

2x-3y=5 (A oA
{3x+4-y=—1 (B) 3(3y+5)=2(-4y—-1)
9y+15=-8y—-2
Despejamos “x” de la Ec. (A) y Y

9y +8y =-15-2

2x—-3y=5
2x=3y+5 17y = -17
17
_ 3y+5 =_Y__4
x==- © y 17 Utilizando el programa
. _ GEOGEBRA,
Despejamos “x” de la Ec. (B) Sustituyoy = —1 enla Ec. (€) graficamos el sistema
3 ‘
3x + 4y _ _1 _ 3(_;)+5 e ecuaciones
4x + 3y =20
=—4y—-1 _
3x =4y x= 3524 —5x + 2y = —2
gy z 2

x="22 ()
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Actividad 8: En tu cuaderno de practica resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucién.

1. —2x—-3y=-7 | 2
—3x—2y=-8

—4x+3y=8 | 3

—3x+4y =6

2x+3y =5
4x+3y=1

=5x+9y=-7| &

—2x+y=5

—x—2y=-5
—2x+5y=28

2.3. Método de Reduccion

Conocido también como el método de sumas y restas, consiste en sumar (o
restar) miembro a miembro los términos de las ecuaciones, de tal forma que
se pueda eliminar una incégnita, para luego resolver la ecuacion resultante

para luego reemplazar y determinar la solucion.

Ejemplo 3: Resolvemos el sistema de ecuaciones

4x+3y =20

5 -5x+2y=-2

Eliminaremos “x” multiplicando
para igualas sus coeficientes con
signos diferentes.

4x +3y =20 (5)
—5x+2y=-2 (4)
20x + 15y = 100
—20x+8y=-8
SUMAMOS POR COLUMNAS
20x + 15y = 100
20x+8y =-8
0 +23y =92

_ﬁ_

ecuacion

4

4x + 3y = 20 Despejamos y del resultado.
—5x+2y=-2 23y = 92
SOLUCION:
_%2_y

Sustituimosy = 4 enla 1ra

4x +3(4) = 20

4x+12 =20
_20-12

X="7

x=E=2

Actividad 9: En tu cuaderno de practica

/Procedimiento

- Simpl

simple expresidon y ordenamos en
columnas de
independiente.

N

ificamos el sistema a su

wy,n o ou o n

x”, “y” y término

- Multiplicamos por un valor que
permita la eliminacion de una
incognita y posterior despeje de la
otra.

- Sumamos miembro a miembro y
despejamos la incognita.

- Reemplazamos el valor en una
ecuacién con dos incognitas y

N\, deter

minamos el segundo valor. /

Utilizando el programa
GEOGEBRA,
graficamos el sistema
de ecuaciones

4x + 3y =20
—5x+2y=-—2

resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion:

1.-3x+4y =13 2.
5x +4y =-11

7x —3y =19
4x -5y =1

3.

4x —3y =28
—5x — 6y =-10

4.

—-7x—4y =18
—5x+3y=-6

5. =5x -2y =-21
—-3x—-8y=1

2.4. Método de Determinantes

Conocido también como el método de Krammer, es un método que resuelve sistemas de ecuaciones mediante el calculo
de determinantes de una matriz. Pero antes de ingresar a resolver el método debemos definir lo que es una matriz y un

determinante.

Matriz, es un conjunto de niumeros ordenados en filas y columnas.

Determinante, es un nimero que proviene de la diferencia del producto de las diagonales de la matriz.

Ejemplo 4: calculamos el determinante de las siguientes matrices:

4 1
1 A > 3
-7 =2
2M—_5 ]
_[-4 13
3W_—3 11

> Det(d) = (4)(=3) — (2)(1) = —12 — 2 = —14
> Det(M) = (=7)(=1) — (5)(=2) = 7+ 10 = 17

> Det(W)=(—-4)(11) — (-3)(13) = —44+39=-5




Primer Trimestre: Matematica

2.5. Método Grafico
Es un método que nos permite conocer la forma que tendra el grafico de la ecuacién en un plano coordenado.

Plano Coordenado.- Es el lugar geométrico de dos dimensiones que estan divididos en cuatro espacios, por dos lineas
rectas perpendiculares (llamados ejes coordenados “x” e “y”), sobre los cuales se van ubicando los valores de los puntos
(o soluciones de un sistema) A(3,2); B(-1,0); C(-2,-2); D(0,-3) los cuales se observan en el plano cartesiano.

Propiedad de la Linea Recta: “Dos puntos distintos determinan una linea recta”

Tomando en cuenta la propiedad anterior, para graficar y resolver sistemas de ecuaciones de 2x2, por el método grafico
utilizaremos la interseccidon con los ejes coordenados.

~\ Seala ecuaciéon: ax+by=c
Procedimiento c
Conx=0 a a(0)+by=c - y=5
- Consideramos valoresde:x=0 y y=0
- Reemplazamos dichos valores en la ecuacién y los _ N _ . _c
despejamos la incognita. Cony=0a ax+b(0)=c -~ x= a
- Los valores obtenidos los representamos en el
S plano coordenado y los unimos con una linea recta Ahora obtenemos los puntos que graficaremos
c Cc
Ejemplo 5: Graficamos larecta 3x -5y =-15 Py O;E y P, E'O
Sea la ecuacién: 3x—5y =—15
Conx=0 a 3(0)-5y=-15 . y=2=3 /
Cony=0a 3x-5(0)=-15 + x=-2=-5
Ahora obtenemos los puntos que graficaremos
P1(0;3) y P,(-5,0)
Procedimiento.
Actividad 10: En tu cuaderno de practica graficamos las siguientes ecuaciones:
1 —x+2y=3 2.—x—3y=-5 3. 2x—y=2 4.x+ 6y = -3 5. —4x +5y =18
—3x—2y=-15 —x—-y=-1 2x +3y =—6 x+y=2 —2x—y=-10

Nota.- Para resolver un sistema de ecuaciones, aplicamos el procedimiento de graficacion.
Ejemplo 6: Resolvemos el Sistema de ecuaciones 3x+2y=6 ; 5x-3y=15

Sealaecuacién: 3x+2y =6 \
Conx=0a 3(0)+2y=6 - y=-=3
Cony=02a 3x+2(0)=6 =~ x=5=2
Seala ecuacion: 5x —3y =15 y
| Sol. (%53%0.79)
Conx=0 a 5(0)—-3y=15 - y=—§=—5
R 15 3
Cony=0 a 5x—-3(0)=15 - x=?=3
/

Actividad 11: En el cuaderno de practica resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones:

1| —x+2y=3; —-3x-2y=-15 4|x+6y=-3; x+y=2
|2x—-5y=4; 2x—y=-4
2x—y=2 ; 2x+3y=-6 6. —4x+5y=8,; -2x—y=-10

(9, ]

2. —-x—-3y=-5; —x—-y=-1

[
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Para resolver un sistema de ecuaciones es necesario tomar en cuenta la siguiente férmula, la que depende de la
determinacién de las matrices del numerador y del denominador para ambas incdgnitas, que es la que nos permitira

resolver sistemas de ecuaciones por determinantes.

Sea el sistema: la solucion del sistema

Ejemplo 7: Resolvemos el Sistema de ecuaciones 3x+5y=1; 4x+7y=1

3 Noticiencia ORDENAMOS Hallamos el valor de “x”

El método de reduccion _ _ 1 s

es la base para la 3x+5y=1ax+7y=1 Xy = |1 7| _ (W@-G) . 7-5 2 _ 2

resolucion de sistemas - |3 5| T M-@GB) T 21-20 1

por el método de Gauss- RESOLVEMOS: 4 7

Jordan, mismo que es . “

usado en programas de Determinamos los Hallamos el valor de “y’

computadora. Coe;!;éen;c‘es. .
a= =
b=5"%%=7 y = |4 1| _®W-0® _ 3-4 _-1_
qup 3 5 BR)N)-4)(5)  21-20 1
c=1 1 4 7

110

ACTIVIDAD 12.En tu cuaderno de practica resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion.

L 3x+4y=13 ; S5x+4y=-11 4 —7x—4y=8 ; —5x+3y=-6
2.7x—3y=19 ; 4x-5y=1 5. ~5x —2y=-21 ; —-3x—8y=1
3.4x -3y=8 ; —-5x—-6y=-10 6 3x+4y=10 ; 4x-—-3y=-20

—e 3. Sistemas de ecuaciones de primer grado con tres incégnitas

Un sistema de ecuaciones con tres incégnitas, no es mas que un conjunto de ecuaciones con tres incégnitas. De este
tipo de sistemas, estudiaremos aquellas que tienen la forma 3x3, aunque también es aplicable para ecuaciones de nxn.

4. Métodos de Resolucion

Para resolver sistemas de ecuaciones, podemos utilizar los 5 métodos estudiados en la resolucién de sistemas de 2x2,
pero por la eficiencia y eficacia solo nos enfocaremos en dos: El Método de Reduccién y el Método de Determinantes.

4.1. Método de Reduccion

Como sabemos este método nos permite eliminar una incégnita permitiéndonos encontrar una nueva ecuacion, por lo
tanto, en un sistema de 3 x 3 eliminaremos una incégnita para convertirla en una de 2x2, para luego esta resolverla por
el método que dominemos mas.

~

Procedimiento

“yn o n

- Simplificamos el sistema a su mas simple expresidon y ordenamos en columnas de “x”, “y”, “z”,
término independiente y determinamos la incégnita a eliminar.

- Escogemos dos combinaciones de las tres posibles, para eliminar la incégnita determinada.

- En cada combinacién escogida, multiplicamos las ecuaciones, buscando la forma de eliminar la
incognita, convirtiendo asi el sistema a uno de 2 x 2.

- Resolvemos el sistema de 2 x 2 por cualquier método (mejor si es el mismo que el anterior).

\.
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Ejemplo 8: Resolvemos el sistema 2x+y-z=7; 3x-2y+2z=9; x-y+2z=0

flx +ty—z=7 A Unimos las ecuaciones.

3x—-2y+z=9 B 5x—y=16 D
1x—y+22=0 C 5x+y=14 E
SOLUCION: Eliminamos “y” de D-E.

Eliminaremos “z” de la combinacion A-B. 5x —y=16
2x+y —z=17 S5x +y=14
3x—-2y+z=9
10x =30; x=—=3
5x—-y =16 D
Reemplazamos x = 3 enE

“on

Eliminaremos “z” de la combinacién A-C.

2x+y—-z=7 (2)
x—y+2z=0

53)+y=14; y=14-15=-1

Reemplazamosx = 3;y = —1enB

4x+2y—2z=14 33)-2(-1)+z=9;z=9-9-2=-2
x— 2z=0

5x+y =14 E sol. (3;-1;-2)

Actividad 13: En el cuaderno de practica resolvemos los siguientes sistemas por el método de reduccion:

x+2y—z=-7;3x+y—-5z=-10; -2x+3y—2z=-11
2x+3y—4z=23 ; 3x—y+2z=-18; 5x+2y—2z=18
5x+2y—-3z=-1;3x—4y—z=-37; =2x+3y+5z=27
3x—y—2z=-14 ; -5x+3y+2z=22 ; 7x—y+3z=2

PWNE

4.2. Método de Determinantes

Al igual que en los sistemas de 2x2, el método determinantes responde a una férmula, los cuales dependen de calcular
el determinante de una matriz de 3x3. Veamos como calcularlos:

Ejemplo 9: Calculamos la determinante de la matriz C

0 5 0 det(C)
|- b = ODN@) + (=3)()(0) + B)E)(-1)
C=|-3 7 -1= “[B)7)(0) + (~4)(~1)(0) + (2)(=3)(5)]
3 -4 2 =0+0-15-(0+0—30)=—15+30 = 15

Actividad 14: En el cuaderno de practica calculamos la determinante de las matrices:

0 5 0 8 5 0 0 5 -8 6 5 9
A=|-3 7 -1 ;B=|-3 7 -1 ; €=|(-3 7 -1 ; D=|-3 -1 -1
3 4 2 3 0 2 3 0 2 0 -4 0
Para resolver un sistema de ecuaciones de 3x3 aplicaremos la siguiente férmula: 111

Las letras de la a,b,...,l
son los coeficientes de
. Solucién PR
Sea el sistema: ) las incognitas.
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Ejemplo 10: Resolvemos el sistema de ecuaciones:
-3 2 -1
s o s ) (35)
_ _ls 2 3| _ 9-16+30-(5-18+48) _ 23-(35) _ -12 _
X+ 2}/ —z=-3 = i 21 —31 T —3-246-(1+6+6)  1-(13)  -12 1
x—y+3z=28 1oz o3
— 1 -3 -1
x+2y+3z=5 -
_li s 3| 24-5-9-(-8+15-9) _10-(-2) _ 12 _
Yy=p =z 1= —3-24+6-(1+6+6)  1-(13)  -12
1 -1 3
1 2 3
1 2 =3
1 -1 8
_ 11 2 5| _ -5-6+16-(3+16+10) _ 5-(29) _ -24 _
2= 2 1| T T 3216-(14646)  1-(13) -1z
1 -1 3
1 2 3

Actividad 15: En el cuaderno de practica resolvemos los sistemas de ecuaciones por el método de determinantes:

x+2y—z=-7;3x+y—-5z2=-10; —-2x+3y—2z=-11
2x+3y—4z=23 ; -3x—y+2z=-18; 5x+2y—z=18
5x+2y—-3z=-1;3x—4y—z=-37; —2x+3y+5z=27
3x—y—2z=-14 ; —5x+3y+2z=22; 7x—y+3z=2

PUNE

Consideraciones sobre sistemas de ecuaciones superiores a 3x3

Los sistemas de ecuaciones pueden tener mas de tres incdgnitas, pero la forma de resolverlo es similar al de 3x3, es decir,
debemos reducir hasta conseguir una de 2x2, para ello basta con aplicar el método de reduccién en las combinaciones
que se pueden realizar de las ecuaciones. Ademas, cuando el sistema de ecuaciones es superior a 3x3, el método de

determinantes ya no es aplicable de forma directa.

—e 5. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

112

Los sistemas de ecuaciones son una herramienta muy Uutil, pues nos simplifican bastante la tarea de dar solucién a
diferentes problemas, como el ejercicio con las peras, naranjas y granadas que vimos al inicio del tema, el cual se redujo
a un sistema de ecuaciones de 3x3. Veamos cémo nos ayuda.

“'f
- l
-:L'—
31 A

Diferentes problemas de la cotidianidad se pueden expresar a través de sistema de ecuaciones que podemos resolverlos
utilizando el método de reduccién, determinantes u otros. En este sentido podemos concluir que los sistemas de
ecuaciones se aplican para dar solucién a diferentes fenédmenos o problemas de diferentes ciencias que se pueden

presentar en nuestro cotidiano vivir. Analicemos algunos:

Ejemplo 11: Una empresa de transporte que hace la ruta Tarija-Bermejo, sale todos los dias a las 9:00 de la mafana
con movilidades que viajan a una velocidad de 1500 m/min. El dia lunes llega un cliente a las 9:15 y pide que por favor
puedan enviar una encomienda en la movilidad que salié a las 9:00, la secretaria le indica que por realizar dicha peticién
se le cobrara Bs 5 por cada mil metros que recorrera el segundo auto si viaja a una velocidad de 2000 m/min, hasta
encontrarse con el que salid primero, lo que el cliente acepta. ¢ A qué distancia lograra darle alcance el segundo auto? ¢A
qué hora se encuentran los autos? ¢ Cudnto debera pagar el cliente? (no se olvide que V*t=d).

Solucion: Analizando los datos, vemos que la distancia es la misma para ambas movilidades, el tiempo para el segundo
es menos 15 minutos.

1500(t) = d ler bus Utilizando el método de igualacién obtenemos:

2000(t - 15)=d 2do bus t=60min ; d=9000metros ; costo=5x%x9=45

Respuesta. - Los autos se encontraran a 9000 metros de la parada, a las 10 de la mafiana y el sefior debe pagar por este
servicio Bs 45.



Primer Trimestre: Matematica @ ——

Ejemplo 12: Dofla Carmelita tiene una granja de pollo, asi que se dedica a vender carne de pollo en el mercado, un dia
el técnico encargado del cuidado de pollo le indica que, para cuidar el abastecimiento y las ganancias, la venta de pollo
debera seguir la ecuacion - 3Q + 5P = 109, pero el Gobierno Municipal indica que la poblacién solo puede adquirir dicho
producto bajo la ecuacion 4Q + 3P = 77. ¢Cual serd el nuevo parametro de la cantidad de carne y precio, para que la
vendedora y el comprador estén conformes? (no te olvides que P: precio, Q: cantidad)

Solucion: Analizamos los datos, la distancia es la misma, el tiempo para el segundo es menos 15 minutos.

-3Q +5P =109 Vendedor Utilizando el método de Reduccién tenemos:
4Q+3P=77 Comprador

P=23Bs. ; Q=2Kg

Respuesta. De tal forma que Dofia carmelita cuide sus ganancias y la poblacidn quede conforme se establece que 2
kilogramos de carne deben venderse a Bs 23.

Actividad 16: En tu cuaderno de practica resuelve los sistemas de ecuaciones por el método de determinantes.

1. Maria cria en el campo patos y conejos, donde contaron 19 cabezas y 52 patas de los dos animales ¢ Cuantos conejos
y patos cria Maria?.

2. Un equipo de basquet anoto un total de 48 canastas, obteniendo un puntaje de 114 puntos. ¢ Cuantos tiros de campo(2
puntos) y triples (3 puntos) realizaron?

3. En un curso de 40 estudiantes, al 20 % de los hombres y 16% de las mujeres les gusta consumir frutas. Si en su total
de los estudiantes que les gusta la fruta es 7. ¢ Cuantos estudiantes mujeres y varones son en el curso?.

4. Juan pag6 Bs 350 por 3 cajas de manzanas y 5 cajas de naranjas. Pedro compré 5 cajas de manzanas y 7 de naranjas y
tuvo que pagar Bs 518. ¢Cual es el precio de cada caja de manzanas y de cada caja de naranjas?

5. Un hombre decide ir de paseo en su bote, es asi que remando a favor del rio avanza 10 kilometros en una hora,
mientras que si rema en contra del rio, solo avanza 4 kilometros. ¢ Qué velocidad estara aplicando el sefior al bote y cuadl
sera la velocidad del rio?

A YA
[ "
iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 17: En grupos de 3 a 4 estudiantes para realizamos las siguientes actividades:

1. Analicemos y escribimos 5 aspectos negativos y positivos de sistemas de ecuaciones.

2. Analicemos y escribimos las dificultades y fortalezas que se presentaron en el desarrollo del contenido.
3. Escogemos un ejercicio (del internet, de un libro, o inventado) y lo escribimos en una hoja.

4. Describimos 5 ejemplos de la aplicacion del sistema de ecuaciones en el texto.

| {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Utilizando Geogebra, mostramos el comportamiento de las graficas de las ecuaciones de los ejemplos 10 y ejemplo 11
analizados en texto y explicamos qué hicimos para poder generar dichas graficas en el programa.
De no contar con geogebra, realizamos las graficas manualmente y describimos el procedimiento realizado.

NUMEROS IMAGINARIOS .
Y COMPLEJOS EN
2 LA NATURALEZA
@ilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 18: Con la ayuda de una calculadora cientifica realizamos las siguientes operaciones en el cuaderno de practicas
y escribimos las observaciones:
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sl Noticiencia

Los numeros complejos son
muy aplicados en el drea de
electronica, electricidad y el
desarrollo tecnoldgico

Sean: el nimero 5 3 -7 OBSERVACIONES
Elevar al cuadrado el nimero 25
Sacar raiz cuadrada de la respuesta anterior 5
Elevar al cubo el nimero 125
Sacar raiz cubica de la respuesta anterior 5
Elevar a la cuarta el nimero 625
Sacar raiz cuarta de la respuesta anterior 5
Elevar a la quinta el nUmero 3125
Sacar raiz quinta de la respuesta anterior 5

Como habras podido notar algo interesante sucede cuando trabajamos con las raices de cantidades negativas, pero no te
asustes, tu calculadora no estd mal, todo tiene una explicacién, la cual estudiaremos a continuacion:

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /

Los conjuntos de numeros estudiados hasta el momento presentan algunos vacios, un caso es el que acabamos de
observar en el anterior cuadro, con las raices negativas de indice par, las cuales muestran un mensaje que dice: MATH
ERROR, este mensaje generalmente se presenta debido a que las calculadoras, no estdn programadas para trabajar o
realizar calculos con nimeros imaginarios.

1. El conjunto de los niimeros imaginarios

Los numeros imaginarios son aquel conjunto de nimeros que nacen de las raices Q
negativas de indice par, los cuales estan separados del conjunto de los nimeros

estudiados hasta este momento y cuyo conjunto podemos denotar como “Im”, el

cual vamos a representar en el siguiente grafico.

2. Unidad imaginaria y sus propiedades

La unidad Imaginaria es el nimero  +/—1el cual representaremos por la letra “ [”, por lo cual podemos decir que:
i = V-1 este es uno de los cinco nimeros de las matematicas, el cual a partir de este momento aparecerd en muchos
de nuestros calculos, motivo por el que no debemos olvidarlo. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Escribimos las siguientes raices, como ndmeros imaginarios.

V=4 =[4(-1) = Va/=1=2i

—V/=49 = —[49(-1) = —V49V/=1 = -7i

5V—144 = 5,/144(—1) = 5V144V—1 = 60i

7vV=3 = 7,/3(-1) = 7V3V—1 = 7\/3i

—3v—=12 = -3\/12(-1) = —3vV12vV-1 = —-3V4V3i = —12V3i

o R W NN

11V=150 = 11,/150(=1) = 11vV25V6V~1 = 55v6i

7 6\/—_§=6\/§\/—_1=6(§)i=4i

Como podemos notar siempre que exista una cantidad sub radical negativa, es necesario separar el signo el cual se
convierte en la unidad imaginaria j = V=1 .

Actividad 19. Racionalizamos las siguientes raices e indicamos si son nimeros reales o nimeros imaginarios (recuerde
que solo las raices de indice par de cantidad negativa, son imaginarias)



5.V/—45 =
6.V—144 =
7.4/98 =

9.v169 =
10.vV—-36 =
11.v/-100 =

13.v/—128 =
14.4/686 =
15.4/784 =

Primer Trimestre: Matematica

17.4/484 =
18.v—450 =
19.4/-3087 =

[

4. V125 = 8.4/—147 = 12.4/250 = 16.V/=1225 = || 20.4/6125 =

—eo 3. Potencias de la unidad imaginaria

Todos los numeros permiten realizar operaciones aritméticas, en especial cuando hablamos de potencia, estamos
hablando de multiplicaciéon de nimeros imaginarios, para eso estudiaremos el comportamiento de la unidad imaginaria
en los diferentes exponentes.

i’=1 =i*+i’=1D(D=-1
it=i V=i"+i3 =M (=) =—i
2 = (\/—_1)2 -1 B=i*xi*=DM =1

B =i?xi= (V1) *i=-i P=ifri=)xi=i
it=i2xit= (VD) (V=) = (D =1 [ =t =OED =1
P=itxi=)*i=i i =83 = (1)(=i) = —i

Analizamos atentamente el cuadro, observando el comportamiento de la potencia de la unidad imaginaria

Actividad 20: en el cuaderno de préctica, determinamos las potencias de la unidad imaginaria desde i12 hastai3?pajo el
mismo procedimiento que en el cuadro

—e 4. Numeros complejos y su representacion grafica

Los nimeros complejos es el conjunto de nimeros, que une al conjunto
de los numeros reales con el conjunto de los niumeros imaginarios,
complementando asi al conjunto de numeros, con los cuales las
operaciones con numeros, ya no tendrian restricciones, siendo estos los
que nos permiten gozar de los avances tecnoldgicos, ya que los nimeros
se pueden aplicar en diferentes ambitos de la cotidianidad.
La representacion de un nimero complejo se da bajo la forma binémica:

z=a+bi siendo a un nimero real y bi el nimero complejo, este tipo de nimeros se representan bajo un plano coordenado,
donde la abscisa corresponde a los valores reales y la ordenada a los valores imaginarios.

Ejemplo 2: graficamos en el sistema de cordenadas los siguientes nimeros complejos.

z.=3-2i
1 z
2,=-1-3i i ]
2,=-4 5 24 Noticiencia
=5+ i b
24_35. 3i Los numeros imaginarios
ZS: ! . | S también se pueden escribir
Zs"2+4' 4 iy como un par ordenado.
i a+bi=(a,b)
. . . 1 z1
—e 5. Operaciones con nimeros complejos Zs

Aligual que los diferentes tipos de nimeros, los nimeros complejos también gozan de las propiedades de las operaciones
de adicion, sustraccion, multiplicacién y division, los cuales estudiaremos a continuacién.

Suma y resta de nimeros complejos

Para sumary restar nimeros complejos, lo Unico que hacemos es sumar la parte real con la parte real, y la parte imaginaria 115
con la parte imaginaria, resultado de esta operacidn, obtenemos un resultado que también sera complejo, es
decir Zq i‘ Zy = Z3
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Ejemplo3:sea z, =2-3i, z,=—-4+5i , z3=7+1i ,simplificamos las operaciones:

2142, =(2—-30)+(—4+5i)=2—-3i—4+5i=—2+2i
21—23=02—-30)—(7+i)=2—-3i—7—i=-5—4

22, +323 =2(—4+5{) +3(7+i) = -8+ 10i + 21 + 3i = 13 + 13i

—47, + 523 — 221 = —4(—4 +5i) +5(2 = 3i) —2(2 — 3i) = 16 — 20i + 10 — 15i — 4 + 6i = 22 — 29i

NN N

Multiplicaciéon de nimeros complejos

En la multiplicacién de nimeros complejos, basta con aplicar la multiplicacidn por propiedad distributiva (o productos
notables), tomando siempre en cuenta la potencia del nimero imaginario.

Ejemplo 4: Multiplicamos y simplificamos las siguientes expresiones:

1. 5i(3 —2i) = 15i — 10i?> = 15i — 10(=1) = 10 + 15i

2. —7i(—4i+1)=28i*—-7i=28(-1)—-7i=-28-7i

3. (i—5)(4+2i)=4i+2i>—-20—10i = 4i+2(-1) — 20— 10i = —22 — 6i
4. (3—5i)2=9—30i +25i> =9 —30i + 25(—1) = —16 — 30i

Division de nimeros complejos

La divisidn de los nimeros complejos, no es mas que una fraccidn, pero debido a que las fracciones no permiten tener
raices en el denominador, es que tendremos que racionalizar y simplificar algunas expresiones. Veamos en los siguientes
ejemplos este proceso, teniendo en mente que existen tres casos.

Ejemplo 5: dividimos las siguientes expresiones.

caso1, 15-20i _ 5(3—4) _ 3-4i
25 5%5 5
2430 243i i 2i43i*® 2i+3(-1) -3+2i 3-2i
caso 2. = * - = = = =
5i 50 i 5i2 5(-1) -5 5

7—i  7—-i  2+i _ 14+7i-2i-i? 14+7i-2i—(-1) 15+5i _ 5(3+i)
caso03. — —  —— x— — = - —
2—i 2-i

24+i 4—i2 o 4—(-1) 5 5 3+1

Actividad 21: Sea z; =3 —2i;z, =—2+5i; z3 =7+, realizamos las siguientes simplificaciones.

1| zy+2zy = 5| 521+ 2, = 9. | zy +3z3 = 13.| —z1+4+ 5z, =
2.| 223 — 25 = 6.| 3z3 — 5z, = 10.| z3 — 2z = 14| —4z3 — 5z, =
3.| zyxz3= 1.| 2y x4z3 = 11.| 7z3 %2z, = 15.| 3z * 2z, =

4| z5/z4 = 8. | z,/5z3 = 12.| 623/z1 = 16, 23/10z; =

-V
S 1 .
iREALICEMOS LA VALORACION!

—

Actividad 22: Respondemos las siguientes preguntas de reflexidén en el cuaderno de ejercicios:

1. ¢COmo se aplica los numeros complejos en los circuitos eléctricos ?
2. ¢En la vida cotidiana como podemos aplicar los nimeros complejos en la resolucion de problemas?

3. ¢Como se aplican los nUmeros complejos en la geometria fractal?
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Analicemos la aplicacion de los nimeros complejos en el avance tecnoldgico y escribimos 5 ejemplos.

2

;ﬁ;{)‘ {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 23: Un fractal es un objeto geométrico irregular cuyas autosimilitudes se repiten a grandes escalas. Se define
los fractales a través de calculos con nimeros complejos:

1. Investiga sobre los fractales y elabora un disefio aplicando los nimeros complejos.
2. Una cartulina la dividimos en dos partes iguales, en la primera haremos un cuadro donde podamos observar ejemplos

de obtencion de numeros imaginarios, diferentes a los que vimos en el texto. En el segundo cuadro mostraremos las
potencias de la unidad imaginaria desde i° hasta i*?, el cual socializaremos con los compafieros en el curso.

ECUACIONESDESEGUNDOGRADOY FUNCION CUADRATICA

53 EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS °
(= ; DE NUESTRO CONTEXTO
&ilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 24: Escribimos lo que conocemos sobre la relacion que existe
entre, un tiro libre en un partido de futbol, el cable de electricidad en las
calles, las antenas satelitales que nos permiten tener sefial de televisién en
lugares lejanos, y el movimiento de traslacion de nuestro planeta.

Las situaciones planteadas se expresan a través de las matemadticas, con
lo cual muchas de las ciencias logran desarrollar diferentes usos para el
desarrollo de la tecnologia y la productividad. Estudiemos un poco mas este
tipo de figuras.

' jCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Funcién cuadratica y sus caracteristicas

Muchos de los fenédmenos que se presentan en nuestra vida diaria, no son de caracter lineal, sino que estan gobernados
por relaciones que reciben el nombre de funciones cuadraticas (es decir, curvas). Estas funciones tienen la caracteristica
de que su grado absoluto es dos, veamos algunos ejemplos:

y=x? y=5x*+4x—7 y? +x% =11

En vista de la diversidad de ecuaciones, empezaremos el estudio de la resolucidn de ecuaciones cuadraticas, por aquellas
que son de la forma ax? + bx + ¢ = 0 llamadas ecuaciones de segundo grado con una incégnita.

Las ecuaciones de segundo grado con una incdgnita, tienen dos soluciones (x1,%2) estas pueden ser de tres tipos,
soluciones reales, soluciones imaginarias y soluciones complejas.

2.Métodos de resolucion de una ecuacidén cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 de la forma
Como hemos podido conocer, la ecuacion cuadratica ax? + bx+c=0 |, tiene tres tipos de soluciones, por lo cual
debemos tener mucho cuidado al efectuar operaciones, de tal forma que obtengamos las respuestas correctas, porque

como se dijo en el anterior contenido, muchas veces un signo, puede provocarnos grandes desastres.

Al resolver una ecuacién cuadrética se pueden presentar tres casos: A) ax? + ¢ = 0,B) ax? + bx = 0,C) ax®> + bx +c =0
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de los cuales iremos estudiando su forma de resolucién. Pero nunca olvidemos que para resolver cualquier ecuacion,
siempre debemos simplificar, a su mds simple expresion.

., ., 2 _
Resolucidn de ecuacién de la forma ax“+c¢=0

Para resolver este tipo de ecuaciones solo se debe recordar las reglas del despeje y al final sacar la raiz cuadrada. Veamos:

Ejemplo 1: Resolvemos las siguientes ecuaciones de segundo grado.

1.x2-9=0 2.x2-12=0 3. 4x2-25=0 4.3x2-11=0
x?=9 x? =12 =3 =3
VxZ =9 VaZ = V12 e [ V= [2a [
x =43 x =423 c= i
X1 = = Xy = — =
— . — ! 3
x1_3’x2__3 x1=2\/§,‘x2=—2\/§ x1=§; x2=—§ :
Ejemplo 2: Resolvemos las siguientes ecuaciones de segundo grado.
1.x2+16=0 2.x2+18=0 3704190
x2=-16 x2=-18 ==
VaZ = V=16 = V16v—1 VxZ = V=18 = VI8vV=1 Vii= [-2o [ovmo s 2
x = t4i x = +3v2i
19 . 19 .
— A - — ; , . a=Jzt o 2==J7t
=4 ; x=-4 x; =320 ; x,=—3V2i

Resolucién de ecuacion de la forma ax? +bx = 0

Para resolver este tipo de ecuaciones solo se deben factorizar e igualar los factores a cero.

Ejemplo 3: Resolvemos las siguientes ecuaciones.

1. x>2—6x=0 2. 3x24+15x =0 3. 5x2—4x=0 4. 4x’+6x=0
x(x—6)=0 3x(x+5)=0 x5x—4)=0 2x(2x+3)=0
x=0;x—6=0 3x=0; x+5=0 x=0;5x—4=0 2x =0;2x+3 =0
x=0;x=6 x=0; x=-5 x=0;x=§ x=0;x=—§

Resolucién de ecuacidén de la forma .

ax’?+bx+c=0

Para resolver este tipo de ecuaciones existen diversos métodos, los cuales iremos estudiando por casos.

2.1. Completando cuadrados
En este caso, los primeros términos de la ecuaciéon
producto, (mx+n)’=m?x? + 2mnx + n?,

permitiéndonos factorizar y despejar la incégnita.

Ejemplo 4: Resolvemos las siguientes ecuaciones.

1.x24+10x—11=0
x24+10x +25=11+25
(x +5)%=36
J(x +5)2=+36
x+5=126
x=-54+6; x=-5-6
x1=1; x, =—11

2.2. Factorizacion

Utilizando los casos de factorizacién de trinomios (sugerencia el método de aspa simple), e igualando cada factor a cero,

2. 4x2—6x+3 =0
4x?2 —6x+9=-3+9
(2x—3)%=6
J(2x-3)2=+6
2x—3=1V6
_ 36, _ 326
1= 2 7 2= 2

ax®> +bx+c =0 deben parecerse a los primeros términos del
de tal forma que podamos obtener el ultimo término mediante una suma,

N) 9x? +30x +29 =0

9x2 + 30x + 25 = —29 + 25
(3x + 5)2= —4
JBx+5)2="d
3x+5=+2i

_ —5+2i _ —5-2i
X1 = 3 2T 3

como lo hicimos en el caso de la ecuacion incompleta con ¢ = 0 podemos resolver la ecuacién 2do grado.
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Ejemplo 5: resolvemos las siguientes ecuaciones:

1 xz_grs12=0 2 3

x=2)x—6)=0 (7Tx+2)(7x+2)=0 Bx—=2)2x+9)=0
x—2=0;x—6=0 7x+2=0;7x+2=0 3x—=2=0;2x+9=0
X1 =2;%x=6 2 2 2 9

Xy == X =—> X1=2 5 X =—3
1 772 7 1 372 2

49x2 4+ 28x+4=0 6x2+23x—18=0

2.3. Formula General

, . . . —b +Vb* — 4ac . . . -
Este método nos permite, mediante la formula x = , determinar las soluciones de cualquier ecuacion de
2a

2do grado de la forma ax? + bx + ¢ =0 veamos .

Ejemplo 6: resolvemos las siguientes ecuaciones:
1 2

3,2
x> +8x+16=0 x2—2x+2=0 3x*+5x—-7=0
_ —®+/®?2-41)(16) _ —(H/(=2~4D@) _ —(®)+J(5)2-4B3) (=7
2(1) 2(1) - 2(3)
e = = 2V _ 24V74 ~54125+84 _ —5+y109
2 2 2 2 = — = —

x, = 2¥0. 2840 2420 _ 2-2i x 6 6

1T 2T DT _ -54y109  _ _ —5-109
X =—4; x,=—4 X =1+4+i;x=1-i XM= 2T

2.4. Método de PO SHEN-LOH

Este método es nuevo, el procedimiento esta dado por férmulas, siempre y cuando la ecuacién este dado por la forma
x%+bx+c =0 ,enlacual se aplicaran las siguientes relaciones ,_ _1,, . _ z—¢ ylasoluciénserd: x=t+u
7D,

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 7: Resolvamos las siguientes ecuaciones.

: x2-5x+6=0 2 || 9x2—6x+10=0
2 10
x+—=0
tz__*(_S)ZE t=—1* z _1
w= (5)2 6) = 25 _ 1_ 1 w
A\ TN 4 TNa \} J \___l
_5 1_ 6, _5 1_ 4 x1:-+l .
Y=y T 2T ;757 bl X:1—3i
x =3 ; X, =2 s 7 s

Actividad 25: resolvemos las ecuaciones aplicando el método que corresponda o el que hayas comprendido mejor:

1.2x24+2x =40
2.2x%2+16x =40
3.2x%24+14x =136
4.4x%+12x =40
5.5x2+10x =4

6.2x2+6x=20
7.2x2+14x =16
82x%+14x =236
9.3x2+3x=36
10.2x%> +2x =40

11.2x%24+12x = 32
12.5x2+30x =35
13.2x%+4x =30
14.3x2+9x =30
15.2x* +14x =16

Ejemplo 8: Resolvemos las ecuaciones de orden superior.

1

x+2=0

X1 =-2

(x+2)(x2—2x+4)=0

x*+8=0
x2—2x+4
_ —(=2+/ (=224
2(1)
_24V-12  242V-3

2 2
X, =1++3i; x3=1—+/3i

16.2x*>+16x = 18
17.11x2+11x =22
18.4x%+32x =36
19.2x% +2x =40
20.2x%24+2x =24

2 Xt —3x2—4=0
x> =Hx2+1)=0
x*—4=0 ; x*+1=0
VeZ=v4 ; VxZ=+-1
x=12 ; x = =i
X1 =2; X, ==2; X3=1; X4 =—1I

—e 3. Propiedades de las raices de una ecuacion cuadratica

Las raices de una ecuacion, son las soluciones

(xl,xz,

bajo la condicion (x — x1)(x — x2) ... (x — x,) = 0 Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 9: Verificamos si las raices

»Xn)  las cuales nos permiten verificar o plantear ecuaciones

x1 =3 yx, = 4, pertenecen a la ecuacién x> —x +12 =0

119
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Sea:x; =3 yx, =4 > (x-3)(x—4)=0 > x> =7x+12=0
Por lo tanto, verificamos que x; = 3 yx, = 4 no pertenecenax? —x + 12 =0
b c
Asi mismo debemos saber que xq + x, = oY X1 * Xy = L lo que nos permite encontrar algunos resultados de forma

directa, sin necesidad de resolver la ecuacion.

Ejemplo 10: Determinamos la suma y el producto de las raices de la ecuacién 2x? + 5x — 11 = 0:

Suma:xl+xz=—@=—E Producto:xlalsx2=w=—E
2 2 (2 2
Ejemplo 11: Determinamos las raices y la ecuacion cuya suma y producto de raices es 2 y -15 respectivamente.
Suma: xq +x, =2 =E= —_—2= —é Producto: x; * x, = —15 =_—15=£
1 1 a 1
Por lo tanto, la ecuacidones: x2 _ 2y — 15 = 0 ycuyas raicesson: x; =5 ; xp = —3

—e 4. Sistemas de ecuaciones de segundo grado

120

Un sistema de ecuaciones cuadratica, es aquel conjunto de ecuaciones, donde por lo menos una de las ecuaciones
debe ser de orden dos, para resolver este tipo de sistemas es necesario dominar todos los métodos de resolucion de
sistemas de ecuaciones (M. Sustitucion, M. Igualacion, M. Determinantes, M. Reduccidn), debido a que dependiendo del
sistema, la resolucion se simplifica o se hace mas facil, mientras que si se fuerza a un solo método el sistema se complica
demasiado. Veamos.

Ejemplo 12: Resolvemos el sistema de ecuacionesxy=-4 ; x-2y=6

Reemplazamos en la 1ra Reemplazamos y;; y, donde haya “x”
ecuacion

xy =—4 x=2(-1)+6 ; x=2(-2)+6

2y +6)y =—4

x—2y=6 (2y )y x=4 ; x =2
2y2+6y+4=0

Despejamos x de la segunda y y La solucidn es el par ordenado
Resolvemos la ecuacién

x=2y+6
y1==-1; y,=-2

Ejemplo 13: Resolvemos el sistema de ecuaciones 2 y2=25; x2 — 4y = —7

lgualamos x2 = x2 . Reemplazamos y;; y, donde haya
e
x? +y?=25 25—y2=—-7+4y
x? =25-(4)? ; x? = 25— (—8)?
x?—4y =7 —y? —4y+32=0
x?2=9 ; x?=-39
Despejamos x* de 1ray 2da Resolvemos la ecuacion
2 2 x =43 ; x = +v39i
x“=25-y 4. - _g
5 =% Y2 = La solucién es el par ordenado
xc==7+4y

Ejemplo 14: Resolvemos el sistema de ecuaciones
x?2—3y?=-3; 5x2+2y? =53

Reemplazamos en la 1ra Reemplazamos y,; y, donde haya “x”
x?—3y?=-3 (-5 ec. x?—3(2)?=-3;x*-3(-2)?=-3
5x% +2y? =53 2_68_ 4 x =43 ; x =13
Despejamos x de la segunda )= _:27 La solucién es el par ordenado

—5x% +15y%2 =15
Resolvemos la ecuacion
5x% +2y? =53

17y* = 68 V1=25 =2

Actividad 26. Resolvemos las ecuaciones en el cuaderno de precticas
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I. Resolvemos las ecuaciones de segundo grado.

2 _ A — 2 _ — 2 _ = —
1) x2—4=0 5) 4xt-64=0 x2+§x=0 13) x%2—221 = —4x
2) x2-25=0 2 ) 14) 2x2—-5x—7=0
6 5-1=0 10) 5x2 + 15x =0
3) x2-49=0 15) 5x2=12x—9
7) ¥P-sx=0 g e
4 x2-2=0 3 16) VA—2x=2—-Vx +2

8) x*+7x=0 2
12) x*=-7x+170

II Resuelva aplicando la formula general:
1) 18=6x+x(x—13) 3)x%+ (x +2)?=580 5)5x2 —12x+9 =0
2)  6x2+5x+1=0 4)4x? —6x+2=0 6) 2k* — 3 =5k

III. Resolver las ecuaciones de cuarto grado:

1) x*—625=0 2)x*—-16=0 3x*—-5x2+4=0

IV. Hallar las ecuaciones si se conocen las raices:

1)  —-13 A -3

2)2

3
A —1 3)=2na 3

—e 5. Resolucidn de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Las matematicas son herramientas muy utiles, que nos permiten dar soluciones a problemas que se pueden presentar
en las diferentes ciencias o situaciones de nuestro contexto, un ejemplo podria ser el de calcular el area de terrenos,
conocer el equilibrio entre la oferta y la demanda, conocer el comportamiento de los movimientos fisicos, establecer
parametros econdmicos, estudiar el movimiento de los fendmenos astronémicos, el desarrollo de la comunicacion, etc.

Todos estos y mas, en la mayoria de los casos, se reducen a resolver algunas ecuacidnes o un sistema de ecuaciones. En
ese sentido, es importante que recordemos sus propiedades y definiciones.

Ejemplo 15: Don Francisco se compra un terreno rectangular, donde instalara una cafieria de 25 metros de diagonal para
riego, ademas de la cafieria decide comprar malla olimpica, para evitar que los animales ingresen a la huerta. ¢ Cuantos
metros de malla debera comprar, si solo se acuerda que uno de los lados era 5 m mas que la otra?

PLANTEAMIENTO ECUACION Y RESOLUCION

RESPUESTA

Ejemplo 16: Los estudiantes de primer afio de agronomia, tienen como tarea construir y cultivar un huerto rectangular,
en un terreno alejado de la universidad, con las siguientes caracteristicas: Area de 288 m?, cuyo ancho sea el doble del

largo. Si ellos deben proteger su produccidon con puntales y alambre de puas (de 5 filas) ¢ Cuantos puntales y qué cantidad
de alambre tendran que comprar?

PLANTEAMIENTO ECUACION Y RESOLUCION RESPUESTA

Actividad 27: Resolvemos los siguientes problemas aplicando ecuaciones de segundo grado.
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1.Un triangulo rectangulo, es semejante a otro, cuyos lados son 3,4,5. hallamos los lados del triangulo, si su drea debe ser
de 24 u2. Calculamos la longitud de cada lado sabiendo que el area del tridngulo es 24 m?

2. Calculamos las dimensiones de un rectangulo cuya diagonal mide 75 m, sabiendo que es semejante a otro rectangulo
cuyos lados miden 36 m y 48 m respectivamente.

3.Una pieza rectangular es 4 cm mas larga que ancha. Con ella se construye una caja de 840 cm?® cortando un cuadrado
de 6cm de lado en cada esquina y doblando los bordes. Hallamos las dimensiones de la caja.

4. Encontramos dos niumeros positivos cuya diferencia sea 7 y la suma de sus cuadrados 3809.
5. Adivinamos el lado de un cuadrado tal que, al aumentarlo en 5 unidades, el drea aumente en 395 u?.

6. En 11 afios, la edad de Vicente sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia hace 13 afos. ¢Qué edad tiene Vicente
ahora?

7. Uno de los lados de un rectangulo mide 6 cm mas que el otro. ¢ Cudles son las dimensiones si su area es 91 cm??.

8. Los lados de un triangulo rectangulo tienen por medida tres nUmeros enteros consecutivos. Calculamos los lados del
triangulo.

9. Existen dos cuadrados, el mayor tiene un area de 44 m? mas que el area del cuadrado pequefio y el pequeiio tiene 2
metros menos de lado que el mayor. Calculamos los lados de los cuadrados.

A YA
Wi 1 ’
‘ iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 28. Analicemos y reflexionemos para responder las siguientes preguntas

1. éPor qué es importante el estudio de las ecuaciones de segundo grado?

2. ¢Qué aplicacion tiene las ecuaciones de segundo grado en nuestro contexto?

&
N

).} iES HORA DE LA PRODUCCION!
1@ g

Actividad 29.

1. Construye una maqueta tomando como referencia alguna curva (ecuacion de 2do grado), un ejemplo construir el
sistema solar con el movimiento de traslacidn de la tierra, que se observa al inicio del tema.

2. Escribe un problema que se pueda presentar en tu contexto y que podamos resolver utilizando ecuaciones de segundo
grado.

. DESICUALDADESE
ﬁilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 30: Escribimos una posible repuesta a la siguiente situacion

En segundo de secundaria existen 5 amigos que juegan muy bien a la pelota, los cuales para no olvidarse sus cumpleafios
deciden anotar la fecha de sus nacimientos en sus agendas, de la siguiente forma: Carlos (15-09-2008), Juan (05-01-
2008), Federico (29-11-2008), Ernesto (02-07-2008) y Marco (08-05-2008). Cierto dia, a la escuela llega una convocatoria
para participar en el campeonato sub 14, al escuchar esa noticia los amigos estaban felices, pues eran los mejores del
colegio, pero cuando dijeron que los participantes debian ser menores de 14 afios cumplidos el 31 de junio, dos de ellos
quedaron tristes ¢ Por qué sera que dos de estos amigos se pusieron tristes? ¢ Cuales son sus nombres?
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Como bien pudiste analizar, aunque todos tienen o cumplirdn 14 algunos lo haran después de la fecha establecida, lo que
nos indica que, algunos son mayores de 14 afios, por lo tanto, se les debe excluir.

En nuestra vida, existen varias situaciones donde se analizan las desigualdades, incluido en los fendmenos sociales,
siendo este el motivo por el cual los gobiernos como el nuestro tienen que implementar leyes que de una u otra forma
deben reducir esa desigualdad.

CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Desigualdad e inecuacion

Desigualdad.- Es la diferencia de valor que existe entre dos cantidades, para determinar las desigualdades vamos a
observar los simbolos que se utilizaran y su significado:

Simbolo (nombre) Significado Ejemplo
Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser mas grande que la de la
> (mayor que) 4>1<
derecha
< (menor que) Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser mds pequefia que la de la 5<10
derecha
> (mayor o igual Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser mayor o igual que la
. -22-7 323
que) cantidad de la derecha.
< (menor o igual Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser menor o igual que la
. -4<1 -1<-1
que) cantidad de la derecha

Inecuacion. Es una desigualdad que se verifica para agunos valores de las incognitas.

Ejemplo 1: interpretamos las siguientes inecuaciones.

x>1:Enlainecuacién estamos indicando que los valores de x tienen que ser mayores a 1 sino seria falso.

x < 7: En la inecuacion estamos indicando que los valores de x maximo deben llegar a 7, sino seria falso.

X +2>-3:En lainecuacion se indica que x + 2 nunca debe bajar de -3, sino seria falso.

Solucion de una Inecuacién. La solucion de una inecuacidén es un conjunto de puntos, los cuales deben cumplir la
condicion de la desigualdad planteada, es decir, su conclusion siempre debe ser verdadera, si fuera falsa entonces no es
la solucién de una inecuacién.

El conjunto de puntos de una inecuacion, sera conocida como intérvalo. Este intérvalo, puede ser abierto o cerrado,
dependiendo de los limites o extremos del intervalo, lo cual generalmente se reduce a conocer o interpretar las

desigualdades.

Intérvalo Abierto. - Es aquel intérvalo donde el limite no es parte de la solucidn, este intérvalo esta relacionado con las
desigualdades ( < 6 >) y las que generalmente se escriben con el simbolo (( ;)).

Intérvalo Cerrado. - Es aquel intérvalo donde el limite es parte de la solucidn, este intérvalo esta relacionado con las
desigualdades (< 6 > ) y las que generalmente se escriben con el simbolo ([ ;).

2. Intérvalo real y representacion grafica de los intérvalos
Un intérvalo es un conjunto de nimeros, que depende del tipo de conjunto de nimeros que estemos asumiendo como

respuesta, en el caso general, se toma en cuenta los nUmeros Reales Veamos cdmo se representaran las respuestas de
las inecuaciones, o lo que llamaremos, conjunto solucidn, tanto de forma algebraica, como su representacion grafica.

[
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) ) . CONJUNTO
INECUACION REPRESENTACION GRAFICA B
SOLUCION

e s ER |

Como podemos notar, el conjunto solucién de estas inecuaciones estd representado en el conjunto de los nimeros
reales, ademas como se indicd, los intervalos abiertos (ademas del infinito) se representan por “()”, mientras que los
cerrados se representan por “[]”

—e 3. Inecuaciones lineales de una variable PROPIEDADES DE INECUACIONES

Las inecuaciones de una variable de primer grado, son aquellas

que tienen una sola variable y cuyo mayor exponente es uno. Para | J€3:@<b > a+c<b+c

resolver estas inecuaciones, basta con respetar las propiedades | Sea:a <b > a-c<b-c
de las inecuaciones que se observan en el cuadro mostrado, con | Sea:a<b > axc<bxc < ¢>0
el objetivo de despejar la variable, como se lo realizaba en una | Sea:a<b > axc>bxc < ¢c<0
ecuacion, sin olvidar la propiedad de la multiplicacién por menos | Sea:a<b =2 a/c<bfc < ¢>0
uno, porque cambia la desigualdad. Seaza<b > afc>b/c < ¢c<0
Ejemplo 2: Resolvemos las siguientes inecuaciones.
1).2x+1<5 2)4x+9>-7 3) 9x —11 < 6x—11
2x<5-1 4x=>-7-9 9x —6x < —11+11
2x < 4 4x > —16 3x<0
4 16 0
x < 3 X = -7 x < 3
x <2 x=—4 x<0
EEEETET s o et o ow ek
CS: (—o0; 2) CS: [—4; ) CS: (—o0; 0]

Como habras podido notar resolver una inecuacién es casi lo mismo que una ecuacidn, solo que ahora ya no es un solo
valor, sino varios los que encontramos.

Ejemplo 3: Resolvemos las siguientes inecuaciones.

1) —=7—-4x <5 2) —12x+ 21 > -7 ex+7<11x—7
—4x <547 —12x = -7-21 6x —11lx < —-7—-7
—4x <12 (1) —12x > —28 (—1) —5x < —14 (—1)
4x > —12 12x < 28 5x > 14
12 28 14
x > - x < = x > =
T p—
14
CS: (——; )
CS: (—3; ) 7 5
CS: (—00;;]

En estos ejemplos te habras dado cuenta de que cuando se multiplica por (-1) el sentido de la desigualdad cambia.

Ejemplo 4: Resolvemos las siguientes inecuaciones.

1) -9<5x+1<16 2)  8<5-3x<16 3)-9=-8x+7<27
e _ —9-7<-8x<27-7
—9-1<5x<16—1 8-5<-3x<16-5
3<-3x<1(-1) -16<-8x<20 (-1)
—10<5x < 15 C3>3x>—11 16 = 8x > —20
16 —20
—?<x>15—5 —%2x2—13—1 ?2x>T
124 -
-2<x<3 —12x2—13—1 22>
R ”
Cs: (=2;3) cs: (—=;—1] S
=
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Aunque existen dos limites, el procedimiento es el mismo, solo hay que tener cuidado con el (-1)
4. Inecuaciones con valor absoluto

Valor absoluto, es una funcion matematica que indica que cualquier valor que ingrese dentro de ella, su resultado
siempre sera positivo. El simbolo de valor absoluto es “|x|”, por ejemplo, | 7|=7 pero si fuera |-7|=7

Una inecuacién con valor absoluto nos indica que debemos encontrar los valores de la variable de tal forma que se
satisfaga la desigualdad, para este efecto la cantidad del valor absoluto se dividird en dos desigualdades (una con signo
positivo y la otra con signo negativo) y se analizara sus soluciones, de tal forma que determinemos el intervalo donde se
cumpla la desigualdad.

Ejemplo 5: Resol

emos la inecuacion |3x-6] >3

+(3x—6) >3
3x—6>3

3x=>3+6

3
—3x=-3 (-1); 3x<3; xS§; x<1

-(Bx—-6)=3
—-3x+6=>3

—3x=3-6

Como podemos observar existen dos puntos x=1 y x=3 donde cambian resultados, asi que analizaremos puntos intermedios para
determinar valores de verdad de la inecuacion, en x=0, x=2 y x=5

Conx=0-> [3(0)—6]/=3 > |-6/=3 > 6=3 - Verdadero
Conx=2-> [3(2)—6|/=3 > [6-6/=3 > 0=3 - Falso

Conx=0~> [3(5)—6|=3 > [15-6|=3 > 9=3 - Verdadero

CS: (=00;1] U [3;0)

Ejemplo 6: Resolvemos la inecuacion | 5x+ 6| <14

+(5x +6) < 14
5x+ 6 < 14
Sx <14 —6

8
5x <8 ; x<§

—(5x+6) < 14
—5x—6< 14
—5x<14+6

20
—5x <20 (—1);5x>-20; x>—? ;x> —4

Como podemos observar existen dos puntos x=8/5 y x=-4 donde cambian resultados, asi que analizaremos puntos intermedios para determinar
valores de verdad de la inecuacion, en x=-7, x=0 y x=4

Conx=-7-> |5(-7)+6|<14> |-35+6| <14 > 29<14 - Falso
Conx=0-> |5(0)+ 6| <14> [0+6| <14 > 6 <14 - Verdadero

Conx=4-> [5(4)+6|<14> |20+ 6| <14 > 26 <14 - Falso

(-0 n(—40) O Csi(-4:D)

En este tipo de ejercicios el valor de verdad solo se cumple dentro de un rango, por lo cual su resultado puede darse como
la interseccion de dos intervalos.

5. Inecuaciones cuadraticas y de grado superior

Este tipo de inecuaciones tienen la forma ax? + bx + ¢ < 0o ax? + bx + ¢ > 0 , donde la solucidn parte de la determinacién
de las raices, para luego analizar los puntos medios y a partir de ahi conocer sus valores de verdad, que nos permitiran
conocer los intervalos de solucion.

Ejemplo 7: Resolver la inecuacion de segundo grado

Resolver estas inecuaciones significa calcular las raices por algin método de resolucién de ecuaciones de 2do grado, los
cuales hemos estudiado anteriormente.
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a) x*+3x—-4<0 a) 2x2-9x—-5=>0

x—1Dxx+4)<0 (2x

x=1; x=—4 x =

+1)(x—-5)=0

1
_E; x=5

a) x*—4x+4<0

x—2)(x—-2)<0
x=2,; x=2

Conx=-5 >(—=5)2+3(-5)—4<0
25—-15—-4<0
6 <0 FALSO
Con x=0 >(0)2+3(0) —4 <0
0+0-4<0
—4 < 0 VERDADERO
Conx=3 >(3)%+3(3) —4<0
9+9-4<0
14 <0 FALSO

CS: (—4;1)

Conx=-1>2(-1)2—9(-1) =5=0

2+9-5=0

6 >0 VERDADERO

Con x=0 >2(0)2 —9(—=0) —5=0

0-0-5=0

—5=0 FALSO

Con x=6 >2(6)2 —9(6) =5 =0

72—-54—-5=0

13 = 0 VERDADERO

CS: (—00;%] U [5; )

Con x=0 >(0)2—4(0) +4 <0
0-0+4<0
4 <0 FALSO
Conx=2 >(2)?—4(2) +4<0
4-8+4<0
0 <0 VERDADERO
Conx=5>(5)2—4(5) +4 <0
25—-20+4<0
9 <0 FALSO

cs: {2}

Ejemplo 8: Resolvemos la siguientes inecuaciones de segundo grado.

a) x*—10x2+9>0

(x2—1)(x2-9)>0

x=1,; x=—-1;x=3

xx—DDxx+1Dx-3)x+3)>0

; x =—3

a) 6x3+x2—-35x<0

x(3x—7)(2x+5)=0
7 5

x=0; xX=g,x=—3

Con x=-4 >(—=4)*~10(=4)*+9 > 0
256 — 160+ 9 > 0
105 > 0 VERDADERO
Conx=2 >(-2)*~10(—2)*+9 > 0
16 —404+9>0
—15> 0 FALSO
Con x=0 >(0)*—10(0)?+9 > 0
0-0+9>0
9 > 0 VERDADERO
Con x=2 >(2)*—10(2)2+9 > 0
16 —40+9>0
—15> 0 FALSO
Con x=4 > (4)*—10(4)?+9 > 0
256 — 160+ 9 > 0

91 > 0 VERDADERO

CS: (=0, —=3) U (=1, 1) U (3;)

Con x=-3 >6(—3)3 +
(—3)?—35(-3) <0

—162+9+105<0
—48 < 0 VERDADERO

Con x=-1 >6(—1)3 +
(—1)?-35(-1) <0

—6+1+35<0
30 <0 FALSO
Con x=2 26(2)% + (2)2-35(2) <0
24+4—70<0
—42 < 0 VERDADERO
Conx=32>6(3)%+(3)2—-35(3) =<0
162+9—105<0
66 < 0 FALSO

CS: (—oo; —g U [O;g]

Existen varios métodos de poder determinar las raices de un polinomio, como pudimos observar es solo analizar valores
intermedios. En los ejemplos solo trabajamos con valores intermedios enteros, pero puede ser cualquier nimero que

esté en el intervalo.

6. Inecuaciones lineales de dos variables

Una inecuacion de dos variables es aquella desigualdad que tiene la forma
representacion en el plano coordenado de donde escogeremos dos puntos a diferentes lados de la recta, en ese sentido

ax+ by > c

tendremos que determinar a qué lado de la recta se verifican los valores de verdad.

Ejemplo 9: Graficamos y determinamos la solucién de las siguientes inecuaciones.

f) x+2y>5
Graficamos y escogemos dos puntos

g)7x —6y < —3

Graficamos y escogemos dos puntos

, los cuales tienen una
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Analizamos los valores de verdad

Conx=27y=3 > (2)+2(3)>5

Analizamos los valores de verdad
Conx=07y=3 -> 7(0)—6(3)<-3

2+46>5 > 8>5 0-6<5 > —6<5
VERDADERO VERDADERO
Conx=17y=1 - (1)+2(1)>5 Conx=2"y=1 - 7(2)—6(1)<-3
1+2>5 —-> 3>5 FALSO 14-6<-3 > 8<-3 FALSO

CS:{x,y ER/x + 2y > 5} CS:{x,y € R/7x — 6y > —3}

Lo que nos indica que la solucidn es, todos los

Lo que nos indica que la solucion es , )
q a ! pares ordenados (x,y) que estén sobre la linea

todos los pares ordenados (x,y) que estén
sobre la linea

Debemos recordar la graficacion de ecuaciones de primer grado con dos variables.
7. Resolucidn de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Las inecuaciones estudiadas en este capitulo, tienen bastante utilidad para realizar analisis de situaciones donde se
necesita conocer qué valores pueden cumplir con una condicién dada, recordamos por ejemplo la situacién de los 5
amigos de 2do de secundaria que tenian que participar en un campeonato, de los cuales 2 no pudieron asistir porque
habian pasado su edad de participacion. Asi como esta, existen muchas situaciones donde se aplican las inecuaciones,
veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 10: Don Alfonso desea transportar duraznos de Camargo a La Paz, asi que contrata una movilidad que maximo
puede soportar 3000 kg, si todas las cajas en las que se trasportara el durazno pesan 344 kg y cada caja puede soportar
32 kg, écudntas cajas como maximo podran llevar en el camidn?, ési cada caja la vende en Bs 97 al por mayor, cuanto
obtendra de la venta?

Planteamiento y resolucién Respuesta.
32 *x + 350 <3000 Don Alfonso podra transportar como maximo 83

cajas de durazno a La Paz.

32x <3000 — 344
Si logra llevar las 83 cajas de durazno, entonces

2656 A
< — puede obtener 83*97=8051 bolivianos.

32

x < 83

Ejemplo 11: Dofia Prima desea comprar para su tienda dos tipos de soda (gaseosa) y cuenta con Bs 1566, si una de ellas
costard Bs 11y la otra Bs 8, ademas por el precio desea siempre tener el doble de cantidad de la mds barata que la mas
cara ¢Cudl es la cantidad maxima de sodas de cada tipo que podra comprar para su tienda?

Planteamiento y Resolucion Respuesta.
11*x+8+2x <1566 Dofia Prima, para cumplir con su objetivo de venta,
debe tener como maximo 58 unidades de la soda

<
27x <1566 mas cara y 116 unidades de la soda mas
X< 1566 econdmica.
27
x <58

Ejemplo 12: A la escuela llega una comision de salud, la cual tiene como objetivo analizar la salud fisica de los estudiantes,
tomando en cuenta su talla y masa muscular P=(2M+3T)/4, bajo los siguientes pardmetros:

| P < 80: desnutricién ] 80 < P <100 :normal ] 100 < P :sobrepeso |

Si Alex pesa 35 kg y mide 80 cm, Romina pesa 45 kg y mide 90 cm, junto a Miguel que pesa 47 y mide 110 cm se someten
a esa prueba, cudles seran sus resultados.

Planteamiento y resolucién Respuesta.
Alex: p= 2(35):3(80) =775 Alex tiene un cuadro de desnutricion.
Romina tiene un cuadro normal de alimentacion
Romina P = 2(45):& =90
Miguel presenta un cuadro de sobrepeso
Miguel P = w =106




——) EdUcCacion Secundaria Comunitaria Productiva

128

" \REALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 31:
1. La siguiente seial de transito nos indican la velocidad maxima que tiene que ir una movilidad.
¢Como podemos expresarlo a través de una inecuacidn? ¢icrees que es importante aprender a
resolver inecuaciones?

2. En dos grupos de debate, analizamos las leyes sobre la igualdad

3. Menciona 5 ejemplos de la aplicacidn de Inecuaciones y desigualdades en la cotidianidad,
reflexionando sobre la importancia de su aplicacion.

/%404 {ES HORA DE LA PRODUCCION!

aﬁ‘ 3

Acividad 32:

1. Elaboramos diferentes carteles de informacién, de transito u otros, donde se aplique inecuaciones

2. Elaboramos un cuadro de desigualdades para el curso, donde se muestren diferentes ejemplos.

3. Investigamos alguna situacion dentro de nuestra comunidad, donde se presente alguna desigualdad y con la ayuda del
profesor lo matematizamos, para luego exponerlo en el curso.

FUNCION EXPONENCIAL .

Y LOGARITMICA
iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 33:
Analicemos la siguiente situacion problematica:

Don Fernando posee un terreno de 512m?, el cual quiere convertirlo en un huerto, pero como no tiene mucho dinero,
promete tener 1m? cultivado el primer mes, 2m? cultivados el segundo mes, 4m? cultivados el tercer mes, 8m? el cuarto
mes, asi sucesivamente hasta completar su huerto.

¢Cudntos meses tendrd que trabajar don Fernando para realizar esta actividad?

Como notaras, calcular la situacién anterior no fue complicada, pero que pasaria, si ahora te pongo el reto de calcular el
tiempo, pero con las siguientes condiciones:

Si una persona que tiene un terreno de 7503m? no quiere doblar su produccién con respecto al primer mes, sino producir
el 1,5 mas de su produccidn que el anterior mes écdmo podemos realizar el calculo de produccién?

/| {CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Concebir el desarrollo y avance tecnoldgico sin el aporte de los conocimientos de logaritmos y los exponentes seria
una tarea casi imposible, debido a que casi todos los software, programas o aplicaciones, que hay en los celulares y las
computadoras, basan su funcionamiento en estos dos conceptos.

En sus inicios los logaritmos fueron trabajados con la intencion de poder simplificar, calculos astronédmicos de una forma
mas sencilla, situacion que hoy aprovecharon los desarrolladores de tecnologia para mejorar sus procesadores y por
ende aumentar la tecnologia en las diferentes actividades de la evolucién humana, ayudando a mejorar, los sistemas de
salud, economia, poblacidn, educacion, etc.

1. Sistemas de logaritmos

Los sistemas de logaritmos dependen de la base (positiva y diferente de 1), abriendo la posibilidad de tener un sin fin de
sistemas, pero existen dos sistemas de logaritmos que son los mas utilizados.

- Sistemas de logaritmos decimales o de Briggs
Es el sistema donde el logaritmo adopta la base 10 (la cual se sobreentiende), 10810 M = log M
- Sistemas de logaritmos naturales o Neperianos
Es el sistema donde el logaritmo adopta la base es “e” (2.718281828...), log. M = In M
8e n
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Es importante destacar que: logM =n - M =10" vyque: InM=n - M=e"
2. Propiedades de los logaritmos

P-1: En todo sistema de logaritmos, la base solo puede ser positiva y diferente de 1.
logaM =n; con A€ R[+]—{0;1}

P-2: En todo sistema de logaritmos, solo existen logaritmos de nimeros positivos.

logsM=n ; con M€ R[+]—{0}
P-3: En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es 1.
logyM=1 - M =M

P-4: En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de 1 en cualquier base es 0.
log,1=0 - 1=n°

P-5: El logaritmo de un producto, es igual a la suma de los logaritmos de sus factores.
log,(A*B) = log,A+log,B

P-6: El logaritmo de un cociente, es igual al logaritmo del numerador, menos el logaritmo del denominador
A
log,, B = log, A —log, B

P-7: El logaritmo de una potencia, es igual a la potencia multiplicada por el logaritmo de su base.
log . A" = n=xlog A

P-8: El logaritmo de una raiz de indice “n”, es igual al logaritmo de la cantidad subradical, sobre el indice de la raiz.

n log. A
logc A= i

Cambio de base (C. B.): El logaritmo en base “c”, puede cambiar a otra base “n”, haciendo una division entre el logaritmo
en la nueva base, sobre el logaritmo de la base anterior.
log, A

log. A = —logn c

3. Funcién Logaritmo

Partiendo de la concepcion matematica, podemos decir que una funcion es la
relacién que existe entre dos conjuntos, donde para cada elemento del conjunto
inicial, se le asigna un unico elemento del conjunto final. Por lo tanto, la funcién
logaritmica seria  f(x) =log(x), donde para cada elemento del conjunto “x”,

existe otro elemento en el conjunto “y” afectado por el logaritmo, donde “x” e
“on

y” son la abscisa y ordenada del plano cartesiano. Es importante sefialar que la
funcién logaritmo, es inversa la funcidn exponencial.

4. Ecuaciones Logaritmicas

Una ecuacién logaritmica es aquella ecuacion que tiene expresiones logaritmicas, las cuales resolveremos aplicando
la definicion de logaritmo (D. Log.), sus diferentes propiedades (P-1 hasta C. B.), ademas de apoyarnos en la teoria de
exponentes y su propiedad de ecuaciones exponenciales. Veamos:

Ejemplo 1: Resolvemos las siguientes ecuaciones logaritmicas aplicando la definicién de logaritmos.

1 10gy+1)121=2 2.log, 8=x 3, 10g(3{/§)x =6 4. log 5 [4 +log(§)x] =2
Solucién Solucion Solucién Solucion
121 = (x + 1)2 8=2" 6 - (v3)
. ) X = (W) 4+ log(%)x = (\/5)
11% = (x + 1)? 2°=2
— 92 lognx=3-4
x=2 3
11=x+1 3=x
x=4 EVCA =
10=x =) o x=3

[
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Ejemplo 2: Resolvemos las siguientes ecuaciones logaritmicas aplicando las propiedades de logaritmos.

Ejemplo 3:

Ejemplo 4:

1 3+10gezs)1 +logs,(x? — 10)] =
0
Solucidon

1og(g25)[1 + logz,(x? — 10)] = —%
1+ logs,(x* — 10) = (0.25)‘%

logs,(x* —10)=2-1

2.1log 7(x — 1) + log 7(x + 3) = log 7 x(x — 4)

Solucion
log 7(x — 1)(x + 3) = log 7 x(x — 4)
x-Dx+3)=x(x—-4)

x> +2x—-3=x*—4x

4.logg3(2x —3) —logo3(5x +1) = log0_3;

2_10 = 1
#=10=E Solucién
x*-3x—-10=0 2x-3 2
logos (ﬁ) = logos >
x=5; x=—2(nousamos)
2x-3 _2
3.logz x +logs(x +8) = 2 5x+1 7
Solucién 14x — 21 =10x+ 2
23
logs x(x +8) =2 4x =23 5 x=7
x(x +8) = 32
*+8x-9=0
x=1; x=-9 (nousamos)
1 logs;(x* —2) —logs(x +3) =3 2.5xlog z(2x —1) =2 3. loazx(ZSX;-GOX‘r“) -1
Solucion Sclucicn Solucién
2-2 1 2x—1)°=2
logs, (’;?) =3 08z (2x = 1) ] log,. /2522 — 60x + 36 = 1
_1)5 = (V243
2o () (x =17 = (243) VEx - 6)? = (20"
x+3 2x—1)5 =243 G
x*-2 _
43 (2x-1)°=3° 3x=6
x*-2=2x+6; x*—2x-8=0 2x—1=3 =%
xX=4; x=-2 n=2

Resolvemos las siguientes ecuaciones logaritmicas (tener en cuenta el cambio de base).

7 2 < In(x +2) — ln(xz _ 4) —In (x_il) + |n(x2—120x+zs) 1 logsx + 2 +log,5 =3

SOLUCION

logs x + 2 *
In(x + 2)2 —In(x? —4) = In (ﬁ) +1In+y/x2 — 10x + 25 b logs x

In [(x:z)z] —In <«/x2—101+25)
*2—4 -1

(x+2)% _ VJx2-10x+25

x2-4 x—1
*x+2)2  _ J(x-5)2
(x+2)(x-2)  x-1
(x+2) _ (x-5)
x-2) ~ x-1

x+2)x—1)=(x—-5)(x—2)

x*+x—2=x%—7x+10

— . =3
8x =12 ; x=3

SOLUCION

logs5 _ o

(logsx)? + 2+ logs 5 = 3 * logs x
(logsx)? —3*logsx+2+x1=0
(logsx —2)(logsx— 1) =0
logsx—2=0; logsx—1=0
logsx=2; logsx=1

x=5%; x =51

x=25;x=5

1 5xlog,8—4x*log,x=1

Solucién
510828 4  logax
log, x log, 4
3
5, loBe2  , logex _ g
log, x log; 22
5, 30822, logpx _
log, x 2+log; 2
3 log, x
5 * — 45 282% _q
log, x 2

30 — 4 * (log, x)?2 = 2 * log, x

—4 % (log; x)2 — 2log, x +30 =0
2 % (logz x)? + log, x — 15 =0
(2 *log, x —5)(log, x +3) =0
2x*log,x —5=0; log,x+3 =0
log, x =

; logsx = =3

5
2
x=@5 x= @3

x=\/32;x=%

Actividad 34: Resolvemos todas las ecuaciones logaritmicas
mostradas, utilizando los ejemplos estudiados.
logsx =2
log,343 =3
logz243 =x—-1
log z[logz(x + 1)] = 0
1 8 +1 2x—1)|=1
087 [8 +log (2%~ 1]
log 55 3x +10g 55 5x = 2
logo.a1(x — 3) + 1080417 =108 41(2x — 1)

log(é)(x +3) — log@)(?’x —-2)=-1
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Tratamiento de la relacion exponencial

.z . . .. . .z n
La funcién exponencial tiene una relacién directa con la funcién b"=b*b*xbxbx--.....xbh,

’ . . Y
logaritmica, ya que una es la inversa de la otra, por lo tanto, al resolver nveces

ecuaciones o simplificaciones, recurriremos directa o indirectamente a

ambas.

5. Propiedades de los exponentes

Antes de proceder a conocer las propiedades que rigen a los exponentes, tenemos que definir el significado de un
exponente o potencia. Una potencia es el producto de multiplicar un nimero llamado base “b”, la cantidad de veces que

indique otro numero llamado exponente “n”.

. . a®=1 ; cona+#0
Exponente cero.- Toda cantidad diferente de cero, elevado al exponente cero, es uno.
Ejemplo 7: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios
0 3-(x-7)°  3-1_ 2 (1+ﬁ)°
0 — — . = 7Y —_ - = . _— —_ = — =
3m°+2(vV3) =3+2=5 ; a9 2128 G, 1=1-1=0
Exponente negativo.- Toda cantidad diferente de cero, elevado al m 1 1 . ay™ (b\™"
exponente negativo, invierte su posicién, cambiando el signo del | ¢ " Tgm 7 gm- % (Z) =<E>
exponente.
Ejemplo 8: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.
20+52-20_% . 3 _ .7 1*(2)‘3_1*(3)3_1*2_!
525 '’ 7-2 - ' 9 \3 “9 \2/ "9 8 2
m

Exponente fraccionario, - Toda cantidad, elevada al exponente fraccionario, se convierte en raiz
de la base, siendo el numerador el exponente, y el denominador el indice de la raiz.

Ejemplo 9: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.

a+2

4

55 — 352 — 25 ; 7300 = 7%22 ; (ﬂ)m - (%)Mz

Producto de potencias de bases iguales. - Para multiplicar potencias con la misma base, se | a™ x @™ = g™t

mantiene la base y se suman los exponentes.

Ejemplo 10: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.

23 4 25 = 23+5 _ 28; x2+m g 4 2m=5 _ ;2+m+2m-5 _ ,.3m-3 ; mt « yZ * M * y—7 =mS x y—5

am
Cociente de potencias de bases iguales. - Si dos potencias de bases iguales se dividen, se mantiene F =am™™"
la base y se resta el exponente del numerador menos el exponente del denominador.
Ejemplo 11: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.
8 2u+3 4, .~

2 _98-5_93 . M _ouy33u-3_ -u . 2" o5.om-2

25 - ’ m3u+3 - ’ 2-1,2 —
Potencia de otra potencia. - Si una potencia esta elevada a otra potencia, la base se mantiene (am)" = q™n

y se multiplican los exponentes.

Ejemplo 12: Aplicando la propiedades de exponentes, simplificamos los siguientes ejercicios.

8
(7—3)‘2 = 773D =76 . (xm—S)_3 = xM=5)(-3) = x-3m+15 | (2—2) _ 910
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Ecuaciones exponenciales. - A bases iguales, exponentes iguales y a exponentes iguales,

R a* =a™ x=m
bases iguales:
Ejemplo 13: Aplicando la propiedad de exponentes resolvemos las ecuaciones. x" = a" x=a
5% = 125 ; 5*=753 ; x=3
81% = 27 ;3% =33 ; 4x=3 2
2x 1
V9x=§/§ ; 32 =33 g %:% ;x:;
16"*4:% ;24422 =273 2442 =273 . 4x+2=-3 ,x=—%
a2xa3a7—3x =1 0 a2x+3+7—3x — aO . —x+10=0 - x =10
3, 2
r =29 TEAT7 R =T 2xta=1

6. Funcién exponencial

Partiendo del concepto de funcién, que indica que una funcidn es la relacidn existente
entre dos conjuntos de numeros, donde los nimeros del conjunto de partida, tienen
un unico elemento en el conjunto de llegada. Esta relacién es la que conocemos como

funcidén exponencial y vienen dada por la forma:

Podemos observar que la variable independiente “x” se halla en el exponente, lo cual

hace que la gréfica sea una curva.

7. Ecuaciones exponenciales

f(x)=a*b*

Una ecuacion exponencial es aquella donde la incdgnita de la ecuacidn se halla en el exponente, por lo tanto, la forma
de resolverla no es tan simple como parece, en ese sentido presta mucha atencion, pues utilizaremos propiedades de
logaritmos y la propiedad de las ecuaciones exponenciales que dice: “A exponentes iguales, bases iguales. Y a bases
iguales, exponentes iguales”, ademas de convertir las cantidades en sus bases mas simples. Veamos:

Ejemplo 14: Aplicando la propiedad, simplificamos los siguientes ejercicios.

1 8=16 | 1 3729=27
Solucién SOLUCION
(23)" = 2* V36 =33
23x — 24 32 — 33
3x=4
L . z =3 ; §= X
3 2=x

3 4

Solucion

&=

. @=2 |*

4%2*=32x8%

Solucion

22 4 2% = 25 4 (23)’r

22+x — 25 4 23x

22+x — 25+3x

24+x=5+3x

-3

=2x

. 3_
p THEE

(5%)* 343% 1\~4
1 =1 =(;
625 49478 (7)
Solucién Solucién
2
5x B -4
3 _q @) _
54 7247% (7)
512—4 =50 73x-2-x _ 74
x2—4=0 3x—-2—-x=4
x=2; x=-2 x=3

Actividad 34: Con el

Ejemplo 15: Apli

apoyo de los ejercicios mostrados resolvemos las siguientes ecuaciones:

1 128" =4+«

2 (aX)Zx = a3l xq19

Zx

X 3\ 2
3 ym :?z 3}
27%
v 3 D on=
4 81x9 = 64

7\*
1 (%) =343
2) 2B =1
?{/E,/a:ix — a?/avax

1

3

1) (2%)2;(—5 _
2) % =Yms

8 9x
243

3) 1253% % 5%¥=2 = 25(537%)2
%) msxm3tex = 1

cando la propieda

simplificamos los

iguientes eiercicios

4 mrdmt
1 Sew —1=0

Solucion

25 _
2 12545 -2 =0

Solucion
2
$ x5 -2=0
53+x — g2-4x
3+x=2-4x

xX=—-
5

3

3

g
3

5

5 3v-5 _ 2 3+x
2a@3% 5 —Za¥tr =
3 3

Solucién

2 3x-5 _ 2 3+x

37 =3@

3x-5=3+x
x=4

a~14(a5)"

(2

at a?x 4
Solucién
5 2 a~1:a5%
aax 5 __a3+x = ﬁ -
3 atxa’ 2% (2-1) 0
5 3x-5 _ 2 ;3+x _ o—1+5x—4-2x ZI
-a —-a**=a
3 3 ) 7
2X°-7 —
a3%5 _ g3x-5 _ §a3+x 272

X3 =t -1
128 _(4_X) =10




Segundo Trimestre: Matematica @ —————

Actividad 35: Apoyandonos en los ejemplos anteriores resolvemos las siguientes ecuaciones:

2x 3x-7 _ 2x vi25* 35 _

1)3m“* +2m =5m 3) 25 = 0

2) (a¥)*1 _ a’Xgt—x ~ 0 4) 3449% B E(ﬁ)_l _ (49)*-1 3 7x(2—1)2
a5 ax+3 T 686 4 \ 7% T 14 49

Ecuaciones exponenciales de bases diferentes

Existen ecuaciones donde la base del exponente suele ser diferente, por lo tanto, es necesario aplicar la funcién logaritmo,
ya que la propiedad de la potencia de un logaritmo, nos permite convertir el exponente como coeficiente.

Ejemplo 16: Aplicando propiedades de exponentes y logaritmos resolvemos las siguientes ecuaciones.

17 X7=5 > 2¥=3 3 3 1=-11 4 5*2 =13
Solucioén solucién Solucion Solucion
log33* 1 =log11 log 52 = log 13
log¥/7 = log5 log2* =log3
(3x—1)log3 =log11 (x+2)log5 =1log13
87 _ 1oo5 xxlog2=1log3 | 3, .10g3—log3 =log1l | x+log5+2+log5 = log13
X
_log3 — log 11+log 3 e log 13-2 <log 5
_log7 x= log 2 3+log3 - log 5
- log 5
5 25x+3 — 7x—2
Solucion
log 25%+3 = Jog 7%~2 Aplicamos logaritmos.
(5x+3) *xlog2 = (3x —2) xlog7 Aplicamos log de Potencia.

5x*log2+3+*log2 =3x+*log7 — 2 +log7 Multiplicamos.
5x*log2 —3x+*log7 = —2+log7 — 3 xlog2 Ordenamos los términos
x(5+log2 —3xlog7) =—-2+*log7 — 3 +log2 Factorizamos la incégnita

_ —2xlog 7—3+log 2
- 5xlog 2—3+log 7

“y,n

Despejamos “x

Actividad 36: En nuestro cuaderno de practica resolvemos las siguientes ecuaciones.

1) 5¥ =2 3) 5—7x =3 5) 11x—3 = 2% 7) 4_7x+1 — 52x 9) 65x+3 — 171—x
2) Z3x =7 4) 3x+5 =4 6) 72x+1 — 11x—7 8) 133x — Zl—x 10) 92x—7 — 113x+1

Ecuaciones exponenciales de 2do grado.

Ejemplo 17: Aplicando propiedades de exponentes y logaritmos resolvemos las siguientes ecuaciones:

1 49 —7x7*+12=0 2 4* —5x2*+4=0
Solucién Solucién
(72)x —7x7*+12=0 Convertimos a base 7 (Zz)x —5x2*+4=0

(7%)% — 7 * (7%) + 12 = 0 Volvemos ec. 2do grado (2)2-5+(2%)+4=0

(7*—-4)(7*-3) =0 Factorizamos. 2*-4)2*-1) =0
7*—4=0; 7*—3 =0 lIgualamosa Cero. 2*—4=0;2*-1=0
7*=4 ; 7*=3 Despejamos “x”. 2¥=4; 2*=1

_ log4 | _ log3 x=2,; x=0

Aplicamos Logaritmos

’

- log 7 - log 7
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Actividad 37: En nuestro cuaderno de practicas, resolvemos las siguientes ecuaciones.

1) 25*—30%5°+125=0 4) 4 +6+2*—16=0 7) 25 —7x5+10=0
2) 9 _14%3*+45=0 5) 4 —5%x2¥*—24=0 8) 121¥*—10%11*—11=0
3) 49*—8«7*+7=0 6) 9 +25%3*—54=0 9) 9*—30%3*+81=0

—e 8. Sistemas de Ecuaciones Logaritmicos y Exponenciales

Los sistemas de ecuaciones de este tipo, pueden estar formadas por una ecuacion exponencial, una ecuacién logaritmica
0 ambas en un mismo sistema. Para su resolucién utilizaremos los métodos ya estudiados:

Método de sustitucion, se despeja una incognita y se reemplaza en la otra ecuacion.
Método de igualacion, se despeja la misma incégnita y se igualan sus equivalentes.
Método de reduccion, se busca eliminar una incognita previa multiplicacion adecuada.
Método de determinantes, se aplica las férmulas de los determinantes de las matrices

Ejemplo 18: Resolvamos los sistemas de ecuaciones aplicando propiedades de logaritmos y exponentes.

1. In2+Inx=1In(5-y) 3 _1
81y
a* 1
& a logyx +log,y=1
Solucién
In2x = In(5 —y) Suma de logaritmos. {3"‘43' =30
a* 3 =a!'  Cociente de la misma base logaxy =1
2x=5-y Eliminamos logaritmos x—4y =0 Aplicamos bases iguales
x—3y=-1 Aplicamos bases Iguales xy =4 Definicion de logaritmos
Resolviendo el sistema por cualquier método Resolviendo el sistema por cualquier método tenemos:
tenemos: x=2y=1 x=4y1=1 n=-4y,=-1

Ejemplo 19: Resolvemos los sitemas de ecuaciones aplicando propiedades de logaritmos y exponentes.

1. 3log,8—2log,49 =5 Reemplazamos log, 8 = 3 en la 1ra ecuacion
2 log,8+5log,49 =16 3(3)—2log,49=5
Solucién: Usamos Reduccidn —2log,49 = -4
3log,8—2log,49=5 (5) log, 49 =2
{2 log, 8 + 5log, 49 =16 (2) Usando propiedad de logaritmos despejamos “x” e “y”
15log, 8 — 101l0g, 49 = 25 log,8 =3 log, 49 = 2
{ 4log, 8 + 101og, 49 = 32 23 =8 72 =y?
191log, 8 =57 2=w T=y
log,8 =3
Ejemplo 20: Resolvemos los sistemas de ecuaciones aplicando propiedades de logaritmos y exponentes.
1. 5x2*—-3x3Y =13 Reemplazamos 2* = 8, en la 2da ec.
7x2*—6x3Y =2 7%x(8)—6x3Y=2
SOLUCION: Usamos Reduccién —6%3Y = —-54
5%2*—-3%3Y =13 (-2) 3=9
<7 *x2¥—6x3Y =2 Usando propiedad de exponentes despejamos “x” e “y”
134 {—10*2x:yx=—26 2* =8 3¥=9
7x2% ~6x3Y =2 2% =23 37 =32
—3%2% =-24 x =8| =2

2* =8
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Actividad 38: Apoyandonos en los ejercicios resueltos resolvamos las siguientes ecuaciones

5 1
1. {—2 +logs(x2 +y%) =0 3) {E -5=0
2% x2Y-128=0 l°gJ3x+5—y2 x+ log‘/31+5_yz(x +3)=2
2 {3log@x+4logo,zsy=2 4)) 3%5%+2Y =407
' 5log 3x +logozsy =11 5¥—2x2Y =61

—e 9. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Como habiamos mencionado en el momento de la teoria, las funciones logaritmicas y exponenciales, han empezado a
tener bastante aplicacion en el desarrollo tecnoldgico.

- En psicologia La Ley de Fencher, § =K+ CInE, nos habla de la medicidn de los estimulos y las sensaciones

- La datacion de Fosiles utilizando t= _T,,’Zz*ln(x—g)'

- La determinacion de la magnitud de un terremoto en la escala de Ritcher, logE = 11,8 + 1,5 « M.

- La medicidén del pH de las soluciones, pH = —log[H30"] el cual nos permite calcular la acidez o alcalinidad de
algunos productos domésticos.

- En la estadistica, especificamente en el crecimiento demografico, P,= Po (1 +r)".

Y
oy i :
, jREALICEMOS LA VALORACION!

—

Actividad 39 :
Los logaritmos y exponentes se aplican para el estudio de diferentes fendmenos como ser el crecimiento poblacional, el
calculo de distancias entre planetas y otros, como lo analizamos anteriormente.

Ahora respondamos reflexivamente las siguientes preguntas:
- ¢Qué fendmenos naturales pueden estudiarse a través de logaritmos y exponentes?

- ¢Aplicas funciones exponenciales y logaritmicas en tu contexto?
- ¢éSi tuviéramos que utilizar funciones logaritmicas podrias realizarlo? detalla 5 ejemplos.

&7
/7. iEs HORA DE LA PRODUCCION!
W

Actividad 40:
1. Plantea una situacién problematica del contexto que se pueda resolver utilizando logaritmos.
2. Investiguemos y escribamos dos aplicaciones de las ecuaciones exponenciales, exponentes y logaritmos.

3. En grupos de 3 a 4 personas, analizamos los trabajos de investigacion de cada compafiero y escogemos uno para
exponerlo al curso, utilizando diapositivas o cuadros didacticos.

SUCESIONES, PROGRESIONES
- ARITMETICAS Y GEOMETRICAS

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Analizamos la siguiente situacion problematica: Johann Carl Friedrich Fue un matematico,
astrénomo y fisico
alemdn que contribuyd
significativamente en
muchos dmbitos, incluida
la teoria de numeros, el
andlisis matemadtico, la
geometria diferencial, la
estadistica, el dlgebra, la
geodesia, el magnetismo
y la dptica.

1. Un cientifico realiza una combinacién de sustancias, en un vaso de
precipitados, mientras pasa el tiempo observa que esta sustancia dobla
su volumen cada minuto. Si el vaso de precipitados estd lleno después de
una hora, ¢Qué tiempo el vaso se encuentra a la mitad?

Escribe la respuesta en tu cuaderno.
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2. Investiguemos el motivo, del porqué no se pudo pagar el premio al creador del ajedrez y escribamos una opinidn sobre
la investigacion realizada.

En ambas situaciones se aplica progresiones, lo cual tiene una anécdota muy interesante con el matematico Gauss,
ademads con el ajedrez, el cudl lo investigaremos.

& .
‘E’; iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

—e 1. Sucesion de Fibonacci

En matematica, la sucesidn de Fibonacci (mal llamada la serie de Fibonacci), es un conjunto de nimeros, que a partir de
la base 0y 1, van formandose otro sumando las dos ultimas cantidades.

Sucesioén de Fibonacci 0;1;1;2;3;5;8;13;21;34;55;89;144;233...
Esta sucesion es estudiada debido a la gran aplicacion que tiene en diferentes areas de conocimiento.
—@ 2. Sucesiones numéricas
Sucesion.- Es un conjunto de niumeros, cuyos elementos estan enumerados ordinalmente (primero, segundo, tercero,
etc.) indicando asf la posicién que ocupan, y cuyo valor es construido por una funcién generatriz, que en este texto sera
definido como U , donde “n € N”, serd la variable que nos permita determinar el valor del elemento en esa posicion.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Determinamos la sucesion de numeros bajo la generatrizl/,, =2 +n—1
Por lo tanto, la sucesidn obtenida es el conjunto de los nimeros Impares {1,3,5,7,9,11,13,15,17,...}

Ur=2)—1] U,=2Q)—1 | U3=20)-1 | Uz=204)—1 | Us=2(5)-1 Us=2(6)— 1 Us=2(7) -1

2-1=1 4-1=3 6-1=5 8-1=7 10-1=9 12-1=11 14-1=13

Ejemplo 2: Determinamos la sucesion de nimeros bajo la generatriz .

Por lo tanto, la sucesidn obtenida es {1/2;2/3;3/4;4/5;5/6;6/7;7/8;8/9;9/10;...} v, =2

n+1

€))] () 3) 4 (5) (6) (7)
V=i | "o | e | "o | "Ter1 | YT V=1
11 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 77
1+1 2 2+1 3 3+1 4 4+1 5 5+1 6 5+1 7 7+1 8

Ejemplo 3: Determinamos la sucesion de nimeros bajo la generatrib. —p_1
.=

Por lo tanto, la sucesidn obtenida es {0;3/2;8/3;15/4;24/5,35/6;48/7,63/8,;80/9;99/10;...}

1 1 1 1 1 1 1
U1=(1)*E Uz=(2)*m U3=(3)*@ U4=(4)*m U5=(5)*6 U6=(6)*@ U7=(7)*m

1 8 1 15 1 24 1 35 1 48
2-== 377=E 4-—=— == 6—-=— 7——=—

3
2 2 3 1 1 5 5 6 6 77

Actividad 41 : Generamos 5 elementos de cada generatriz mostrada, empezando en n=1

3n-1
4) Up=-=+1 5 Up="73

n

2xn—1 n-1
1) Un = n 2) Un = n_

+1
m—c 3. Sumatorias y sus propiedades

Desde el punto de vista de la matematica, la sumatoria, se emplea para representar a la suma de varios o infinitos
elementos de un conjunto de numeros. Esta operacion se representa por la letra griega Sigma (Mayuscula) "X", la cual
iremos detallando a continuacioén:

2
n
3) Un:m
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XiZ

?:1Xi =X1 +X2 +X3 +X4_+"‘+Xn

son los elementos del conjunto
i = 1:elinicio de los elementos a tomar en cuenta.

n: el numero de elementos a tomar en cuenta

Propiedades de la sumatoria

La suma del producto de una constante por una variable, es igual a k veces la sumatoria de
la variable.

La sumatoria hasta “n” de una constante, es igual a “n” veces la constante.

La sumatoria de una suma es igual a la suma de las sumatorias de cada término.

La sumatoria de un producto no es igual al producto de las sumatorias de cada término.

La sumatoria de los cuadrados de los valores de una variable no es igual a la sumatoria de la
variable elevado al cuadrado.

4. Progresiones Aritméticas (P. A.)

Una progresién aritmética (P. A.) es un conjunto de numeros, que a partir del primer
término (U), los siguientes se obtienen sumando una cantidad constante llamada razén (r),
al anterior término. Segun la bibliografia que se estudie, la nomenclatura de los elementos
de la P. A. puede cambiar, en nuestro caso utilizaremos los siguientes:

Sea la P. A. {Uy; Uz; Us; Ug; Us; Uss; oo s Uy 5 Un )

Ui Primer término de la P.A.
U,,: Ultimo término de la P.A.(o Término Enésimo)
r : Razdn de la P.A. (Suma o resta)

n :Numero de términos de la P.A.

r= UZ_Ul =

n n
Zk*Xl =Zk*Xl
i=1 i=1

L

n n n
Do+ =Y x4+,
i=1 i=1 i=1

n
k=nxk
=1

n n n
D Xr¥ir Y xx YN,
i=1 i=1 i=1

n n 2
inz * (in)
i=1 1

i=

FORMULA DEL TERMINO ENESIMO

(Un)
Sea:
U, =U,
U, =U;+1r

Us=U;+r=U;+2x*r
Uy=Uz3+r=U;+3*r
Us=Us,+r=U;+4*r

Ug=Us+1r=U;+5*1r

Us-U,=Ug—-Us=Uy; - Uy

Nota. En una P. A. la razdn se obtiene restando dos términos consecutivos, el término posterior menos el término

anterior. Es decir: Uy=2 ;U,=23 :n=8 ;r=5-2-20—17=3

Ejemplo 4: Determinamos los elementos de la P. A.: 2; 5; 8; 11; 14; 17; 20; 23.

U;=37 ;Uy=-12 ;n=7 ;r=30-23=-5-2=-7

Ejemplo 5: Determinamos los elementos de la P. A.: 30;23;16; 9;2;-5;-12

) 7 1 1 4 13
6’3" 27 3" 6
Ejemplo 6: Determinamos los elementos de la P. A.:
13 7 5
Up=2 ;Up=-— ;n=6 ;r=——2=—_+-=—-
Actividad 42: Resolvemos los siguientes ejercicios.
1). SealaP. A.: —15; —11; =7; —=3; 1; 5; 9; 13; 17;21; 25 Determinamos U;= ;U,= ;n=
2) SealaP.A.:91; 80; 79; 68; 57; 46; 35; 24; 13 Determinamos Uy = ;U, =

13 11
3030

3) SealaP.A.:5; 3; %; g; 1; %; —%; -1 Determinamos U, = ;U, =

Determinacién de los elementos de una P. A. partiendo del término enésimo (U )

FORMULA DEL PRIMER TERMINO (U 1)
Uy = - - (- - .) L} o
FORMULA DE LA RAZON (T")

U, =U,
==

]
n-—1

FORMULA DEL NUMERO DE TERMINOS (1)

-.-—--.+1

Tr

in=;r=
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Determinar unos cuantos elementos de una P. A. es sencillo, ya que solo debemos sumar o restar la razén y asi generar
los siguientes niUmeros, pero resulta moroso e incluso inexacto si los elementos a calcular fueran demasiados, es en ese
sentido, la férmula del dltimo término (o término enésimo) U = U, + (n - 1) * r, nos simplifica determinar dichos valores,

aunque a veces tengamos que despejar incognitas. Veamos.

Ejemplo 7: Calculamos el trigésimo quinto término
delaP.A. 1; 7; 13; 19
Determinamos los Utilizamos
datos.
U,=U0;(m=01)xr
U1 =1
Up,=1)+@B5-1)=(6)
U,="7?
U,=1+34+6
n=35
U,=1+204
r=13-7=6
U, =205

Ejemplo 8: En una P. A. de 49 términos, el primer

P .7 -
término es — 24, la razén T Calculamos el ultimo

término
. UtilizamosU,, =U; + (n—1) *r
Determinamos
los datos. 7
U,=(-24)+49—-1) « (—)
U, =-24 4
U,="? Up=—24 + 48+
n =49 U,=-24+84
re= % U,= 60

Ejemplo 9: Una P. A. tiene 85 términos, si los
e P 11 25
ultimos términos son -5 T —7. Calculamos el

primer término.

Ejemplo 10: El primer término de una P. A. de &
términos, es /3 y el ultimo'SXCalculamos la razén.

Determi i
o5 dat Utilizamos
namos <l)Js1 _a ?-‘% f=Un-U1ln-1
Un:33 r=(33)-(-11)67-1
n=67" r=33+1166=4466
_"A 15
r=

Determinamos los Utilizamos
datos. Up=U,—(m—1)*r
U,=7 3
Up,=-7 U, = (—7)—(85—1)*(——)
n =85 3 4
r=-7+2 Un=—24-+84*1
4
_ 3 U,=—-24+63=39
"TTa
Ejemplo 11: Determinamos la cantidad de términos
que tiene la P. A. donde el primer término es §, el
ultimo es /&Y la razén es'/30
Determinam
s los datos. Utilizamos
Up= 69 | m="""41
U,=-63 —63)— 63—
n n= ( 63)11(69) +1= 631169 i1
n=7? 7 T
11 -
r=-— n=—7+1=84+1=85
7

Ejemplo 12: Calculamos la razén y el primer
término de la progresion aritméticasi Ug = —3 y
Unu=-1 -
) Utilizamos: U, = Uy B
Determinamo (m=1)r
s los datos.
U8=U1+7*T=—3
U, =?
Uiy =U;+13xr=-1
Ug = —3 14 1
Resolviendo el sistema
Uis =-1 obtenido por algun método,
n= 15 tenemos:
=7 ~16 -1
" Ui=3 v 1=3

Actividad 43: En el cuaderno determinamos los elementos indicados en cada uno los incisos:

1) Determinar el nonagésimo séptimo término de laP. A.: 5,9,13,...

_ 37 37
2)EnunaP AU1=7 ¥ =7 calcularUso

3) Los ultimos términos de una P. A. de 39 elementos es: -334,-347,-360. Cual es el valor del primer término.
2
4) El ultimo valor de una P. A. de 61 términos es ﬁ, sila razén es 3 calcular el valor del primer término.
9
5) La P. A. tiene los siguientes datos: U; =24 vy U, = 15. Calcular la razén

6) El dltimo y el primer nimero de una P. A. de 87 términos son -1037 y 425 respectivamente. Determine la

138 razon.

7) Determine la cantidad de términos que hay en la P. A. 169,...,-34,-41.

8) Enla P. A. de razén 3/4, primer término 2 y Gltimo término 20. Determinar cuantos términos la componen.
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9).Determinamos la razén y el primer término, si el noveno termino es 4y el SUMA DE TERMINOS DE UNAP. A. (S

décimo segundo es -1 U+ U xn

n
10). Calculamos el vigésimo octavo término de la P. A. que tiene Ug =27 yUq9 =7 z
La demostracién estd dada
por deduccidn, y explicada en
la anécdota del pequefio

Gauss, en su clase de

matematica, situacion que lo
hizo merecedor de la

proteccion del rey.

Suma de términos de una progresion aritmética (Sn)-

Partiendo de la anécdota de Gauss niflo, sobre la suma de los 100 primeros numeros
naturales, comprendemos muy bien que, la suma del Ultimo nimero con el primero, es
igual a la suma del penultimo con el segundo, igual a la suma del antepentltimo con el
tercero y asi sucesivamente. Veamos

1+24+3+4+--4+97+98+99+ 100
En la suma:
Observamos que: 1+100=101 ; 2+99=101 ; 3+98=101

El mismo numero se obtiene 50 veces, por lo tanto, la suma es 50*101=5050, respuesta que dio el pequefio Gauss, el cual
fue considerado como el primcipe de las matematcas.

Ejemplo 13: Sumar los 247 primeros términos de la P. A.
5401; 5378; 5355,...

Ejemplo 13: El primer término de una P. A.
de 71 términos, es 25, el ultimo 235.
Determinar la suma de todos los
elementos de dicha progresion.
Determinamos los datos.

Determinamos los datos.

Uy =5401;U,= 7,n= 247; r = 5378 —

2

_ [260]%(71)

Sn 2

s, =130 71 =9230

U, = 5401 — 245+ 23

U, = 5401 - 5635 = —243

) 5401 = —23
Uy =25U,= 235n=71,S,="7
(U1 +U, ) Utilizamos S, = W
Utilizamos §,, = ——2— Utilizamos Uy, = Uy + (n — 1) x 1
2 o 5401 + (-243)] - 247)
¢ e9+e3son U, = (5401) + (246 — 1) + (~23) n= 2
n=" 5

[5158] * (247)
Sp= —
Sp = 2579 * 247

S, = 637013

Actividad 44: En el cuaderno de practicas calculamos las sumas indicadas:

1) Sumar los primeros 75 términos de la P. A. 241,230,219, ...

2) Sumar los términos de la P. A. que empieza en 13/10 y termina en 153/10 a una razén de 2/5

3) Don Alberto decide abrir una cuenta de ahorro en el banco, donde desea depositar las ganancias del mes,
en enero abona Bs 3000, en febrero Bs 3500, en marzo Bs 4000 y asi sucesivamente hasta diciembre ¢ Cuanto
dinero tendra el 31 de diciembre en su cuenta de ahorro?

Aplicacion de las progresiones aritméticas

Las progresiones aritméticas, por su enfoque y caracteristicas, dan paso a utilizarlo en diferentes actividades que se dan
en la vida real, como lo podemos ver en el Ultimo ejercicio de practica, es asi que es muy util en otras areas, veamos.

Ejemplo 15: Don José, desea comprarse una moto que cuesta Bs 7500, pero solo tiene Bs 2450, asi que decide ahorrar Bs
135 de su sueldo cada mes. ¢ Cuantos meses debera ahorrar para comprarse la moto?

Solucién. Antes de proceder al calculo debemos comprender que los ahorros solo deben completar el saldo. Por lo tanto,

Un=7500-2450=5050

5050 — 135

= 1=36.41+1=37,41
n 135 + 36 + 37,

Datos: Un=5050; U1=135 r=135; n=7?

Rta.- Exactamente necesita 37,41 meses, pero como los sueldos se pagan a fin de mes, se debe concluir que necesita 38
meses para comprarse la moto.

Ejemplo 15: La profesora Telma, en el mes de enero, apertura una cuenta de ahorro en el Banco Unién con Bs 175, yen
los meses posteriores, decide ahorrar Bs 17 mas que en el mes anterior ¢ Cual sera el monto de dinero que depositara en
el mes de diciembre? ¢ Cuanto de dinero tendra ahorrado en el afio?

Solucién. Determinamos el monto que depositara en diciembre.
Datos:

r=17, n=12

U,=7; Uy =175; U,=175+(12-1) %17 = 362
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Rta.- En el mes de diciembre depositara Bs 362.

Determinamos el monto acumulado hasta diciembre.

(135 +362) 12
n= 2
Ejemplo 16: Un joven desea mejorar su aspecto fisico, asi que decide consultar con su instructor de gimnasio, sobre
una rutina. El instructor le indica que después de levantarse debe realizar 10 flexiones, 20 sentadillas y 15 abdominales,
repetir eso dos veces seguidas, eso durante 3 dias, luego debe aumentar 1 flexidn, 1 sentadilla y 1 abdominal por otros
tres dias, luego aumentar 1 flexion, 1 sentadilla y 1 abdominal por otros tres dias y asi sucesivamente. ¢Al final del
mes, cuantas flexiones, sentadillas y abdominales ya realizara, los ultimos tres dias del mes? ¢Durante el mes cuantas
sentadillas, abdominales y flexiones realiz?

Rta.- En el afio la profesora lograra ahorrar Bs 2982.

= 2982

Solucion: analizamos la cantidad de ejercicios.

ler dia 2do dia 3er dia Total 4to dia 5to dia 6todia | Total
Flexiones 20 20 20 60 22 22 22 66
Sentadillas 40 40 40 120 42 42 42 126
Abdominales | 30 30 30 90 32 32 32 96

Determinamos cuantas flexiones, sentadillas y abdominales hace en los ultimos dias del mes.

Sentadillas : U, = 120+ (10 — 1) * 6 = 174 (en los ultimos 3 dias del mes)
Abdominales: U,, = 90 + (10 — 1) * 60 = 144 (en los ultimos 3 dias del mes)
Determinamos el total de flexiones, sentadillas y abdominales que realizé en el mes.

Flexiones 1S, = (60+114)+10 _ 870 (en el mes)
Sentadillas : S, = 22217910 _ 1470 (en el mes)
_ (90+144)+10

Abdominales: S, = = 1170 (en el mes)

5. Progresiones Geométricas (P. G.)

FORMULA DEL TERMINO ENESIMO

Una progresion Geométrica (P. G.), es un conjunto de nimeros que se generan a partir de (U,)
n

un primer elemento (U,) (diferente de cero), al cual se debe ir multiplicando una cantidad
constante llamada razén (r- diferente de cero). La simbologia que utilizaremos sera la | Sea:
misma que para progresiones aritméticas, para evitar confusiones, ya que el orden y las U.=U
posiciones son las mismas, solo se diferencian en las operaciones 1 !
Up,=Uy*1

U3:U2*TZU1*T2

SealaP.G. {Uy; Uy Uz Uy; Us; Us; oo Up_q 3 U} Upy=Us+r=Us+13
Uy: Primer término de la P.G. Ug = Ugsr = Uy 1t

= Y4 R |
U,:  Ultimo término de la P.G. (0o Término Enésimo)

Ug=Usxr=Ugx15
Razbén de la P. G. (Ahora multiplica o divide)

n : Numero de términos de la P.G.
Un = U1 * Tn_l

Nota. - En una P. G. |la razdn se obtiene dividiendo dos términos consecutivos, el término FORMULA DEL PRIMER TERMINO

_ U2 _Us_Us_Un 01)

posterior dividido por el anterior. Es decir: T U, T Uy Us U

Ejemplo 17: anote los elementos de la P. G.: 5; 10; 20; 40; 80; 160; 320

FORMULA DE LA RAZON (1)

_n1(Uy
r= U,

U1=5 ;Un=320 ;n=7 ;T_?—E 2
Ejemplo 18: anote los elementos de la P. G.: -8/27;4/9;-2/3; 1;-3/2;9/4;-27/8;81/16 "’R"””‘“’E“""("”E)"‘“’f TERMINOS
n
2 9 U
__8 g o_s8 C_T3__a3__3 tog 72)
Ul——E 'Un_1_6 ,n—8 ,T—g——_—%——i n= logr1+1



Actividad 45: Determinamos los elementos de las progresiones:

1

1)Sea la P. G.:—%;E; —1; 2; —4; 8; —16; 32; —64;128; —256
U= sUn= in= iT=

2) Sea la P. G.: 486; 162; 54; 18; 6; 2;§

Tercer Trimestre: Matematica

[

U, = 3 Un = ;n= ;T =
5 5 5 5 5 35 245 1715
3)560/0P.G..-m,—%, %’_E'_E'_?'_T'_T
U, = i Un = ;n= ir=

Determinacién de los elementos de una P. G. a partir del término enésimo (U )

Determinar unos cuantos elementos de una P. G. es sencillo, ya que solo debemos multiplicar o dividir la razén y asi
generar los siguientes nimeros, pero resulta cansador calcular los elementos, debido a que sus valores son demasiado

grandes, es en ese sentido, la formula del dltimo término U, = U,
aunque a veces tengamos que despejar las variables. Veamos.

x r"~1 , nos simplificard determinar dichos valores,

Ejemplo 19: Calcular el décimo segundo
términodelaP.G. 1; 2; 4; 8

567
es —,
320

la

Ejemplo 20: En una P. G. de 13 términos, el primer término

3 2 - _
razon —=. Calcule el ultimo término

U,=12.000004...= 12

Determinamos  Utilizamos Determinamos los Utilizamos Uy = Uy + 14
datos. _
los datos. _(sery [ 2\131
U U,=U; 11 <67 U"_(szo)*( 3)
1 = _ U, =22 _ 34,7 212
U. = 7 U, = (D)= (2)*1 P Un = 5" 5m
n— - U 1 %211 Un : U_7*_26_ 448
n=12 n— n=1 m 75438 T 32805
rzzzgzz Un:2048 r:—z
1 4 3
Ejemplo 21: Una P. G. tiene 8 términos, si los Gltimos Eiemplo 22: El 1.er término de una P. G. de 15 términos,
o 7 14 28 _3 it Armi _ wn
términos son — —; —; — . Calcule U. es—-— Y el ultimo término es —96. Calcule “r”.
125’ 625 3125
. U Determinamos Utilizamos 7 = "1 [Yn
Determinamos Utilizamos Uy = -2 amosr = U
rm los datos. 1
los datos. 2
U, = —(_@2 U 3
3 2\8- 1= “F49
- __3 - 512
Uy 512 (5
Un =-96 7422 7422 Un =-96
— _ 85 _ _s5 _ 175
n=15 Vi=5 =" =% n=15
r="7 57 57
r="7
Ejemplo 23: Determine la cantidad de términos que tiene la P. G. donde el primer término es p— el
ultimo es 486y larazénes 3
- tog(;”)
Determinamos Utilizamos m = —— Opcién sin calculadorall,, = U, * ™1
los datos. 2 n-1
.y (2 486 = (75) * ®
1= 755 _ 729
7% = Tog) T 2+35=2x36,3n1
U, =486
neg
n=7 ' 5=n-7
3 n=11.000004..+1 12=n
Tr =
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Suma de términos de una progresién geométrica (S ).
Partiendo de la curiosidad, sobre la imposibilidad de pago al inventor del ajedrez, podemos mencionar que los resultados

son un tanto exagerados, por tal motivo muchos de los resultados tendremos que expresarlos como potencias.
Observemos como se determina la suma de una P. G.

Sea la suma: Sp=Us+ U+ U3+ U+ +Up g+ Uy

Lo T*8S, =U,+Us+Uy+Us++U,+1+U,
Multiplicamos por (r):

Sp—T*Sy=Us+ Uy +Us+Uy+ -+ Up g+ U,
Restando las dos sumas:

Uy =Us—Uy—=Up 1 —Up—1xU,4
Por lo tanto, . Uy—r=U,
Sp—T*S,=S,(1-1)=U;—1+U, & Sa=—"7_,."
Ejemplo 25: Calculamos la suma de los primeros 9 Ejemplo 26: Calculamos la suma de los primeros 9 términos
términos que tiene la P. G. 3; 6; 12; 24 que tienelaP.G. 3; 6; 12; 24
Determinamos | Utilizamos U,, = U, * r"~1 Determinamos los | Utizamos Un = Uy * 1
los datos. U,=(3)*(2)°1=3+2%=1768 Datos U,= (=5) * (=3)1571 = —5 4« 314
U;=3 - U, =-23914845
u,="7 Utilizamos S, = 2-"Un Up=-5
n_ 9 ' L u,="7 Utilizamos S, =%
n Tor 6 ~ (3)—(2)*(768) n=1s5 g o (531
- _ n — — _ n 1-(-3)
TT12T3° 2 1-(2) r=%§=§=—3 -5-5x31% 71744540
3 -1536 Sn= 1+3 == 4
n=——y = 1533

Actividad 46: Determinamos los elementos que indican los incisos tomando como en cuenta los ejemplos estudiados:
1) Determinar el décimo quinto término de la P. G.: -1; 2; -4;...
2) Hallar el valor del término doce de una P. G., donde el primer elemento es -11664/3125 y la razén 5/6.

3) Los numeros 5/72;5/42;5/2592 son los Gltimos términos de la P. G. de nueve términos. Hallar el valor del
primer elemento.

4) Se sabe que la P. G. tiene como octavo término a -1875, una razén de -1/5, por lo tanto, se pide determinar el
valor del primer término.

5)EnlaP.G.,, U=7 y U’=-5103. Calcular la razén de la progresion.

6) Sila P. G. de doce términos empieza en 5/128 y termina en —80. Cudl serd la razdn que formo la progresion.
7) Hallar el nimero de términos que tiene la P. G.: 2/243,2/81,...,54

8) Si la informacion de la P. G. es, U'=-675/343 ; U"=-49/1125 ; r=7/15 . Determine la cantidad de términos que
hacen posible la progresion.

9)Sumar los seis primeros términos de la P. G.: 1,-7,49, ...

10)Sumar todos los términos de la P. G., si U'=-2 y U&=-4374.
—e 6. Suma en una progresidon geométrica-infinita decreciente

Existen progresiones geométricas, donde cada término va decreciendo de tal | SUMA DETERMINOS DEUNAP.G. (S},)
forma que sus términos se aproximan a cero, analicemos el siguiente conjunto

{2. 01.1,1.1, } en decimales, el conjunto se puede entender como: s = Uy —r=U,
L3 Te = —
1-—r
{2;1,0.5;0.25;0.125;0.0625;...}, entonces vemos que los valores cada vez son mas E P G d iente. U
pequefios, a esto es lo que se llama progresion infinita decreciente. nunar. o ecreciente, Un
se va haciendo cero, por lo
142 Por lo tanto, si seguimos incrementando la cantidad de términos, nuestro Ultimo tanto la formula cambia a:
término se hace cero, por lo cual nuestra férmula de suma cambiaria.
S !
Ejemplo 27: Sumamos todos los términos de la PG 3 —1. L. -1 n 1-r
. . ) ) 3'
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Solucidén: Determinamos los datos.

3
Uy=-5 o Uy 3 3 _7_9
! UtlllzamosSnzrlr a Sn=_1=_1=%=z
11 () 15 5

TT3 773

—e 7. Problemas del contexto aplicados a la ciencia y la tecnologia

Las progresiones geométricas, al igual que las progresiones aritméticas, por su enfoque y caracteristicas, dan paso a
utilizarlo en diferentes actividades que se dan en la vida real. Veamos algunos casos.

Ejemplo 28: la sefiora Guadalupe Ortiz abre una cuenta de ahorro con Bs 7000,00 en el banco FIE, el asesor le indica
que los intereses se pagan por dia a una razén de 1,000083 (asi el interés ganara otro interés). Si la sefiora decide sacar
su dinero cumplido un afio, ¢ Cudl serd el monto acumulado? ¢ Cuanto tiempo debera dejarlo en el banco para ganar un
interés de Bs 1000, 00~.

Solucién. Calculamos U_cumplido un afio, entonces: U =7000 ; r=1,000083 ; n=365
U, = 7000 * (1.000083)365_1 = 7000 * 1.00008336% = 7214,70

Rta.- Al cumplir el aiio de ahorro, la sefiora tendrd un monto de Bs 7214,70
Calculamos el tiempo “n” que deberd esperar para ganar un interés de Bs mil entonces: U ,=7000 ; r=1,000083 ;
U,=8000=7000+1000 (intereses)

log (Va log (8000
_ 2\ _ _B\7000 +1= 005799 +1=1608.88 + 1 = 1609.88
logr " 10g1,000083 '~ 0,000036044 : - ’

Rta.- La sefiora Guadalupe tendrd que esperar 1610 dias para ganar un interés de Bs 1000.

Ejemplo 29: el crecimiento poblacional en Bolivia se ha ido dando a una razén de 1.19 cada 10 afios. Si en 1990 teniamos
una poblacién de 6.86 M (millones), ¢ Qué poblacién tuvo Bolivia el 20207, ¢ Cual sera la poblacidn de Bolivia en 2030y
2050)?

Solucién. El calculo se lo realiza cada 10 afios. Por lo tanto (1990): U,; (2000): U, ; (2010): U_; (2020): U,
Calculamos la poblacion el afio 2020:
P U, = (6.86) * (1.19)*! = 6.86 x 1.193 = 11.56

Rta.- En el afio 2020 Bolivia tuvo una poblacién de 11.56 M de habitantes calculamos la poblacién el afio 2030:

U, = (6.86) * (1.19)5"1 = 6.86 * 1.19% = 13.75

Rta.- En el afio 2030 Bolivia tendra una poblacién de 13.75 M de habitantes
Calculamos la poblacién el afio 2050:
U, = (6.86) * (1.19)7"1 = 6.86 * 1.19° = 19.48

Rta.- En el afio 2050 Bolivia tendra una poblacion de 19.48 millones de habitantes.

Actividad 47: Resolvamos el problema planteado a continuacién en tu cuaderno de practica.

Un joven consigue ahorrar Bs 5000,00 después de trabajar durante un afo, dicho monto decide ponerlo al banco para
que no pueda gastarlo ademds de que vaya ganando intereses. El banco le ofrece dos tipos de pago de intereses; |) De
recibir cada mes Bs 10,20. Il) De recibir la multiplicacién por 1.002 del monto acumulado.

Pago de intereses FORMA | Pago de intereses FORMA ||
MESES INTERES SALDO INTERES SALDO
Inicio 0,00 5000,00 0,00 5000,00
ahorro
1 10.20 5010,20 5000,00*(1,002) | 5010,00
2 10,20 5020,40 5010,00*(1,002) | 5020,02
3 10,20 5030,60 5020,02*(1,002) | 5030,03

Respondamos a las siguientes situaciones.
a) Siendo amigo de este joven, a primera vista ¢ Que opcidn de pagos le recomendariamos escoger? y ¢ Por qué?
b) Analicemos el monto acumulado en las dos opciones de pago, al afio, y a los dos afios.
c) Sera posible que podamos aconsejarle que cambie la opcidn de pago, ési?, éno?, épor qué?.

d) Si es posible hacer el cambio de la forma de pago, ien qué mes exactamente deberia hacerlo?
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" \REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 48: Formamos equipos de 3 o 4 personas para desarrollar la reflexion de los
contenidos desarrollados a través del debate en funcidn a las siguientes preguntas:

1. éPor qué es importante aprender sucesiones y progresiones?

2. En la produccidn, icomo aplicamos sucesiones y progresiones?

Realizamos un circulo de reflexion, para realizar un debate en funcion al analisis efectuado
en cada grupo.

/4| iEs HORA DE LA PRODUCCION!
&'{, -

Actividad 49: Realicemos las siguientes actividades.

- Realizamos un cuadro didactico de la sucesiéon de Fibonacci, analizando matematicamente su conformacion vy
mostramos en recortes o dibujos las aplicaciones que se pueden apreciar en el mundo real.
- Contruimos materiales didacticos con la sucecion de Fibonacci.

MATEMATICA
FINANCIERA

Escanea el QR

by o

(b z
bl iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 50: Analicemos los siguientes casos:

1. Una madre abandona a dos de sus hijos por la falta de trabajo.
2. Un nifio muere en la sala de un hospital, por el alto costo de la intervencion.
3. Un padre de familia debe conseguir hasta tres trabajos para sostener a su familia.

De las oraciones expuestas ¢ Cudl crees que es el motivo de estos problemas?

Para acceder a los documentos
Estas situaciones son las que generalmente se presentan en nuestro diario vivir y como de matemdtica financiera del
podemos analizar el problema es el dinero, por lo tanto, vamos a estudiar en este contenido Banco Central de Bolivia.
como administrar adecuadamente nuestros recursos econémicos.

—

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Importancia de la Matematica Financiera

Hoy por hoy, uno de los mas importantes fendmenos de analisis al crecimiento econémico, administracién y pérdidas que
se dan del dinero. Siendo este aspecto el que se puede estudiar mediante las matematicas financieras.

La matematica financiera, es el estudio del dinero en el tiempo, donde intervienen elementos como capital, interés,
generalmente se hacen contratos de préstamos de dinero, para alguna compra o inversién con el fin de obtener ganancias
economicas.
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—=o 2. Valor del dinero en el tiempo

El dinero tiene un valor, el cual va cambiando mientras pasa el tiempo, un ejemplo de
ello es el cambio del precio del pan, hace 30 afios podias comprar 10 panes por Bs 1,
pero hoy por hoy solo puedes comprar 4 panes por Bs 2, por ese motivo el estudio del
dinero en el tiempo es importante. Analizar el dinero en el tiempo nos permite entender
que:

- Bs 100 el dia de hoy, es diferente a Bs100 del dia de mafiana.
- El valor del dinero permite analizar distintas oportunidades.
- Existen riesgos financieros a la hora de invertir.

—e 3. Interés y tasa de interés

o e Imagina por un momento que estas en el campo y te quedas sin crédito,

pero necesitas hacer una llamada urgente a tu mama, asi que le dices a tu

: amigo que te pase Bs 10 de crédito, pero tu amigo te dice que tendrds que
@
© L

éEstarias de acuerdo con ese trato?

S AN En la vida sucede que muchas veces cuando nos prestamos dinero, este

tiende a crecer con el tiempo, es incremento viene dado por dos elementos

“{% APITAL FINANCIERO T o que llamaremos a) Interés y b) Tasa de Interés, los cuales iremos conociendo
mas adelante.

—e 4. Interés simple

Es el crecimiento del dinero en un tiempo determinado, donde observaremos el comportamiento de los elementos que
describimos a continuacion, los cuales forman parte de férmula: M=C+r.

Capital

Interés (r). Es la cantidad de dinero ganado en un determinado tiempo,
generalmente estd basado anualmente, pero si se desea en unidades mds
pequefias se debe dividir.

Ahora iremos a estudiar la formulaM =C+r,donder=C*i*t
Por lo tanto, M=C+C*r*t=C(1+r*t)

Ejemplo 1: Determinemos el interés y el monto que genera un capital de Bs 3000, depositados en el banco a una tasa de
interés del 5% (0.05), durante 7 aios.

Calculamos el interés Calculamos el monto Respuesta.
r = 3000 * 0.05 * 7 = 1050 M = 3000 + 1050 = 4050 Al finalizar los 7 afios, los Bs 3000.
se convirtieron en Bs 4050

Ejemplo 2: Determinemos el interés y el monto que genera un capital de Bs 3000., depositados en el banco a una tasa de
interés del 5% (0.05), durante 7 afios.

Calculamos el interés Calculamos el monto Respuesta.
r = 3000 * 0.05 * 7 = 1050 M = 3000 + 1050 = 4050 Al finalizar los 7 afios, los Bs 3000,
se convirtieron en Bs 4050
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—e 5. Emprendimientos productivos

La matematica financiera nos permite realizar diferentes actividades, desde el préstamo para la apertura de un negocio, o
la planificacidn de pagos de la compra de una casa. El objetivo de la matematica financiera es hacer que el dinero trabaje
para obtener beneficios econdmicos para las personas, de tal forma que podremos mencionar aspectos en los cuales
podemos aplicar las matematicas financieras.

Efectuar pagos de préstamos a entidades financieras, de tal forma que podamos evitar intereses elevados.
Realizar depdsitos de dinero, de tal forma que vaya ganando intereses (ahorro, intereses a plazo fijo, bonos, etc.).
Emprendimientos individuales de préstamo de dinero a personas de escasos recursos. B Préstamos para pequefias,

medianas y grandes empresas.
A
g

‘ " iREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 51:
1.En grupos de 3 o 4 personas contamos alguna experiencia que se haya tenido con préstamos,
e intereses, ya sea entre compafieros o quiza algun familiar.

2.Socializamos las experiencias, de tal forma que se pueda generar debate sobre aspectos—;
positivos y negativos de los préstamos bancarios. =

3.Por ultimo, reflexionamos sobre la importancia de la matematica financiera para el beneficio
de nuestros proyectos, si tuviéramos que recurrir a un banco.

/40 \ iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 52:

1. Realizamos un cuadro didactico donde podamos describir los elementos que se estudian en la matematica financiera,
de tal forma que nos sirva como recordatorio.

2. Realizamos un sociodrama considerando la importancia de la matematica financiera en la administracién correcta de
nuestros recursos econémicos.

LOGICA Y EL DESARROLLO DEL

PENSAMIENTO LOGICO
MATEMATICO

@ilmcumos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 53: Analicemos las situaciones que se plantean en la
imagen y escribamos una respuesta.
En nuestra vida diaria existen situaciones donde nosotros

Que reaccién

PN

debemos aprender a decidir o dar una respuesta o solucién, tendrias si por
aunque es cierto que cada uno de nosotros es un mundo diferente accidente deporte es
y las respuestas, como soluciones pueden ser diferentes, existen EVERHT el mas

. . . chompa con tu
situaciones donde aunque quisieramos no podemos negar su vl damime

razon.

practicado

Subrayamos la palabra que corresponde a la oracion planteada
en tu cuaderno de ejercicios.
- Laura utiliza el color................... , para pintar el cuadro de una
noche estrellada.

a) Rojo b) Negro c) Verde d) Amarillo
- José y Rodrigo agarran su................... ,yvanalae...... ha jugar futbol.
a) Bate b) Plaza c) Pelota d) Cuarto e) Raqueta f) Cancha

- Por la educacion recibida en casa, cuando una mujer embarazada sube al trasporte publico, tu te........cceue...e.
a) Haces al dormido b) Pones a chatear c) Insultas d) Levantasy cedes el asiento

146

Como te habras podido dar cuenta, hay cosas que evidentemente no podemos negar o evitar, es decir se tienen que dar
si 0 siy ese tipo de respuestas o conductas se dice que son LOGICAS.
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iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Antes de iniciar con el desarrollo del contenido, es necesario conocer la definicion de la palabra ldgica y cudl es la relacion
que tiene con lo analizado en la anterior seccidn.

Como sefiala Lazo (1999, pag 1) “La Ldgica, es la disciplina que trata de los métodos, modos y formas del razonamiento
humano. Ofrece reglas y técnicas para determinar si un argumento es valido o no”.

Por lo tanto mediante la l6gica, podemos mejorar nuestro lenguaje, comprender situaciones vy planificar proyectos con
resultados esperados. Es asi que en este capitulo analizaremos como incide la Iégica en nuestras actividades diarias,
ademads de establecer de qué forma se conectan y representan utilizando el lenguaje matematico.

1. Proposiciones simples y compuestas

Proposicién, Una proposicion es una oracién (o enunciado) declarativa, la cual solo se puede establecer si es verdadera
o falsa, pero no ambas. Por lo tanto de una oracién declarativa, solo pueden establecerse dos afirmaciones, o bien es

Verdadera (V) o bien es Falsa (F).

Ejemplo 1: Establecemos los valores de verdad de las siguientes afirmaciones y subrayamos el correcto.

Don Alberto ha nacido en Chuquisaca, por lo tanto es boliviano. V. o F
En clase de matemadtica se aprende sobre el uso de anticonceptivos. V. o F
El teorema de Pitagoras es una propiedad de los tridngulos rectos V. o F
Solo los hombres, son los que ejercen violencia a las mujeres V. o F
Por un punto pasan infinitas rectas. V o F

Hay que entender que no todas las oraciones pueden ser proposiciones y por ende, no se puede establecer un valor de
verdad, ya que existen oraciones interrogativas, de las cuales no se sabe si son verdaderas o falsas, veamos dos ejemplos:
A) La casa estd sola B) El perro es del vecino

Proposicidn Simple.- Es aquella oracidn declarativa que solo tiene una proposicién que analizar. Los ejemplos analizados
anteriormente son un ejemplo de proposicion simple.

Proposicién compuesta.- Es aquella oracidn declarativa que consta de dos o mas proposiciones que analizar, las cuales
estan unidas por conectivos légicos. Veamos algunos ejemplos:

- Los numeros pares son los que tienen como unidad: 0, 2, 4, 6, 8, entonces el 49 es par.

- En la clase de educacion fisica observamos que Julio levanta a José y José levanta a Maria, por lo tanto Julio levanta a
Maria.

- Las operaciones opuestas son: la suma con la resta y la multiplicacion con la potenciacion.

Las operaciones compuestas son las que nos permiten comprender algunos razonamientos, los cuales debemos validar
y establecer una posicion, para establecer esas validaciones aplicaremos lo que conoceremos como conectivos logicos.

2. Notaciones y conectivos l4gicos TRV TR

.. .. L. e INTERPRETACION MATEMATICA.
Notacion.- Es la representacion matematica que se utilizard, de tal forma que nos Descripcion Literal Simbolo

permita comprender mejor y simplificar las operaciones que realizaremos. Para | Negacion “NO” "
las proposiciones simples utilizaremos las letras minusculas del alfabeto (a,b,c,d,...

X o . N Conjuncion “Y” "A"
,2); mientras que para las proposiciones compuestas ademas de las ya indicadas : _
utilizaremos los conectivos ldgicos. Disyuncion 0 v
Implicacién “Sl..., ENTONCES” "o
Conectivos Légicos.- Son simbolos matematicos que dependiendo de la accion que Doble Implicacion “SIY SOLO S | ™ < "

se realicen entre las proposiciones, adopta ciertas operaciones. Veamos:

Disyuncion Exclusiva “0”

[
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Negacion.- Es la operacién logica que niega una proposicidon, veamos como negar una proposicion:
- Esta mafiana llovid por Sucre... negando la proposicion... Esta mafiana no llovid por Sucre.

Conjunciodn.- Es la operacion logica que une dos proposiciones con la letra “y”, las cuales tienen que suceder una después
de otra, Veamos cémo se presenta en las oraciones.

- Siempre debemos tener luz en casa, compremos los focos y las utilizaremos cuando se quemen.

Disyuncion.- Es la operacidn légica que une dos proposiciones con la letra “o inclusivo”, lo cual nos indica que una de las
operaciones se pueda dar aunque no la otra.

- El cielo esta nublado, puede hacer sol o puede llover, de cualquier forma saldré.

Implicacion.- Es |la operacion logica que indica que una proposicidén debe suceder para que suceda la otra proposicion, se
representa por el simbolo “=2” (Ilamado entonces). Veamos cémo se presenta:

- El paramo ayer estaba seco, pero esta mafana llovid, entonces hoy el paramo esta mojado.
Doble Implicacidn.- Es la operacion logica que nos indica que una proposicion debe cumplirse, bajo la condicion de que
la otra también se tenga que cumplir. Se representa por el simbolo “4<>” (llamado si y solo si). Veamos como se presenta
en una oracion.

- Alfredo debe correra en una maratoén si y solo si puede cumplir la marca minima.

Disyuncion Exclusiva.- Es la operacion légica que indica que se pueden realizar dos acciones independientes, su
representacion es la “o excluyente”, Veamos cdémo son estas proposiciones.

- Mafiana iré a trabajar al campo si hace sol, o me quedaré en casa a reparar las paredes si llueve.
NOTA.- Como podemos notar existen dos tipos de Disyuncidén que apareceran en las oraciones o proposiciones una es
incluyente y la otra excluyente, la diferencia radica, en que la incluyente permite realizar una accidn sin importar si una
de las proposiciones no se cumple, mientras que la excluyente, nos obliga a realizar una accién diferente segun sean las
condiciones.

3. Operaciones proposicionales

Es la interpretacion matemadtica de las proposiciones utilizando los conectivos légicos, ademas de la representacion de
las proposiciones por letras que permitan desarrollar las operaciones.

Ejemplo 2: Representamos matematicamente, las siguientes proposiciones.

Proposiciones Representacion légica Representacién matematica.
1 p: Jaime ird a la escuela en la tarde
Sea: 14
Jaime ird a la escuela en la tarde Negando la proposicion
Negando: ~ (p) =~ p
~ p:Jaime noird a la escuela en la tarde
2 | parair al cine, me debo bafiar y cambiar | P* me debo bafiar PAg
de ropa. q: me debo cambiar de ropa.
3 | Hare mi tarea hasta terminar, no p: haga frio en la noche
importa que haga frio en la noche o haga pvVq
calor en el dia. q: haga calor en el dia.
4 | si corro a la escuela entonces llegaré p: correr a |a escuela p-q
temprano q: llegar temprano.
5 | Participaré del campeonato siy solo si p: participar en el campeonato
tengo la edad establecida en la P& q
convocatoria q: tener la edad establecida
6 | Tengo Bs 200y viendo el precio de la p: comprar un pantalén
ropa, me compro un pantalén o una pq
campera. q: comprar una campera
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—o 4, Tablas de valor de verdad
Valor de verdad.- Es el establecimiento de la Veracidad o Falsedad de las proposiciones, tomando en cuenta las diferentes
posibilidades de cada proposicion. Analizaremos los valores de verdad de las operaciones ldgicas, los cuales nos serviran

para demostrar algunas proposiciones.

Para verificar o demostrar los valores de verdad de las proposiciones, es necesario asumir las posibles combinaciones de
verdad o falsedad de cada proposicidn, los cuales iremos detallando en los ejemplos.

Ejemplo 3: realizamos las tablas de verdad de las operaciones légicas (negacion, conjuncién, disyuncion, etc.), para lo
cual asumamos que p, g, r, son proposiciones.

Negacion Conjuncion Disyuncion
p ~pP PAgq PVvVyq
|4 F

F v

mTmSISS
m<ITISEK
T TS
R ins RRANEASE o~
WIS<ITISK
E> ISR NI

Doble Disyuncion
Implicacion Exclusiva
P q|p<q || p|q) piq
ViV V Vv F
VI F F VIF| VvV
FlV F Flv!|I Vv
F|F V FIF| F

Ejemplo 4: determinamos el valor de verdad de la proposicion ~p->(~q M ~r), aplicando las leyes Idgicas estudiadas
anteriormente.

- (~q ~T)

F

~
8
=

= wm om owm| < <] | s
o< o< om|] ow o< o< e
o <) o m| o< owm o< ow| s
<| <| <| <| = = = =
= <) < om| o< sl s s
<| <| = = <| <[ =
<) o< om| ow <)o) o
<| = <| = <[ = <| =

F

[uny
[uny
[uny

1ra operacion
2da operacién 2
3ra operacion (valor de verdad de la 3
proposicién)

La conclusién de la proposicion es la columna 3, el cual es el valor de verdad de la proposicién compuesta.
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—e 5, Clasificacion de formulas proposicionales (Tautologia, Contradiccidon y Contingencia)

Como ya se haindicado, las proposiciones deben tener una conclusion (resultado), el cual desde un punto de vista logico,
tiene tres posibles respuestas, analicemos dichas conclusiones.

a) Tautologia

Es la conclusidn légica de una proposicidn, donde todos sus valores de verdad son verdaderos (V), lo que nos indica, que
dicha proposicion es verdadera.

b) Contradiccion

Es la conclusidn légica de una proposicion, donde todos sus valores de verdad son falsos (F), lo que nos indica, que dicha
proposicion es falsa.

c) Contingencia

Es la conclusion logica de una proposicion, donde los valores de verdad son falsos y verdaderos, lo que nos indica que la
conclusién de la proposicion es indeterminada.

Ejemplo 5: Analicemos la conclusidn de la proposicion ~p->(~q ~r) resuelta anteriormente.
Solucion: la conclusion fue  V,V,V,V,F V,V,F Porlotanto es CONTINGENCIA.
Ejemplo 6: Analicemos las conclusiones de las proposiciones siguientes:

a) (p-q@eo(pr~q
P q (~p
%4

>

(~p ~q)

%4

F

o o< m| <
o< < <)L
o< wm <
=l o= =m om| g
<| <| =™ =
<| = = =
<| = <[ =™

F

1ra operacion 1 1 1 1
2da operacion 2 2
3ra operacion final 3

Como toda la columna 3 es falsa la conclusion de la proposicién es CONTRADICCION
b) (p<>~q) B ~(pAq)

55T Y I ST B §

= <| =] x| =
= m| <] <
ol <) <) =
<| = <| =
<| = = = &
<| <| <| =
= om| < <
= om| owm| o< s
= <] = <

F

1ra operacion 1 1 1 1
2da operacion 2 2
3ra operacion 3
4ra operacion final 4
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Como toda la columna 4 tiene falsos y verdaderos la conclusién de la proposicion es CONTINGENCIA
) [(*p>a)A~al->p

p q [(~p - L)) A ~q] - p
%4 14 F %4 14 F F %4 %4
74 F F %4 F %4 74 %4 %4
F %4 14 %4 %4 F F %4 F
F F 1% F F F %4 4 F

1ra operacion 1 1 1 1

2da operacion 2

3ra operacion 3

4ra operacion final 4

Como toda la columna 4 es falsa la conclusién de la proposicién es TAUTOLOGIA
Actividad 54: En nuestro cuaderno de practicas determinamos las conclusiones de las proposiciones siguientes:

1) o= ~g)apl¥(~pAgq)
2) [(vp¥ra)r o= ~)] votop o)
6. Equivalencia ldgica 3) {pag)vipn(~pvgl}¥Y~(p = ~g)

La equivalencia légica se presenta cuando existen dos funciones proposicionales, las cuales tienen la misma tabla de
valores en cada renglén que se analice.

Ejemplo 7: Demostramos la equivalencia logica de las siguientes proposiciones, Pi:p<>q y P2:~(p¥q)

p q p 4 q ~ (4 ] )]
%4 %4 %4 %4 %4 4 %4 F 4
|4 F %4 F F F %4 %4 F
F %4 F F %4 F F %4 %4
F F F %4 F 14 F F F
1ra operacion 1 1 1 1
2da operacién 2 2
3ra operacion 3

Las proposiciones 1y 2 son equivalentes como lo podemos observar en la tercera operacién del verde y la segunda del
color plomo, ambas son una contingencia, pero lo mas importante se demuestra la equivalencia de ambas.

Actividad 55: Demostramos la equivalencia de las siguientes proposiciones.

Pi: ~(p A q) es equivalente a P,: ~p V ~q

Pi: p = q esequivalentea P,:~pV q

Pi: (p Aq) Aresequivalentea Py:p A (g AT)

Pi: pVv(qAT)esequivalentea P:(pVg)A(pVT)
Pi: p <> gesequivalentea Py:(p > q) A(q = p)

7. Algebra de proposiciones
Mediante las propiedades del algebra, podemos simplificar todas y cada una de las expresiones algebraicas, de tal forma
gue una operacion (suma, resta, multiplicacién divisidn, etc.) pueda realizarse de una forma mds rapida y exacta. El

mismo principio podemos aplicarlo al algebra de proposiciones, los cuales se podran lograr mediante el uso de las leyes
de equivalencia, de las cuales algunas ya pudimos demostrarlas mediante las tablas de verdad.

Las leyes légicas que nos permitiran realizar operaciones con las proposiciones son las siguientes.

PAP =D PAGQ=qAp
N Leyes de 12 Leyes
Idempotencia pVp=p conmutativas pVq=qVp
~(~p) =p
L (PA@)AT=pA(gAT) Leves d
i3 eyes L4 eyes de PA~p=F
Asociativas (pvq)Vr=pv(qVvr) negacion

pV~p=V

[
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AV = ~(pANq) =~pV~
s Leyes de P b 6 Leyes de ®ro) pY=a
Identidad pVF=p Morgan ~(pVvq) =~pA~q
PA@VI)=@AQV(pAT)
7 Definicion de pPoqg=~pVgq 8 Leyes
Implicacion Distributivas [ pV(qAT) = (V@ A(pVT)
pA(PVQ =p
d pv(iPAQ =p Definicién de
lo| levesde L oble P& a=@-DA@~P)
Absorcion PAF=F 0 o,
implicacion
pvV =V

Con estas equivalencias, podremos realizar la simplificacion de operaciones con proposiciones ldgicas.

Ejemplo 8: Simplificamos las siguientes proposiciones.

1. pA@V~q Usamos L4 1. ~qV(~pAp) Usamos L4
pAV Usamos L5 ~qVF Usamos L5
p Simplificado ~q simplificado
1. ~(pA~qQ)Vgq Usamos L2 1. ~p=>~QAp Usamos L7
qVv~{pA~q) Usamos L6y L4 ~(~pV~q) Ap Usamos L6, L2, L4
qVv(~pVQq) Usamos L3y L1 (pAQ) Ap Usamos L3y L1
~pVq Simplificado pAq Simplificado
1. qVv(p - ~q) Usamos L2 1. ~pAQ AP - Usamos L6y L7
qV (~pV~q) Usamos L3y L4 (~p 3)~q) A(~pVq) | UsamoslL8
~pVvV Usamos L9 ~pV (~qAQq) Usamos L4
4 Simplificado ~pVF Usamos L9
~p Simplificado

Actividad 56: Simplificamos las siguientes proposiciones.

L(p>APV~q
2 pv~(p—r)

3 pAlgVv(pA~q)]
4 [qrn(@->~p)]-> @A

| {REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 57:
1. Respondemos las siguientes preguntas.

- ¢Por que es importante la légica?

- ¢Como aplicamos la légica en el enlace tecnologico?
2. Mencione 5 ejemplos de la aplicacion de la logica en la cotidianidad
3. Elaboramos cuadros didacticos sobre las leyes y conectivos légicos, los cuales nos permitan retroalimentar y reforzar
nuestro aprendizaje.

#ﬁég‘ iES HORA DE LA PRODUCCION!
T

Actividad 58:
Elaboramos e investigamos diferentes ejercicios sobre las tablas de verdad en proposiciones de la vida real y las damos a
conocer a nuestros compafieros utilizando los recursos tecnolégicos.

!&T‘ﬂ Escanea el QR

Ingresa al codigo QR para
resolver problemas de
razonamiento (combinaciones),
a través de la plataforma virtual
LICHESS.

Escanea el codigo QR para Ingresa al QR para aprender
encontrar las respuestas a las nocidnes bdsicas del
los ejercicios de las diferentes ajedrez.

actividades.
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