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PRESENTACION

Estimadas maestras y maestros, el fortalecimiento de la calidad educativa es una de nuestras metas
comunes que, como Estado y sociedad, nos hemos propuesto impulsar de manera integral para
contribuir en la transformacion social y el desarrollo de nuestro pais. En este sentido, una de las
acciones que vienen siendo impulsadas desde la gestién 2021, como politica educativa, es la entrega
de textos de aprendizaje a las y los estudiantes del Subsistema de Educacidn Regular, medida que, a
partir de esta gestiéon, acompafiamos con recursos de apoyo pedagogico para todas las maestras y
maestros del Sistema Educativo Plurinacional.

El texto de apoyo pedagdgico, que presentamos en esta oportunidad, es una edicién especial
proveniente de los textos de aprendizaje oficiales. Estos textos, pensados inicialmente para las y los
estudiantes, han sido ordenados por Areas de Saberes y Conocimientos, manteniendo la organizacion
y compaginacion original de los textos de aprendizaje. Esta organizacidn y secuencia permitird a cada
maestra y maestro, tener en un mismo texto todos los contenidos del Area, organizados por afio de
escolaridad, sin perder la referencia de los nimeros de pagina que las y los estudiantes tienen en sus
textos de aprendizaje.

Este recurso de apoyo pedagdgico también tiene el propdsito de acompafiar la implementacién del
curriculo actualizado, recalcando que los contenidos, actividades y orientaciones que se describen en
este texto de apoyo, pueden ser complementados y fortalecidos con la experiencia de cada maestra
y maestro, ademads de otras fuentes de consulta que aporten en la formacién de las y los estudiantes.

Esperamos que esta version de los textos de aprendizaje, organizados por area, sea un aporte a la
labor docente.

Edgar Pary Chambi
MINISTRO DE EDUCACION

"2023 ANO DE LA JUVENTUD HACIA EL BICENTENARIO"
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CONOCE TU TEXTO

En la organizacién de los contenidos encontraremos la siguiente iconografia:

@ Glosario

Glosario

Aprendemos palabras y expresiones poco comunes vy dificiles de comprender, dando uno
0 mas significados y ejemplos. Su finalidad radica en que la o el lector comprenda algunos
términos usados en la lectura del texto, ademas de ampliar el Iéxico.

Investiga

Investiga

Somos invitados a profundizar o ampliar un contenido a partir de la exploracion de
definiciones, conceptos, teorias u otros, ademds de clasificar y caracterizar el objeto
de investigacion, a través de fuentes primarias y secundarias. Su objetivo es generar
conocimiento en las diferentes areas, promoviendo habilidades de investigacion.

@aSabias que...?

éSabias que...?
Nos muestra informacién novedosa, relevante e interesante, sobre aspectos relacionados
al contenido a través de la curiosidad, fomentando el desarrollo de nuestras habilidades
investigativas y de apropiacion de contenidos. Tiene el propdsito de promover la
investigacion por cuenta propia.

Noticiencia
Nos permite conocer informacién actual, veraz y relevante sobre acontecimientos
relacionados con las ciencias exactas como la Fisica, Quimica, Matematica, Biologia, Ciencias
Naturales y Técnica Tecnoldgica General. Tiene la finalidad de acercarnos a la lectura de
noticias, articulos, ensayos e investigaciones de caracter cientifico y tecnoldgico.

Escanea el QR -
.5( Aprende
haciendo
ﬁ B —

Realicemos el taller practico para el fortalecimiento de la lecto escritura.

iTaller de Ortografia!

3¢ S iTaller de Caligrafia!

g)‘ iRazonamiento Verbal!
I
o N \

Noticiencia
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CIENCIA, TECNOLOGIA Y PRODUCCION

Matematica

LOS NUMEROS ENTEROS (2)
APLICADOS A LA COTIDIANIDAD

I§ iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

En la ciudad de Sacaba, famosa por su gastronomia, la sefiora Rosmery junto a su esposo Miguel tiene tres hijos en edad
escolar, el Sr. Miguel trabaja como transportista en un radio taxi de servicio publico, tiene un salario promedio de Bs 90
al dia, cuenta con un dia de descanso a la semana. Mientras que dofia Rosmery se dedica a vender Charquekan, los fines
de semana (sabado y domingo), en un lugar muy concurrido. Con mucho esfuerzo logra obtener una ganancia media de
Bs 350 por dia, obteniendo Bs 700 a la semana. Rosmery y Miguel tienen una deuda familiar de Bs 6 000, la cual deben
cancelar en un plazo de tres meses a razén de Bs 2 000 cada mes. Considerando los ingresos y gastos mensuales de la

familia, se tiene el siguiente detalle:

Datos Ingresos Detalle de gastos Costo Diferencia
Papd gana Alquiler -400
Bs 90 *6 dias *4 +2 160
semanas = Servicios basicos e internet -350
(;:;
Material educativo (modalidad a distancia) -90 %
o
Insumos de limpieza y bioseguridad -150 g
i)
Mama gana ) B =
Bs 700*4 sernanas = +2 800 Vestimenta 250 2
Alimentacién -1800
Deuda mensual -2000
SUMA TOTAL: Bs 4 960 -5040 -80

Actividad 1: Respondemos las siguientes preguntas en el cuaderno de ejercicios.

— ¢A cuanto ascienden los gastos mensuales de la familia?
— ¢Rosmery y Miguel tienen saldo para ahorro o hay déficit?
— ¢Qué gasto es necesario reducir para contar con el dinero necesario para el mes?

| ;CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

— 1. Origen de los nimeros enteros

En Matematica los nUmeros enteros son nimeros que se expresan con los signos (+) o (-), también se incluye al 0, es decir 39
los nimeros enteros son negativos y positivos.

Como un sub conjunto de los nimeros enteros, tenemos los nimeros negativos, antiguamente conocidos como “nimeros
deudos” o “nimeros absurdos”. Repasemos un poco de historia:
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Hombres Los En China, de En oriente, se | En India, diferencian Hasta fines Leonardo Euler
primitivos, Babilonios, | forma rustica manejaban entre numeros del siglo XVIII en el Anteitung
cuantificaban utilizan fueron numeros positivos y los nimeros Zur Algebra
sus animales o simples formalizando positivos y negativos, que negativos no (1770) trata de
pertenencias enteros la notacién negativos, interpretaban como | eran aceptados “demostrar”
con marcas, positivos | posicional de estrictamente | créditos y débitos, universalmente. el producto,
en arboles o | para contar | los nimeros se utilizaba respectivamente, Gerolamo cociente, resto,
rocas. unas pocas sobre un los abacos, distinguiéndolos Cardano, en el etc. de cantidades
ovejas tablero de usando simbdlicamente. siglo XVI, llamaba positivas y
calculo. tablillas o La difusién de a los niumeros negativas.
bolas de los simbolos negativos Ademas,
diferentes germanicos “falsos”. complementa
colores +y -, se popularizdé el conjunto de
con el matematico los nimeros
aleman Stifel (1487 naturales.

- 1567).

3000 A. C. 1800 A. C. 400 A. C. 0 | SigloV D.C. Siglo XV D. C. Siglo XVI D. C. Siglo XVIII D. C.

-3000 -1800 -400 +500 +1500 +1600 +1900

— 2. El conjunto de los nimeros enteros

Los numeros enteros “Z” contienen a los naturales (nimeros positivos), el nimero cero “0” y los nimeros opuestos que
corresponden a los nimeros negativos.

Ejemplo: -14,-6,-2,0, +7, +10, +19, +27

—= 3. Representacion de los nimeros enteros en la recta numérica

L -6 -5 -4 -3 -2 -1 o) +1 +2 +3 +4 +5 +6 )
Y . | e
Z~- Numeros enteros negativos cero Z* Nimeros enteros positivos

v

Ejemplo: Encerramos con un circulo en la recta numérica, los siguientes nimeros enteros.

1)-8  2)+5 3)-2 4)+3 5)0 6)-1  7)+4 8) +10

. e g e e S S S R A B SN SN ST S AT RN AN R BT
Valor absoluto. Se comprende como la distancia que tiene un nimero positivo o negativo al nimero cero. Por eso el valor
absoluto se representa con dos lineas verticales y paralelas por tanto el siempre sera positivo.
Ejemplos: |+6] =6; |-4| =4; |-15| = 15; |+50]| =50; |-50| = 50; |+1000| = 1000
—= 4. Operaciones con numeros enteros
4.1 Adicion y sustraccion

Para sumar numeros enteros debemos cumplir con la siguiente regla:

- Numeros enteros con el mismo signo se suman sus valores absolutos y se mantiene el signo.
- Numeros enteros con signos distintos se restan sus valores absolutos y se mantiene el signo del mayor.

Actividad 2: Considerando los ejemplos y regla de signos, resolvemos en el cuaderno de ejercicios.

Ejemplo Regla de signos Ejercicios
1) +15+11 =426 | Signosiguales se sumany se 1) -8-17= 3) | 322 + 45 +234=
2) -21-8=-29 | mantiene el signo. 2) | 22 +45= 4) | -345-1234-1 =
3) +23-15=+8 Signos diferentes se restan 5) | 55-25= 7) | 33-255 =
4) -21+11=-10 | manteniendo el signo del mayor. | 6) | -23 + 66= 8) | -345+288 =
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Operaciones combinadas de adicion y sustraccion de “Z”
Ejemplo: Resolvemos: 23 +7-61+8-9+10-11+15-112

Para resolver ejercicios combinados de adicidn y sustraccion se realiza de acuerdo al siguiente procedimiento:
Operando horizontalmente

23+7-61+8-9+10-11+15-112=23+7-61+8-9+10-11+15-112=23+7+8+10+15-61-9-11-112
=+63-193 =-130

1° Seleccionamos cantidades positivas y negativas.

2° Sumamos signos iguales: positivos con positivos y negativos con negativos.

3° Restando signos diferentes: resultado de positivos menos el resultado de negativos.
4° El resultado lleva el signo del mayor valor absoluto.

Para la resolucion de ejercicios combinados de adicidn y sustraccién de nimeros enteros con signos de agrupacion, se
suprimen los signos de agrupacion de acuerdo a las siguientes consideraciones:

- Si delante del signo de agrupacidn existe un signo positivo (+), los signos de las cantidades que encierra éste, se
mantienen, es decir se copian los nimeros con sus mismos signos.

Ejemplo: -5+(3-4-10+7)=-543-4-10+7=+3+7-5-4-10=+10-19=-9

- Si delante del signo de agrupacion existe un signo negativo (-), los signos de las cantidades que encierra éste,
cambian, es decir se copian las cantidades con sus signos opuestos.

Ejemplo: -5-(3-4-10+7)=-5-3+4+10-7=+4+10-5-3-7=+14-15=-1

Cuando se presentan varios signos de agrupacidn, se suprimen: primero los paréntesis, luego los corchetes,
posteriormente las llaves de acuerdo a las consideraciones dadas anteriormente, para finalmente realizar la seleccién
de numeros positivos y negativos, concluyendo las adiciones y sustracciones dadas de acuerdo a las reglas de signos
correspondientes.

Ejemplo: Resolvemos: —{-(-45) + (-117) - [-640 + (+373)] + [624 - (-277)]}
= —{+45 - 117 - [-640 + 373] + [624 + 277]}
=-{+45 - 117 - [-267] + [+901]}
=-{+45-117 + 267 + 901}
=-45+117-267-901 =+117 -45 - 267 - 901
=+117-1213 =-1096

Actividad 3. Resolvemos las siguientes operaciones en el cuaderno de ejercicios:

1) ~107 - (-3) = )
2) 17+28-36-4+57-42+89 1=
3) —{~(~44) - (~123) - [-640 ~ (730 - 480)] - [624 — (~277)]} =
a) ~{-8 - (~13) + [-640 - (10 - 80)] - [64 - (-87)]} =
5) 300 - {~(-484) + (~1) - [-0 - (10 - 220)] - [1213 + (~345)]} =
6) 241 + (-58) =
\7) [-3 - (-12)] - (40 - 12) + 3 - (~15) =

4.2. Multiplicacion y division

Para multiplicar y/o dividir nGmeros enteros se aplica la regla de signos, luego se multiplica y/o divide segln la operacion

que corresponda. s e e,
Elementos de la multiplicacion y division

Regla de signos de la DIVISION Regla de signos de la MULTIPLICACION| :

LI = * L - + 18)#5==90"" i

- - = + - * - = + / E _-"+(_6}:_3
- + = - - s+ =

~ MULTIPLICANDO ] [MUUWU‘M] !L
; l ‘ PVREND COCIENTE |

[
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Propiedades de la multiplicacién y divisién en Z
Propiedad conmutativa. El orden de los factores no altera el producto: a *b =b *a

Ejemplos: (-5)% (-7)=(-7) * (- 5) (= 8) * (+9)=(+9) * (- 8)
35=35 -72=-72

Propiedad asociativa. Dos o mas factores se pueden agrupar de formas diferentes, el producto no cambia.

Ejemplo: [(+3)* (+5)] % (-10) = (+3)* [(+5) * (- 10)]
15 % (- 10) = (+3) * (- 50)
-150= - 150

Propiedad del elemento neutro. El elemento neutro en la multiplicacion es el 1, porque cualquier cantidad multiplicada
por 1, es siempre la misma cantidad.

Ejemplos: (-5)* 1=-5 1% 120=120 1% (- 345) =-345

Propiedad del elemento absorbente. El elemento absorbente en la multiplicacién es el 0 (cero), porque cualquier
cantidad multiplicada por 0, es siempre 0.

Ejemplos: (-10)* 0=0 0x45=0 250« 0 =0
Propiedad distributiva. Es distributiva respecto a la adicidn y sustraccion.
Ejemplo: -3% (-2 +4 -3) =-2% (-3) + 4% (-3) -3% (-3)=6-12+9=15-12=3

Actividad 4. Resolvemos las operaciones de multiplicacién y divisién en el cuaderno de ejercicios:

1)(-1)(-4)(-5)(-3)= 2) 10%(-5) = 3) 21%(-5)*(-2)= 4) (-9)(-11)=
5) (-5)( -2)(-6) = 6) 210 + (-50)= 7) (-125) - (-255) = 8) 120:(-24)=
o s . Exponente
4.3 Potenciacion y Radicacion ¥
. . 25 =32
Potenciacion de numeros enteros. La potenciacion es la multiplicacién repetida de la base, <« — I,
cuantas veces indica el exponente para llegar a la potencia. Los elementos de la potenciacidn son: 5 T ~
ase Potencia

Ejemplos: Calculamos: 34=3*3*3*%3=81 (-6)°>=(-6) * (-6) * (-6) * (-6) * (-6) =-7776

Propiedades de la potenciacion

Producto de potencias de la misma base. En la multiplicacion de potencias de la misma base, se anota la misma base y
se suman los exponentes.

am x q = gm+n Ejemplo: (-11)? * (-11)® = (-11)= (-11)° = -161051

Cociente de potencias de la misma base. En la divisiéon de potencias de la misma base, se anota la misma base y se restan
los exponentes.

— H .« (—Q)12 . (_Q\6 = (—Q)12-6— (_Q)\6 =
a™a® = g™ " Ejemplo: (-9)2: (-9)® = (-9) (-9)°=531441
Potencia de otra potencia. Se anota la misma base y se multiplican los exponentes.

X )8 =8 B Ejemplo: (2%)=2%2=2°= 64

Potencia de una multiplicacion y division. Si se tiene una multiplicacion o divisidn elevadas a una potencia (exponente),
se distribuye el exponente en cada factor y/o dividendo y divisor.

(a-b)™ =am™- b™ Ejemplo: (3 * 5)2=32*52=9 * 25 =225

(a:b)ym =am: bm Ejemplo: [(-15) : 3]3 = (-15)3: 33=-3375:27 =-125
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Actividad 5. Resolvemos las siguientes operaciones combinadas en el cuaderno de ejercicios:

1) (-2)°= 2) (-3)(-3)%(-3)°= 3) (-8)+(-8)°=
4) {l37)°1°F = 5) [(-6)*(-2)°)* = 6) (4°+2%)=
7) 1245°= 8) 5% 5%= 9) (6%)2 =

Radicacion de niimeros enteros. La raiz de un nimero entero, consiste en encontrar un nimero que, elevado al indice de
la raiz, nos dé como resultado el radicando.

Elementos de la radicacién

Raiz

V64 = 4 porque 43= 64

31000 = 10 porque 103 = 1000 V144 =12 porque 122 = 144

Ejemplos: Calculamos:

En el segundo ejemplo, cuando el indice de la raiz es 2, se sobreentiende y no se escribe.
Propiedades de la radicacion

Propiedad En simbolos Ejemplo
Raiz de un producto. n—— n n S/a5 meTE _ 5/a5 . S/Amae
Es igual al producto de las raices de los ab="%a Vb 327776 = ¥32 7776
factores. =2-6=12
La raiz de un cociente. 4 4 Rircrs
Es igual al cociente de la raiz del dividendo Va:b = %a:Vb V10000: 625 = V10000 : V625
entre la raiz del divisor =10:5=2

Raiz de una potencia.
m

Esigualalradicando elevado al exponente n o 3/1c6 — g — 182 —
dividido entre el indice de la raiz. a ar 15 15 15 225

Raiz de una raiz. m|, ma 3

Es igual al producto de los indices en / a="%a /%/262144 = *3262144
una sola raiz, conservando el mismo

radicando. =2%/262144 =9

Actividad 6. Resolvemos las siguientes operaciones aplicando las propiedades de raices en el cuaderno de ejercicios:

1) V1331+216 = 2) V4096:16 = 5)Y%262142 = 7) /vi00000000 =
3) %1000000: 64 — 4) $/2985984x 15625 = 6) V166 = 8) V1310 =

Operaciones combinadas. Para resolver operaciones combinadas con “Z”, debemos recordar la jerarquia de operaciones
y también el orden de resolucion o supresion de los signos de agrupacién, recordemos:

- Ensimbolos de agrupacién: 1°(); 2° []; 3° {}
- Enoperaciones: 1°ay Ra;20%”y =" ;30 4"y ="

Ejemplo. Analicemos el proceso de resolucion de los siguientes ejercicios:

Efectuar:  ¥=27 22+ (18 = VBT +8){2* + (-22) - [5 + 94 + (15 + V25— VI00 + 5)](-2)} + 2
=—3+4 +(18+-9+8){16 = (—4)—[5 + 94 = (15+5—10 * 5)] (~2)} + 2
=—12+4 (2 +8){—4—[5+94+ (3—50)](—2)} +2
=—12+ (10){—4—[5 + 94+ (—47)](—2)} + 2
=—12+ 10 {~4—[5—2](-2)} + 2
=—12 + 10{—4—[3](-2)} + 2
=—124+10{—4+6}+2=—-12+10%24+2=—-12+20+2 =10

[
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Actividad 7. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno:

~
1) —V144 + {24+ (—4)—[5+94+ (15 +5-10+5)](—2)}(18 +9+23) +2 =

2) =122+ {(=2)5 +9[22 + (=5 —7*¥27 ) + (10 + 3) — 13] — /100} =
3) Y125+ 1000 — (=5 + 15) * /32 + (=6)2 — (-8)3 =

4) [-(15 = 5)% — 10] + {¥/1000:8 + (7)? — [(—2)*]?}=

-

— 5. Problemas aplicados al contexto y la tecnologia
1. ¢A cuanto se debe vender un televisor, que costo Bs 720, para ganar Bs 1407?
Resolucién: 720 + 140 = 860
R. Se debe vender el televisor a Bs 860.

2. El miércoles la temperatura fue de 15°Cy el jueves fue de -3°C ¢ Cuanto es la diferencia de temperatura del miércoles
al jueves?

Resolucién: 15°C - (-3°C) = 15°C + 3°C = 18°C

Actividad 8. A través del analisis y razonamiento resolvemos los siguientes problemas en el cuaderno de ejercicios:

1) Juan debe Bs 390, a un taller por la reparacion de su moto. Si cancelé Bs 137, écudnto debe? A
2) La sefiora Rocid recibe su sueldo de Bs 2 800. Cancela una deuda de Bs 390, luego compra Utiles escolares para sus hijos por un
valor equivalente a Bs 140 y de regreso a su casa se encuentra Bs 50.

¢Cudnto dinero le queda?

3) En el valle de Tarija tienen 15 cajas de 50 claveles preparadas para la venta. ¢ Cudntas cajas, iguales a las anteriores, les faltan
para cubrir un pedido de 100 docenas de claveles?

| iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 9. Realicemos las siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

1) Reflexionemos sobre la importancia de ampliar el conjunto numérico de naturales a enteros y su aplicacién en la
cotidianidad.

2) Analizamos las actitudes positivas y negativas que asumen los miembros de la comunidad, respecto a la lucha
contra la pandemia.

3) Reflexionamos sobre los impactos positivos y negativos de la pandemia del COVID-19 en el medioambiente.

) iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 10. Realicemos las siguientes actividades:

1) Investiguemos y realizamos una representacion grafica de la ubicacién geografica de cada departamento respecto a la
altura de metros sobre el nivel del mar.

2) Con materiales de tu contexto, construimos la ubicacién geografica de cada departamento, respecto a la altura de
metros sobre el nivel del mar.
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LOS NUMEROS ENTEROS -
Y SU RELACION CON LA GEOMETRIA

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!
P

En la comunidad de La Cruz, ubicada en el departamento de Pando, en una reunidn debatieron la importancia de trabajar
con cultivos y sembradios de plantas locales debido a que esto contribuye con la alimentacidn saludable en la comunidad.

Frente a esta situacion vieron por conveniente sembrar hortalizas por familias, cada familia vio la forma geométrica que
tendrian estos huertos. Con la ayuda del maestro de Matematica, en consenso con la comunidad, cada huerto deberia
tener una superficie de dieciséis metros cuadrados (16m?).

Para tal efecto los estudiantes con sus familiares, trazaron cuadrilateros en alrededores de la Unidad Educativa, que
respondian a la superficie fijada por consenso (16m?2), es asi que surgieron huertos de 2*8, 4*4, 16*1 y otras medidas.
Algunos decidieron construir figuras geométricas diferentes para salir de lo comun, pero respetando la superficie
acordada, por ejemplo, las areas de un cuadrado y un circulo (Ag=Ac) las mismas que deben ser iguales.

Actividad 11. Respondamos las preguntas en el cuaderno de ejercicios:

1.¢.Como puedes dar utilidad a la geometria y sus relaciones con el entorno natural para proyectar espacios en
superficies segln la necesidad de la comunidad?

2.¢Qué tan util consideras a la geometria para solucionar necesidades y problematicas de la realidad en funcién a las
potencialidades de la regién?

3.éComo utilizas las superficies y perimetros en tu contexto?

L

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

SS==2

1. Definiciones basicas de geometria plana

Como se observa en la imagen, las y los estudiantes estan fijando estacas en la superficie
gue matematicamente representan puntos, al unir dos puntos obtenemos segmentos y
al unir tres o mas segmentos obtenemos figuras planas en dos dimensiones, pero si se
construye sobre esta superficie alguna estructura se obtendran cuerpos geométricos de
tres dimensiones.

1.1. Geometria

La geometria es la rama de la matematica orientada al andlisis de las medidas y las propiedades de las figuras en un
espacio o plano.

1.2. Geometria plana

Es una parte de la geometria, que estudia las figuras geométricas en un plano, este estudio se realiza a partir de dos
dimensiones.

Los elementos bdsicos con los que se suele trabajar en esta parte de la geometria son: el punto, la recta, semirrecta,
segmento, asi como otros conocimientos que se irdn desarrollando, en esta unidad.

Punto

El punto esta dado por la interseccion de dos rectas, su caracteristica principal es que no tiene largo, ancho, alto, area ni
volumen. La idea de punto lo podemos relacionar con la marca que deja un lapiz bien afilado en el papel, un grano de sal
o0 azlcar, la punta de una aguja de cocer y otros.

Un punto se nombra con una letra mayuscula del alfabeto.

Ejemplos:
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— 2. La recta, semirecta y segmento
2.1. Recta

La recta es una sucesion infinita de puntos situados en una misma direccidn, que no tiene principio ni tiene fin. La recta
tiene una sola dimension: la longitud.

Para nombrar las rectas se utilizan las letras r,s,t,u,..., generalmente minusculas.

Recta

2.2. Semirrecta

Es una porcién de recta que tiene principio y no tiene fin.

<
<

v

Semirrecta Semirrecta

A

2.3. Segmento

Es una recta delimitada por dos puntos, por ejemplo, las barras transversales en los rieles del ferrocarril, como se observa
en laimagen.

Plano
Recta < g * —>
A B
Segmento &——e
A B

Es el espacio de dos dimensiones formado por un conjunto infinito de puntos. Tres puntos que no estan en la misma recta
forman un plano, por ejemplo: la superficie del agua de una piscina, la hoja de un cuaderno, una frazada plana.

Actividad 12. Realicemos las siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

1. Grafica objetos que representan un segmento en tu cuaderno.
2. Completa los siguientes enunciados con las palabras: plano, recta o punto, en tu cuaderno, en las oraciones que
correspondan:
En una pizarra de un aula podemos ver...
Un palo de escoba es la union de...
Un granito de azucar representa un...
— 3. Operaciones con segmentos

3.1 Adicion de segmentos

Para sumar dos o mds segmentos, se traslada en la misma direccion, uno a continuacién del otro.

Ejemplo: Sumar AB =3 [u] con CD = 4 [u] o i "

Notemos que cada segmento se escribe nombrando los extremos con letras mayusculas la expresién “[u]”, indica las
unidades de longitud que pueden ser: cm, m, etc. . : ;
AB+CD =7 |u] o - 0

3.2 Sustraccion de segmentos

Para restar dos segmentos, se traslada sobre el segmento minuendo el segmento sustraendo de manera que coincida
uno de los extremos. :
Ejemplo: Restar MN =6 [ul menosPQ =2[u] p o . MN-PQ =4[u] ¢ ° 0

*— ._.1.
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— 4. Definicién de angulo

Un angulo es el espacio formado por la interseccién de dos semirrectas que 11 X9O J [ S—
tienen un origen en comun. i

El punto en comun u origen se llama vértice. P
P & Vértice

Semirrecta

— 5. Clasificacion de los angulos

La clasificacion de los angulos segin su medida:

Angulo recto Angulo agudo

l lgual a 90° Menor a 90°

Angulo completo Angulo llano Angulo céncavo

‘ @
: ANGULO NULO ‘ ‘ ‘
Angulo Nulo A I | —

Mayor a 180° y

Menor a 360°

Clasificacion de angulos segtin sus caracteristicas: Esta clasificacién trata de ver un angulo con respecto a otro, de tal
manera que se puedan encontrar.

Angulos consecutivos Angulos adyacentes Angulos opuestos por el vértice

C+D=180°
y tienen un lado comun

Angulos complementarios Angulos suplementarios

A+B=90° C+D=180°
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Actividad 13. Reflexionamos acerca de la importancia de conocer angulos y su aplicaciéon en algunas ramas de la
Matematica, posteriormente plasmamos los conceptos mas relevantes en nuestro cuaderno.

. iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 14. Elaboramos una maqueta

Utilizando material reciclado, grupos comunitarios, construimos maquetas, para identificar las clases de angulos en el
contexto de la comunidad educativa.
Las maquetas deben ser de diferentes lugares conocidos.

REPRESENTACION DE LAS -
FORMAS EN EL
(] PLANO CARTESIANO

ﬁilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

La ciudad de Potosi cuenta con una gran variedad de museos y edificios histdricos, razén por la cual fue declarada
Patrimonio Cultural de la Humanidad por la UNESCO. Siendo la torre de la Compafiia de Jesus, uno de los museos mds
visitados, después de la Casa de Moneda. Si observamos la imagen satelital con ayuda de la brujula, podemos indicar
que la torre de la Compaiiia de Jesus se encuentra a una cuadra al oeste de la Plaza 10 de noviembre, sobre la calle
Ayacucho, pero la iglesia de San Francisco se encuentraa dos cuadras al sur de la misma plaza, sobre la calle Tarija.

Actividad 15. Trazamos el desplazamiento en la imagen satelital vy
respondemos las siguientes preguntas:

— Si la posicidn inicial es el Hotel Santa Teresa y se requiere llegar al
mercado central. ¢ Cudl seria el desplazamiento a realizar?

— Sinos encontramos en la Plaza de la Madre y deseamos regresar al Hostal
Eucalyptus. ¢Cudl es la posicion inicial? ¢Cudl sera el desplazamiento a
realizar?

— ¢Cual serd el trayecto recomendable para los turistas que desean visitar
Potosi?

— ¢Qué lugares turisticos tiene el Estado Plurinacional de Bolivia?

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Plano cartesiano

El plano cartesiano es un sistema de coordenadas referenciales conformado por dos ejes, S R R
ambos ortogonales entre si, los cuales se interceptan en un punto llamado centro u origen. - .
El eje “X” horizontal se denomina eje de las abscisas y el eje “Y” vertical se denomina eje de I T
las ordenadas, a partir del punto de origen, cada eje se divide en dos semiejes positivo
y negativo, los cuales a su vez dividen al plano en cuatro superficies llamadas cuadrantes.

2. Par ordenado

Se denomina par ordenado a una expresion escrita de la forma: (a,b), donde

“a” es la primera componente y “b” es la segunda componente, esta expresion B
representa un punto en el plano cartesiano. De acuerdo a los signos de cada b
componente, el punto se ubicara en el cuadrante correspondiente.

3. Puntos, segmentos, rectas y poligonos ;

3.1 Punto. Es la representacidn grafica de un par ordenado. il D= 4,-1)

La ubicacion del punto en el plano cartesiano depende de los signos de los |
componentes. C=(2,5)

Ejemplos: Ubicamos los pares ordenados: (2,2), (-4,4),(-2,-1) y (4,-3). ¥
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Actividad 16. Realiza las siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

1) Trazamos un plano cartesiano en nuestro cuaderno y ubicamos los siguientes puntos en el cuadrante que corresponda:
(_4I3)I(_211)!(3I-4)I(OI_2)I(_3I-1)I(_4IO)I(5I4)I(2I_5)I(_1I_3)I(41)1(51_6)I (-61_3)

.,V’
2) éA qué cuadrante pertenecen los puntos que tienen una coordenada igual a cero? g
3.2 Segmento )
.. , . Recte G
Un segmento es una porcion de linea recta delimitada por dos puntos, se denota por /}
letras mayusculas que corresponden a sus extremos. B I T S - B e e e
,/// f i.,_éig:nmmﬁ
3.3 Recta . .
En el plano cartesiano podemos definirla como la prolongacién ilimitada de un I e —
segmento en ambas direcciones. Ejemplos: En el grafico observamos segmentos y ReteTD
rectas. T ’

3.4 Poligono

Para formar un poligono en el plano cartesiano debemos unir segmentos consecutivos en puntos comunes llamados
vértices.

Actividad 17. Realiza las siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

Ubicamos cada punto en un plano cartesiano, luego con ayuda de nuestro estuche geométrico trazamos los siguientes
poligonos en un plano cartesiano, y calculamos la medida de sus lados.
1) Triangulo rectangulo (-5,5); (4,0); (-5,0).

# 2) Romboide (-5,5); (-3,1); (4,1); (2,5).
g ey 3) Cordiforme (-5,3); (-3,6); (0,4); (3,6) (5,3); (3,-1); (0,-4); (-3,-1).
i 4) Rombo (-3,-2); (-2,3); (3,4); (2,-1)
—& === 5)Trapecio isdsceles (-4,-3); (-2,1); (3,1); (5,-3)
N 6) Trapecio escaleno (-3,-4); (-2,1); (4,1); (8,-4)
TRY 7) Pentagono regular (-4,2); (-3,-1); (0,2; -0,9) (1,1;2,1); (-1,5; 3,9)
8) Heptdagono regular (-1;-4); (1; -3);(1,5; -0,8); (0;0,9); (-2,2;0,9); (-3,6; -0,9); (-3; -3,1)

4. Rectas paralelas

/ Dos o mas rectas son paralelas en el plano cartesiano cuando no presentan puntos o
/ coordenadas cartesianas comunes, aunque prolonguen en ambas direcciones nunca se
&1 / 7 ) intersecan.

5. Rectas perpendiculares

Las rectas perpendiculares son aquellas que se intersectan formando un angulo recto (de 90
grados).

Ejemplos: Ubicamos los puntos y posteriormente trazamos la recta asi como podemos
observar en los graficos siguientes:

Actividad 18. En tu cuaderno ubica los siguientes puntos, trazamos las rectas correspondientes
e indicamos si son rectas paralelas o perpendiculares:

1) Recta AB, que pasa por los puntos A(4;0) y B(2;4) Recta CD, que pasa por los puntos C(0;2) y D(-2;6).
2) Recta EF, que pasa por los puntos E(4;0) y F(-4;2) Recta GH, que pasa por los puntos G(0;2) y H(-8;4).
3) Recta lJ, que pasa por los puntos I(-6;6) y J(2;10) Recta KL, que pasa por los puntos K(-8; -2) y L(4;6).
4) Recta MN, que pasa por los puntos M(6;0) y N(-6;6) Recta OP, que pasa por los puntos O(8;4) y P(4;6).
5) Recta QR, que pasa por los puntos Q(4;4) y R(6;6) Recta ST, que pasa por los puntos S(4;2) y T(2;4).
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|’ jREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 19. Realicemos las siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

Reflexionemos sobre la importancia de la aplicacidon de los poligonos en la construccion de una casa para lo cual
calculamos los perimetros de una propiedad que puede ser delimitada por un poligono.

¢En tu contexto como se aplican los poligonos? ¢ Como podemos aplicar estos conocimientos en la cotidianidad?

" iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 20. Realicemos las siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

— Construimos un plano cartesiano, con materiales reciclables de tu entorno, como una madera plana y clavos, similar
a un geoplano, en el cual con ayuda de algunas cintas o bandas elasticas podemos representar poligonos, rectas
paralelas y perpendiculares. Puedes plantear pares ordenados y posteriormente ubicarlos para formar segmentos o
poligonos, asi pones a prueba tu creatividad y tus conocimientos adquiridos.

— Trazamos el primer cuadrante de un plano cartesiano y representamos las jugadas permitidas de cada pieza del
ajedrez, recuerda que son 6 piezas para cada jugador, sin embargo, algunas se repiten, pon a prueba tu creatividad y
realiza esta actividad de manera interactiva.

NUMEROS RACIONALES .
APLICADOS
EN LA VIDA COTIDIANA

o
ﬁ iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Iniciamos la clase realizando la siguiente actividad:

— Conformamos grupos en base al conjunto de los nimeros primos: 2,3,5,7 ...

— Repartimos a cada grupo una manzana.

— En cada equipo dividimos la manzana en funcidn al nimero de integrantes en partes iguales.
— Realizar un grafico con el valor de la fraccién que le corresponde a cada integrante del equipo.

Actividad 21. Respondamos las siguientes preguntas en el cuaderno de ejercicios:

1. ¢Como fue la distribucidon de la manzana?

2. éQué porcidn de la manzana comiste?

g
oWy
.

S
|}
=,

Fa

CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

— 1. El origen de los niimeros racionales

calculaban la resolucion de problemas utilizando fracciones cuyos denominadores son enteros positivos. La mayoria
de las operaciones que se realizan con nimeros racionales dan como resultado otro numero racional, los cuales los
aplicamos de manera constante, en el intercambio comercial, es decir, cuando pagamos el pasaje en el micro o el taxi, o
cuando compramos en el mercado medio kilo de tomate, etc.

- Los babilonios realizaban sus calculos con fracciones cuyo denominador es una potencia de 60 en cambio los egipcios
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— 2. El conjunto de los nimeros racionales Racionales

Se llama ndmero racional a todo nimero que puede representarse como el cociente de dos
numeros enteros, con denominador distinto de cero. En otras palabras, un nimero racional
tiene la forma:

a b0
b, con *

Donde “a 'y b” son numeros enteros, “b” es diferente de cero.
Se representa por Q, este conjunto esta conformado por los nimeros naturales, nimeros enteros, el cero y los nimeros
fraccionarios. {a

Q= b /aEZ;bEZ;b:#O}

Todo numero entero es racional porque podemos expresarlo como fraccion; si @ es un nimero entero, entonces
a
podemos expresarlo como g = 1

7
Por ejemplo, 7 es racional porque: 7= 1

p - Numerador Numerador. Es el nimero de partes elegidas y estd
.z — . .
Elementos de una fraccion I3 ubicado en la parte superior.
1 I ——> Linea de fraccién
L4 . . .
T Denominador. Es el nUmero de partes iguales en las que

Denominador ha dividido | idad ! | inferi
Se lee “tres cuartos”. se na dividido la unidaa yesta enla parte nrerior.

— 3. Representacion de niimeros racionales en la recta numérica
Para representar el nimero racional a/b en la recta numérica, se divide cada segmento unidad en b partes iguales y se
toman a de esas partes.

- , . 3
Representamos en la recta numérica el nimero racional +§

Ubicamos el sector de los nimeros positivos en la recta numérica.

: ; 1
=2 =1 0 = 5 2

Dividimos en dos los enteros, de acuerdo al denominador:

Cuando ubiques algin nimero negativo en la recta numérica, la Unica diferencia es que contamos las unidades hacia la
izquierda y no hacia la derecha del punto 0.

Actividad 22. Representamos en la recta numérica los siguientes nUmeros racionales en el cuaderno de ejercicios:

3 b 7 1 d 5
a) — - c) — — —=
) 2 ) 2 ) 2 ) 2
T T T 1 T T +— T | — T T T
-4 3 5 2 4 10 1 3 2 37 4
2 2 2 2

— 4. Representacion grafica y relacion de orden de los niimeros racionales
Tomamos en cuenta los términos de un ndmero racional para poder representarlos en figuras
geomeétricas como un rectangulo o una circunferencia.

p 5 .
Trazamos el grafico de 3 Guese lee “cinco cuartos”.

- Primero dibujamos el entero, como el denominador es cuatro, entonces lo dividimos en cuatro
partes iguales.

- De acuerdo al numerador debemos pintar cinco partes, pero si observamos no es suficiente el grafico realizado,
entonces es necesario que elaboraremos otro similar. Es decir, dividir un nuevo entero en cuatro partes iguales y
pintar las partes que nos falta para completar la cantidad del numerador (5).

En este caso observamos que el numerador es mayor que el denominador, por eso debemos tener cuidado en el trazado 51

del grafico.
= T 11 ...

5
4
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Actividad 23. En tu cuaderno de ejercicios, traza los graficos de los siguientes nimeros racionales:

> b) 25 4 32
3 3 ) 23 93 ) 3 €33

Observa los gréficos, completa los numeradores y denominadores segun corresponda:

Sl MNI=! suameELSEAElE

Fracciones homogéneas, heterogéneas y equivalentes

Fracciones homogéneas. Son aquellas que tienen el mismo denominador. Es decir, la unidad estd dividida en la misma
cantidad de partes y por ello sus denominadores son iguales.
Observa con detenimiento los graficos y comprenderas mejor

%@ ® @ Cada circulo esta dividido en 8 partes.

1 3 4

- — —_ Tienen denominadores iguales.

8 8 8

Fracciones heterogéneas. Son aquellas donde la unidad esta divida en cantidades diferentes y por eso sus denominadores
son distintos.
Observa con detenimiento los graficos y comprenderas mejor.

Q @ % Cada circulo esta dividido en cantidades diferentes.

2
12

Tienen denominadores distintos.

wl N
ol N

Actividad 24. Observemos las regiones pintadas y escribe en tu cuaderno la fraccion que corresponda. Posteriormente,
anota si las fracciones son homogéneas o heterogéneas en la linea segmentada del lado inferior de cada grupo de
graficos:

D X &

Fracciones equivalentes. Las fracciones equivalentes tienen el mismo valor, aunque parezcan diferentes.

éPorquésonlomismo? e @ @ @ @ @ o)

“Porque cuando multiplicas o divides al numerador y denominador por la misma cantidad, la fraccion no varia”.
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Recuerda que la multiplicacion o divisién que apliques en el numerador se debe repetir en el denominador.

%2 %72 =3 +6
N ™ W o'
1.2 @ 8 _ 6 _ 1
2 4 8 36 2 2
W U

x2 x2 +3 +6

Multiplicando Dividiendo

Por eso, estas fracciones son en realidad la misma, observa el proceso.

a Cc
BXE (=4 axd=b+*c

Verificacion de fracciones equivalentes. Una manera sencilla de verificar fracciones equivalentes es mediante la
obtencion de productos cruzados los cuales deben ser iguales.

. 5 10

Ejemplo: —== & 5%x14=7%10

7 14
70 = 70

Verificamos si los nUmeros racionales son fracciones equivalentes:

6 12 12 3
a —-=— & 6%x10=5%12 b) === & 12%2=8%3
5 10 8 2

60 = 60 24 =24

— 5. Fracciones propias, impropias y niimeros mixtos
Fracciones propias. Son aquellas donde el numerador es menor que el denominador.

De este modo, las fracciones propias pueden ser expresadas mediante un nimero menor a 1, es decir, un nimero
efectivamente fraccionario.

Ejemplos de fracciones propias:

Se lee “un cuarto”. =)

- Se lee “dos quintos”. =) 3

Fracciones impropias. Son aquellas que tienen el numerador mayor al denominador.

NI

N

Ejemplo de fraccidon impropia:

9
5

Fracciones mixtas o nimeros mixtos. Una fraccion mixta es la combinacién de un nimero entero y una fraccién propia.

Bitero ) —

=

5

Para convertir una fraccién impropia a fraccién mixta, dividimos el numerador entre el denominador, el cociente es la
parte entera, el resto el numerador de la fraccién y como denominador anotamos el mismo denominador.
Ejemplo: convertimos a fraccidn mixta las siguientes fracciones:
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Calculo auxiliar 2 Calculo auxiliar

23 3 17 52
?=4§>%’L T
T ORE @) 5

Convertimos fracciones mixtas a fracciones impropias. Después de observar el video del cddigo QR, realizamos la
conversion de fraccion impropia a fraccion mixta:
Convertimos la fraccién mixta a fraccién impropia.

Calculo auxiliar

53 284— 5X5=25
5 5 25+3=28

Actividad 25. Realicemos las siguientes operaciones en el cuaderno de ejercicios:

1. Realicemos las conversiones de fraccion mixta a impropia, el calculo auxiliar puedes realizarlo en tu cuaderno de
practicas y solo anota los resultados:

4 2 3 1 2 2
a)3;— b) 75— C)SE— d)12§— e) 96— f)lSE—

2. Realicemos las conversiones de fraccidn impropia a mixta, el célculo auxiliar puedes realizarlo en tu cuaderno de
practicas, solo anota los resultados:

a) = = 2= 9T=  dF= e) T = =
— 6. Operaciones con nimeros racionales
6.1. Adicion y sustraccion
Adicién de nimeros racionales

En la adicion de numeros racionales existen dos casos:

LAdicién de fracciones homogéneas W kAdicic’m de fracciones heterogéneas w

Con el mismo denominador Con diferente denominador

Adicion de fracciones homogéneas. Para sumar dos o mas fracciones homogéneas, se suman los numeradores y se
mantiene el denominador. La forma genérica es la siguiente:

a+c_a+c
b b b

a) Resolvemos la adicion. b) Resolvemos la adicion.
4.7 _4+7_11 (1,1 3.1 341 4
9° 9 9 2°2 22 2 T2°

Ejemplo de adicion: Calculo auxiliar

54 21+32_21+32_53_41
13 13~ 13 13 13 53 113

(1 | 4
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Actividad 26. Realicemos las siguientes sumas de fracciones homogéneas:

2
21

34 5 43 8 11
a) G+__ b)E+_+_ C)

5 4 3 5
= — —_— = 1— —_=
17 25 25 + 21 + 21 d) 11 + 11

Adicion de fracciones heterogéneas. Para sumar fracciones heterogéneas, se reducen los denominadores al comun
denominador, se suman y/o restan los numeradores de las fracciones equivalentes obtenidas.

c axd+b=xc
d~  bxd

Para sumar dos o mas fracciones heterogéneas seguimos los siguientes pasos: +

a
b

1. Se obtiene el comin denominador (minimo comun multiplo de los denominadores).
2. Se divide el comun denominador entre los denominadores de cada una de las fracciones y se multiplican por los

numeradores respectivos.
3. En la nueva fraccién, se mantiene el comin denominador y en el numerador realizamos las operaciones indicadas.

4. Se simplifica la fraccidn resultante si es posible hasta obtener una fraccién irreducible.

Ejemplo: Realizamos la siguiente adicion de fracciones:

Sumemos las signientes fracciones:

m\ Céleulo auxiliar: 17 | 12
XG+1_15+2_17_15 : 102 [s)}T
_®2 12n 11 |3

m.em.=2x2x3=11

Sumemos las siguientes fracciones: :
3.7 5 7.7 40+14+7 61 _5 |

S+ 14 == 7} Calculo auxiliar:
+ 4+8 J.+4-+8 8 8 8 i 1 4 8 2
+ :

t i 204 |2
1x4=4 1 2 2
4+3=7 ] 1

15 _7 mem.=2x2x2=8
4 4 i |

No olvidemos que podemos convertir en nimero mixto las fracciones impropias, es decir en caso de que el numerador
sea mayor al denominador, podemos dividir.

Actividad 27. Resolvamos las siguientes sumas de fracciones heterogéneas en el cuaderno de ejercicios:

©lIn
+
vl e
Il
2
+
O
I

5 3 2 7
a);+21— b)E+E— C)

Propiedades de la suma en los nimeros racionales

- Propiedad asociativa. Agrupando los sumandos de distinta forma, el resultado siempre sera el mismo.

Sumamos, aplicando la propiedad asociativa: (a C) + ; = % + (2 + ;)

_+_
T, 1y, 3_1,(1,.3 b e
(2+4)+8_2+(4—+8)

() +5=:+(F)

3 3 1 5
itsTz27s
6+3 _ 445
8 8
9 _ 9
8 8

- Propiedad conmutativa. Si cambiamos de distintas maneras el orden de los sumandos el
resultado siempre sera el mismo.

ST~
aln
[SWG)
ST~

[
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56

Activid

Ejemplo:
101 1
2+4_4 2
241 _ 142
4 4
3_3
4 4

Elemento neutro aditivo. Cualquier nimero racional sumado con el nimero cero nos dard como resultado el
mismo numero racional.

a
Ejemplos: b

g S40=0+2=2 by 2+0=0+2=2
4 4 4 4 4 4

Elemento opuesto aditivo. Es aquel niumero racional con diferente signo a un nimero racional, es decir sumados
ambos nos dan como resultado el cero.

2 suopuestoes —= = a+< a)_a a
b b b b) b b
Ejemplo 1:
3 3 12 12
a) 5 Suopuestoes —— b) — T, Suopuestoes +—
Ejemplo 2:
1 1 5 5
a) +(-3)=0 b) +(=3)=0

ad 28. Resolvamos los siguientes ejercicios aplicando las propiedades estudiadas en el cuaderno de ejercicios:

Propiedad conmutativa

Propiedad Asociativa

e —— I ——

Sustraccion de nimeros racionales

Podem

os definir la resta o diferencia de dos niumeros racionales como la suma del minuendo mas el opuesto del

sustraendo.

Minuendo mm— s Sustraendo

Al igual que en la suma de nimeros racionales en la sustraccion analizaremos los siguientes casos:

25 12 25-12 13

7

Sustraccion de fracciones homogéneas. Se mantiene el mismo denominador y restamos los numeradores

(conservando el signo del mayor en el numerador). a4 ¢ a-—c

b b b

Convertimos las fracciones mixtas a fracciones impropias.

. . 13 13] 5
Calculo auxiliar

6) 1 (3) 2

7 7 7

3_16 3:16_3:13: E Calculo auxiliar 3é=>3x5+1=15+1:16
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Actividad 29. Resolvamos las sustracciones homogéneas en el cuaderno de ejercicios:

N
vl w
|
uilu
Il
O
=
|
Il
o
|
|

Sustraccion de fracciones heterogéneas. Para restar dos o mas fracciones heterogéneas se sigue similar procedimiento
al de adicién de fracciones heterogéneas, es decir:

~

1. Se obtiene el comun denominador (minimo comun multiplo de los denominadores), se divide el comun
denominador entre los denominadores de cada una de las fracciones y se multiplican por sus respectivos
numeradores.

2. Enlanueva fraccion, se mantiene el comun denominador y en el numerador realizamos las operaciones indicadas.

3. Si simplifica la fraccidn resultante si es posible, hasta obtener una fraccion que sea irreducible).

La forma genérica es la siguiente:

a ¢ _axd—bxc
b d bxd
N\
Ejemplo:
Célculo auxiliar:
— 34[15
a) 8_2_40-6_34_ zi Célculo auxiliar }_ 3 |5 3
3 5 15 15 15 @ 2
1 1 5
Ejemplo: m.c.m.=3x5=15
W2l g7 _8_17-56_ 39 4 39’L
7 7 1 7 T 77 77 @l s

Actividad 30. Resolvamos las siguientes sumas de fracciones heterogéneas en el cuaderno de ejercicios:

5 3

)___

12 20

6.2. Multiplicacion y divisién
Multiplicacion de niimeros racionales

Pasos para multiplicar nimeros racionales:

1. Obtenemos el numerador multiplicando los numeradores entre si aplicando la ley de signos.
2. Obtenemos el denominador multiplicando los denominadores entre si.
3. Simplificar el producto hasta obtener una fraccién irreducible.

Ley de signos de la multiplicacion. En el proceso de resolucidn de multiplicaciones de nimeros racionales podemos
aplicar la ley de signos. En el siguiente esquema observamos la misma:

BH*H =)

Ley de signos en la multiplicacion

=

=)
B« =0C)
G =0C)

[
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Ejemplo 1
5 1 (5) (1) 5 En caso de existir un numero que no tenga denominador podemos
( Z)( g) = m =54 incorporar el nimero 1 en su lugar, es decir en la parte inferior de la
fraccion.
Ejemplo 2
jemp 12 2 12+2+10_240 _16
—_— % — % == = —
25 15 25%15x1 375 25

Nota. Recuerda que los signos utilizados para multiplicar son: x,- ,*,( ).

Ejemplo 3 bn una fraccion cuando no lleva signo se sobre entiende que es positivow

4 3 5\ 4x3x5 60 1
+1s 10 12) = T 15+10+12 = 1800~ 30

LCuando existe signos en los factores, debemos multiplicar aplicando la ley de signos. Ademas, de simplificar si esw

posible.

Actividad 31. Resolvamos las multiplicaciones en el cuaderno de ejercicios:

4 )

12 7 6 7 8 5 7 15 2
—x— = — x— %k — = — % —x%x2 = ——)l—-—=) =
a) 15 10 b) 21 10 5 C) 14 45 d) ( 22)( 25)

o (=) (+5) 6= (=2 (15) = 8 (+53)(-3) 6= W (=5 (+3) 5=
N J

Propiedades de la multiplicacién de niimeros racionales

Propiedad asociativa. El modo de agrupar los factores no varia el resultado.

Ejemplo. Demostrar la propiedad asociativa:

5955+

Propiedad conmutativa. El orden de los factores no altera el producto

31 1 3
— k= = — %k —
8 5 2 20
3 3
40~ 40
Ejemplo 1: Ejemplo 2:
5 9 9 5 3 9 9 3
k- = %= k- = — % —
8 7 7 8 4 5 5 4
45 _ 15 27 _ %7
56 56 20 20

Elemento neutro multiplicativo. El 1 es el elemento neutro de la multiplicacion, porque todo nimero multiplicado
por 1 da el mismo ndimero.

Ejemplo: demostrar la propiedad.

3,1=1+3=3 2,1=2,1=2
a) gxl=1+3=3 b) Sx1=5*1=3 L%»A:lx%:%\
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- Elemento inverso multiplicativo. Un numero es inverso de otro si al multiplicarlos obtenemos como resultado el
elemento neutro.

a b
De la fraccién — su inverso es —
b a
Ejemplo 1: Ejemplo 2:
2 3
5*125*121 —*—:1
5 1 5 3 2

- Propiedad distributiva. El factor se distribuye por cada uno de los sumandos y se realiza las operaciones indicadas.
Ejemplo. Demostrar la propiedad:

1 1+3 1 1+1 3
—*%|—F =] =—=*%—4+ =% =
2 \4 2 2 4 2 2
1 7 1 3

2* 18t

7_7

8 8

Actividad 32. Apliquemos las propiedades de la multiplicacion para resolver los siguientes ejercicios en el cuaderno:

Propiedad conmutativa

Propiedad distributiva
3 (9 1\ Z*(E_E): 2*(E+E):
5* 12+6 = 8 \3 4 4 \5 5

- Division de nimeros racionales

La division de dos numeros racionales es otro nimero racional donde también se aplica la ley de signos:

a
- Por numerador el producto de los extremos. \ : b
- Por denominador el producto de los medios. Medios <% Extremos
H+=H =M
Ley de signos en la divisién > =0
H+E)=0)
\(—) +H)=0C=)
Ejemplo 1: 21 3 g
5= 4230 _ L 18
1= +Z22=+2=18
30
11
S TE_ e b) 5o 4 L0 _10_2
)—17__1_7_ 5¢17 85 )i_ 5¢3 15 3
1 10
Ejemplo 2: Ejemplo 3:
2.3 _220_40_38 25 L (_S) o _252_ 50 _1
15 20 15+3 45 9 (+40)'( 2)_ 40%5 200 4

[
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En el caso de que uno de los numeros no tenga denominador, podemos anotar el nimero 1 como denominador.

Nota: En el caso de que la divisidn se presente de la siguiente manera debemos multiplicar primero los signos, luego
se multiplica extremo con extremo y medio con medio.

Actividad 33. Resolvamos las divisiones en el cuaderno de ejercicios:

6.3. Potenciacion y radicacion
Potenciacion de nimeros racionales

El exponente de una fraccidn se distribuye tanto al numerador y denominador.

La forma genérica es:

Exponente, indica la cantidad de veces que se repite la
Elementos de la potenciacién base.
H}l!ll\'llll'
Ejemplos: Y i
jemp f- (2 7 ox2x2 8 Base, es el factor que se repite.
Rase. — = = — —1—0 Potencia
4) 4x4x4 64 .
I Potencia, es el resultado.

. J

Actividad 34. Calculemos las siguientes potencias en el cuaderno de ejercicios:

() = b (5) = o () =
0 () - o) - @ -

Signos de la potenciacidon en nimeros racionales.

Exponente Signo de la potencia
Positiva (+) Par o impar Positivo (+)

Par positivo (+)
Impar negativo (-)

Negativa (-)

Si la base es positiva y el exponente es par o impar el signo de la potencia siempre es positivo.
Ejemplos: a) (+§)4 = +5_: =825 b) (+§)3 = % =427
6 6 1296 4 4 64 64

- Sila base es negativa, el signo de la potencia dependera del exponente.
- Sila base es negativa y el exponente es par, el signo de la potencia siempre va a ser positivo.

Ejemplos: 3\? 32 9 At s
a) _ =4 = b) _ = =
4 7

42 16 7% 2401
Si la base es negativa y el exponente es impar, el signo de la potencia siempre va a ser negativo.

. 1\3 7 1 2\3 23 8
Ejemplos: a) (=) =—5=-= b (-=) == =-—

3 27 5 5 125

Actividad 35. Calculemos las siguientes potencias en el cuaderno de ejercicios:
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Propiedades de la potenciacidon de nimeros racionales
Asi mismo, dentro de las operaciones de niumeros racionales se distinguen distintas propiedades, estas son:

- Potencia de exponente cero. Toda fraccién con exponente cero serd igual a uno.

510 6\9
a0 Ejemplos: a) (— —) =1 b) (_) =1
(E) = 4 8
- Potencia de exponente 1. Un niimero racional elevado al exponente 1 es igual al mismo nimero racional.
: Nt _3 ol o
al a Ejemplos: a) (—) == b) (_) ——
(E) ) 7 7 16 16

- Potencia de exponente negativo. Se invierte los términos de la fraccion y luego se cambia el signo del exponente.
- N . . N2 1 2% 22 a 5\ 1\ 3@ 27
@ == () tiemplos: a) (5) =r==() =5=% M) =5=() ==
b (ﬂ) a
b
- Potencia de una potencia. Se escribe la base elevada al producto de los exponentes.

et | e aOT-07 -0 2 wfo]] -0 -0 -2

b b

- Multiplicacion de potencias de igual base. Se escribe la misma base y se suman los exponentes.
" m . YA S A A N2 ey a3 e
G (@)= () Bemplos:2) (2) x(5) = () =() =5 9G) x()=G) =06 =%
- Divisién de potencias de igual base. Se escribe la misma base y se restan los exponentes.

(ogp| SO 0T w070

ntm

~\b

- Multiplicacién y division de potencias de igual exponente. Se asocia los factores y se eleva al exponente comun.

[ (%)ﬂ*(g)n (%*5)" ] Ejemplos: a) G)Z % (3)2 - (f " §)2 - (E)z — 14

8 5 8 40/ ~ 1600

G-3' | () () =6 =G =) =%

)
pay
Sl
S—r

&
db
e
al o
—

2
Il

Actividad 36. Resolvamos las siguientes potencias aplicando las propiedades que corresponda en el cuaderno:

(" )

2 () = 0 () = o (2 (%) - D) -
0 (2) = | - W () () (0)° - 0"+ (@)

N\

Radicacion de numeros racionales. Es la operacion inversa a la potenciacion, donde se extrae o encuentra la raiz de un
numero, basicamente consiste en encontrar la base de una potencia conociendo su exponente.

Elementos de la radicacion de numeros racionales. Son: indice, raiz, signo radical y radicando.

Ejemplos:

e o Raiz
Indice B

b

L‘ C n a ) . i
el b JT 01 1y 1
Signo radical \ S8 / a = Z = Z = a

~ Radicando o cantidad subradical
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— Radical, es el sigho que nos indica la operacién a realizar.

— indice, es el nimero que nos indica las veces que se multiplicé el nimero racional para obtener el radicando.
— Radicando o cantidad sub radical, es el nimero que se encuentra dentro del signo de radical.

— Raiz, es el nimero que, elevado a una potencia igual al indice, nos da como resultado la cantidad subradical.

Calculo de radicales. Para calcular el radical de un numero racional se procede de la siguiente forma:

- El numerador y denominador de la fraccion se descomponen en factores primos.
- Se agrupan los factores por potencias de tal forma que los exponentes sean iguales al indice del radical.
- Se extrae cada factor comun cuyo exponente sea igual al indice.

Ejemplo. Descomponemos 8y 27:

s |2 2713
3| 8 4 |2 93 38 3123 2
Hallar el valor de — 2 |z 3|3 = = |=m=3
27 ; | 27 3373
Es decir: 8 = 2%2%2=23 27=3*3*3=33
Actividad 37. Hallemos el valor de las siguientes raices en el cuaderno:
100 36 3|64 64
Waww = P {u~ V= D~
)4 81_ )334-3_ )5 7776_ )6 729_
256 512 8 16807 ~ 8 Tse2s ~

Propiedades de la radicacion de nimeros racionales. Para que estas propiedades se cumplan, se exige que el radicando
de las raices sea positivo.

Raiz de un producto. La raiz de un producto es igual al producto de las raices de los factores:

e E fiHEN AHE . Lol e _ [ 1= ) _2_7 _=
‘ IEbE_(\m(\B | Ejemplo: J;*m—( ;)( m)—:*ﬁ—;

-Raiz de un cociente o de una fraccion. Es igual al cociente de la raiz del numerador entre la raiz del
denominador:

e A
ils 3B sl Vi

Ejemplos:a) |[—=-—==-=- b) |—= ==

jemp ) & V&= z ) g25 Ve

afa Ya . =fc_ %
B WP ' od ¥V

- Raiz de una raiz. Para calcular |2 raiz de una raiz se multiplican los indices de |as raices y se conserva

el radicando:
Ty
“-_:“ - . a1 _ 22fm _ «fm _ YEI_ V@ _a
J‘E ﬁ Ejemplo: 1 J;_ 16 Yis V=¥ =z
—_ N
- Raiz de una potencia.

cervio: [ - () - (2) - -2
62

- Exponente fraccionario.

T o[- @ - = (- () -2




Casos en la radicacion de niumeros racionales

Si la cantidad subradical o radicando es positivo, se puede extraer raiz de indice par e impar.

Ejemplos: wocsoan . [BT _ BT _9 wocenzny, ([27 _ X273
29 Jao 7 125 125 5
T t 1T

RAICANDO
POSITIVO

RADICANDO Ralz 1

POSITIVE

Si la cantidad subradical o radicando es negativo, sélo se puede extraer la raiz de indice impar.

Ejemplos: "ND":E'W&)E_iZH‘S =__2=_l |'chiﬁ) ‘“]E=
Va6 Vo 63 d ‘jl?

T T RADICANDO
RADICANDO RAlZ NEGATIVO
NEGATIVO

Tercer Trimestre: Matematica

No tiene solucién en el conjunto de
los numeros racionales

Actividad 38. Resolvamos las siguientes raices aplicando sus propiedades en el cuaderno de ejercicios:

d)@:

125

-
4 16 1\2 64
2) o " 100 = NGRS 9 /j;‘
8lr7\8 3 1
f N (E) = 8) \’1000000 =

3[27 | 343

) —_

125 1000

.

1000
1331

Simplificacidn de operaciones combinadas de nimeros racionales

Es reducir a su minima expresion, aplicando todas las propiedades de nimeros racionales y las operaciones basicas.

Jerarquia de las operaciones. A la hora de operar seguiremos las siguientes pautas:

- Primero se efecttan las operaciones al interior de los paréntesis. Si hubieran mas de un signo de agrupacién se

realizan las operaciones de adentro hacia afuera.

- Dentro de los paréntesis o una vez eliminados, las operaciones se efectian en el siguiente orden:

1. Las potencias y las raices.
2. Las multiplicaciones y las divisiones (de izquierda a derecha).

3. Las sumas y las restas.

Ejemplo 1:
3 3 ¢ (5\° 6 5 3 3 8 25 1 5 e,
N e —+=-= —-+-x-——=x-=+= Radicacion, potenciacion y simplificacion
2 4 9 3 12 3 2 4 3 9 2 3
3 3 8 25 1 5 —
= -+-x-——x-"%—  Division.
2 4 3 9 d 3
3 3 & 25 3 . . v - .
= -tk — —x— Simplificacion en las multiplicaciones.
2 4 3 -4 10
3 5 - .
=3 +2— - Resolvemos adiciones y sustracciones.
9+12-5 16 8 L )
=0 =773 Simplificamos para tener el resultado final.
Ejemplo 2:
2 1 (1 12 2 1 (5 23\? L P
-+ -x|-—=) =-F4-%[——— Resolvemos la operacion del paréntesis.
5 3 \2 s 5 3 \10 10
2 1 3)2 .
=—4-x%|— Encontramos la potencia.
5 3 \10
2 1 9 . ipe T ..
=2 + 3% Too Simplificamos en la multiplicacian.
2 3
=24 = Resolvemos la suma.
5 100
40+3 Ly .
= oo Resolvemos |la operacion indicada.
43

[
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Actividad 39. Resolvamos las siguientes operaciones combinadas anotando el proceso de resolucion como en los
ejemplos presentados en el cuaderno de ejercicios:

aysteatado(2) - o (- e - o (-2 2+ (2 [
o (@) -2 (2-3+9= oL -07+[OT

— 7. Problemas aplicados al contexto y la tecnologia

64

Para resolver cualquier problema de matematica con nimeros racionales seguiremos los siguientes pasos:

- Leerycomprender el problema.

- Elegir una estrategia de resolucién o plan.
- Resolver el problema.

- Examinar la solucién.

. . . . 3.
1. Mama realiza una variedad de compras en el mes, en la primera compra: e kilos de arroz, en la segunda\
5 . 6 . L~ . .
" kilos de arrozy en la tercera - kilos de arroz. ¢ Cuantos kilos de arroz compro en total?
Datos: Solucion:
3
1ra compra= "
2da com ra-E 3 5 6 3+5+6 14 7 1 £
Pré=y  2424°- =—==-=3= (5
4 4 4 4 4 2 2
6 e
3ra compra=-
4 P
s 3 ilosy A
Respuesta. Se compro 3 kilos Uiy de arroz. N !

2.Tres hermanos quieren repartirse el terreno que les dejo su padre para realizar siembras, el primer hijo decide

1 1 .. 1., -
tomar  parte del total, el segundo un . el tercer hijo solo > ¢ Qué parte del terreno utilizaron los tres
hermanos? ¢Qué parte quedod sin sembrar?

Datos: Solucion: g3 total para la siembra:
ler hijo:é 1,1, 1 2+ 17
9 '3 '2 18 18
L1
2do hijo= - Resta del total del terreno:
L1 171817 _ 1
3er h'J0=§ 18 18 18

- 17 . 1 . .
Respuesta: Los tres hermanos utilizaron b del terreno para la siembra 'y P quedo del terreno sin sembrar.

~

Un papa decide repartir su aguinaldo de Bs 2000 a sus dos hijos, al primero decide dar la mitad y al segundo
una octava parte. ¢Cuanto de dinero le reparte a cada hijo?

Datos: Solucién:
2000 Bs
) 1 1+ 2000x L= 2290 _ 1500
Mitad 3 2 2
2
2° 2000 x % = 2000 _ 550

1
Octava parte 3

Respuesta: Al primero le tocd Bs. 1000 y al segundo le tocé Bs. 250.

-
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~

4.Maria compra " de kilogramo de harina, en la segunda cinco veces mds de la primera compra. {Qué cantidad

. / , T . . .
de harina compro Maria en la segunda compra? (multiplicamos por 5, porque indica que compra cinco veces
mas)

Datos: Solucidn:
L <
= m 1 5 1 ’
" kilogramo “x 5-5_1 '

5 veces mas a multiplicar

Respuesta: Maria compro 1 kilo y% de harina.

5. Cuatro estudiantes del nivel secundario deciden comprar 20 arrobas y media de fideo.
¢Qué cantidad le tocaa cada uno?

Datos: . Solucién:
Fideo 20; arrobas de fideo

20-+4=2+4=2-2_35
2 4 8

4 estudiantes 2

1 )
Respuesta: Le toco a cada uno de ellos 5 Vg arrobasdefideos.

-

Actividad 40. Resolvamos los siguientes problemas en el cuaderno de ejercicios:

1. Noemi compré en su primer viaje a la capital " kilos de aji, en el segundo viaje compré Zkl|0$ de aji

y en el Ultimo viaje solo% kilo de aji. éCuanto aji comprd en total Noemi?

2. Cuatro padres de familia deciden comprar 80 arrobas y media de verduras para el desayuno escolar. {Qué
cantidad les toca comprara cada uno?

3. Don Juan tiene 8 hijos y decide repartir su terreno que mide 50 hectareas. ¢{Cuanto de terreno reciben
cada uno de ellos?

4. Una madre decide repartir su ahorro de Bs. 200 a sus tres uUnicos hijos, al primero la mitad, al
segundo tres cuartos y al tercero dos cuartos. ¢ Cuanto de dinero le corresponde a cada hijo?

, L1, " 1., P L .
5. Lucia camina 3 kildmetros en la mafnana, 3 kildmetros en la tarde. ¢ Cuantos kildmetros camina en total?

6. Se quitan " de un pastel cada vez que se lo corta, équé fraccion del pastel quedara si estamos en el tercer

corte?

i iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 41. Leamos con atencidén y escribe tu opinidn en tu cuaderno de ejercicios:

— Analizando los ejercicios anteriores, ¢ COmo podemos aplicar los nimeros racionales en nuestra vida diaria?
— ¢Cudl es la importancia de aprender a resolver operaciones con niUmeros racionales?

[
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Actividad 42. Realicemos las siguientes actividades:

Lee atentamente:

1. Elabora en tu carpeta, esquemas de las propiedades de: adicidn, sustraccion, multiplicacidn, potenciacidn y radicacion
de numeros racionales, las cuales las analizaremos una vez presentadas.

2. En grupos de tres estudiantes, elaboramos una receta similar a las fotos en las que se destaca principalmente el uso de
fracciones u otra que esté de acuerdo a tus posibilidades para poder prepararlas en casa. (no importa de donde obtengas
la receta).

3. Cada uno de tus compafieros de trabajo, modificard la receta de acuerdo a la cantidad de personas que forman su
familia, esto quiere decir que deberdn realizar las operaciones pertinentes para acomodar la receta.

4. Cada compafiero debe anotar en su cuaderno de practicas la receta original y la modificacion de la receta y los procesos
realizados.

5. Debemos realizar en el cuaderno de practica, un breve informe de la preparacién de la receta, la experiencia que
tuvieron en su familia, destacando sobre todo el uso de las medidas utilizadas.

Tortilla de salchicha

%— kg de huevos %’- kg de tomate

cucharadita de sal

1" kg de espinaca

taza pequefia de aceite

1
3

1 2
5 kg de salchicha 5

6. Producimos un texto con las recetas elaboradas, con todos los estudiantes de nuestro curso aplicando ndmeros
racionales.

NUMEROS DECIMALES COMO -
CONSECUENCIA

DE LOS RACIONALES
iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 43. Realicemos la siguiente actividad y respondemos las preguntas indicadas:

De visita al mercado de nuestra zona: )
Preguntamos 10 alimentos necesarios en la canasta familiar de nuestra casa, los anotamos y posteriormente
visitamos el mercado para averiguar los precios respectivos:

1) ¢élograste encontrar todo lo de la lista?

2) Después de averiguar los precios y la cantidad que necesitan para la semana, suma cada monto y de esta manera
tendrds un presupuesto semanal.

3) ¢Notaste la diferencia en las cantidades, eran precios exactos o algunos tenian cifras decimales, puedes
\mencionar cuales?

W

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

S
gl ®
v

1. Numeros decimales en la comunidad

Los nimeros decimales en la comunidad podemos encontrarlos de manera constante cuando vamos al mercado o la

tienda y debemos pagar Bs 1.50 por algun producto o cuando compramos un » . 0 o

litro de gasolina a Bs 3.74 o la calificacién de una evaluacién, como por ejemplo g §3 E ‘% g g

15.5 puntos o cuando medimos la altura de una pared por ejemplo 3.5 m. E 8 g .E 5 % 8 E
(=]

Como puedes apreciar los nimeros decimales se encuentran presentes en la
cotidianidad.

2. Definicion de nimeros decimales

Los numeros decimales estdn compuestos por una parte entera (igual o mayor
que uno) y otra parte decimal (menor que la unidad), estas dos partes estan, e
separadas por una coma o punto decimal. un diez milésimos.

w
o
=
|
-

Se lee: tres enteros, cuatrocientos setenta ¥y

Conversioén de fraccion a decimal exacto o periddico.



Tercer Trimestre: Matematica @ ——

A deEimales exactos: 10 I—*—
1) ;=025 %2 0,25
2) 2=05
) 4
= A decimales periddicos puros: 20
2= 0,6666 ... 0,6 Periodo o
170 | 45
. , 35010,3777 ..o
=*A decimal periddico mixto: 350
110377770, 3 7 Periodo 350
oo

Actividad 44. Realicemos las siguientes transformaciones y mencionamos qué tipo de decimal es:

Operaciones con numeros decimales

37 19 22 15 41
1]E= 2)?— 3) —= 4):— 5) —=

— 3. Operaciones con numeros decimales

Adicion y sustraccion de numeros decimales

Para sumary/o restar expresiones decimales, se seleccionan los positivos en una columnay en otra columna los negativos.
Como resulta signos iguales en cada columna se suman, los resultados de positivos y negativos por ser signos diferentes
se restan. Debe alinearse las comas decimales para sumar o restar decimales.

Ejemplo: Calculamos: 0,34 - 12,1704 + 123,00035 - 5 + 0,004 + 4 - 7,0302

Signos diferentes se restan

Signos iguales se suman
Positivos Negativos
+0, 34
+123, 00035 -12, 1704
+0, 004 -5
+4, - 7, 0302
+127, 34435 24, 2006

El resultado lleva el signo del mayor valor absoluto

+127, 34435
- _24, 2006

Respuesta +103, 14375

Multiplicacion, division y sus propiedades

Multiplicacién de nimeros decimales —2,0034 * (—0,45)*5= +4,507650

Multiplicamos en columna el primer y segundo factor

El productodel 1er.y 2do. factor, multiplicamos por
el 3er factor

2,0034 = 4 Decimales
x 0,45 = 2 Decimales
100170
80136

00000

0,901530

De derecha aizquierda contamos 6 digitos para poner la coma decimal.

0,901530 = 6 Decimales
X 5 = 0 Decimales
4507650

Igualmente contamos los
digitos de derecha a
izquierda y para anotar
la coma decimal.

Nota.- Si hubiere un cuarto factor o mas factores se continda multiplicando de la misma manera. |
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Divisién de nimeros decimales. Analizaremos 3 formar para dividir decimales.

A. Un nimero decimal entre un nimero entero. Se Ejemplo A (-23,4) =25 = -0,936

divide como si fueran niimeros naturales, cuando

bajas el primer decimal se coloca la coma en el 2 3, 54 2 5
cociente y se continua con la divisién. 5i la parte “ 9 20 0, 9 3 6
entera del dividendo es menor que el divisor, se 1 5 30

escribe 0 y coma en el cociente, se sigue

dividiendo como si fueran nimeros naturales. 0

B. Un nimero entero entre un numero decimal. Se Ejemplo B.62 + 0,4 =620 + 4 =15

convierte el divisor en un nimero entero, para

ello se multiplica al dividendo y divisor por la 6 2 0 4
unidad seguida de tantos ceros como decimales
. . , 2 2
tenga el divisor. Luego, se divide como nimeros
enteros o naturales. 2 0

C. Un numero decimal entre otro nimerc EjemploC
decimal. Se convierte el divisor en un nimero
natural, para ello se multiplica al dividendo y 86 +(-12) =246+ (-12) = -205
divisor por la unidad seguida de tantos ceros
como decimales tenga el divisor. Luego, se 2 4 6 1 2

procede a dividir como en los casos Ay B. “ 6 19|20, 5

Operaciones combinadas con nimeros enteros racionales y decimales

Actividad 45. Resolvamos las operaciones combinadas con nimeros decimales en el cuaderno de ejercicios:

1) —20,04 + 2,170 4+ 312,0003 — 51 + 0,005 + 1,1 — 671,0349 =

2) —6+17,017-3,0005—-2,4+ 3,0043 +4,4—1,032 =

3) 4%0,892 % (—28,34) = 4) 3,8+ (=5) = 5) 56,03 + 9 -3,0512 =
\

Actividad 46. Después de haber estudiado los numeros enteros, racionales y decimales, resolvamos ejercicios combinados:

1 2\2 25 1
1) $+3+402 2)\/81+0,5—(5) 3) |22
2 1 3 24 1 1 2 .
4) E*ﬁ - (—1) + 0,25 5) 7° + 2—3 - (0,4 * 4) 6) (—7 + ;) + (7 - 7) - (1 - 0,95)

| jREALICEMOS LA VALORACION!

—

En las operaciones matematicas que se realizan a diario para resolver problemas cotidianos, casi todos los nimeros que
se manejan son racionales, utilizandolos constantemente, a veces sin darnos cuenta.

Actividad 47. Analicemos sobre la aplicacidon de los nimeros racionales en la vida diaria y respondamos las siguientes
preguntas, en el cuaderno de ejercicios.

E 1) ¢Qué problemas cotidianos resuelves aplicando nimeros decimales?

2) éCémo crees que el ser humano descubrid los nimeros racionales, ¢ por qué motivo?
3) éCual es la importancia de conocer los procedimientos correctos para realizar operaciones combinadas con
numeros enteros, racionales y decimales?
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/1) {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 48. Resolvamos en el cuaderno de ejercicios:

1) Elaboramos una lista de las compras semanales que se realizan en la familia y expresamos las cantidades de peso, kilo,
costo, etc. con nimeros racionales y/o decimales o enteros, realizando las operaciones adecuadas para encontrar el peso
total de los productos de la canasta familiar, el costo econdmico, etc.

2) Elabora una receta que agrade a tu familia u otra que esté de acuerdo a tus posibilidades, para poder prepararla en
casa utilizando como patron los numeros racionales.

RAZONES, PROPORCIONES Y REGLA DE -
TRES APLICADOS
A LA COMUNIDAD

Iniciamos con la historia de Francisco, cuando viajo a la ciudad de La Paz, acompafiado de su padre, Julio.

Francisco y su querido papa, Julio, llegaron a la ciudad de La Paz desde Potosi. Francisco, muy sorprendido y emocionado
por pasear en el teleférico, le dijo a su padre: “papito, lo primero que haremos en esta hermosa ciudad es ir a dar un
paseo por todos los teleféricos, ¢ puedes complacer mi deseo? ¢Por qué no?, le respondid su padre, -entonces vamos-
dijo Francisco.

Al llegar al teleférico rojo, Francisco observé una gran cantidad de gente y preguntd al encargado cudntas personas
pueden entrar en cada cabina. El encargado le respondid que seis.

) _ 1 cabina - 6personas 15%6
Luego preguntd cuantas cabinas hay en el color rojo y el encargado 15 cabinas - x r=
le dijo que 15 cabinas. 1
Francisco, muy inquieto por tener mas informacién sobre el 1 d"i‘:" 6 90
teleférico, preguntd a su padre - papito, el encargado dijo que = 1
entran seis personas en cada cabina y tienen 15 cabinas. ¢ Cudntas 15 - X
personas entran en total en todas las cabinas?, su padre le multiplicamos x = 90 personas

respondid: “solo multiplica, hijito”. Si en una entran seis, entonces
multiplicas 6 por 15.

Actividad 49. De acuerdo a la lectura, realicemos un breve analisis y respondamos las siguientes preguntas en el cuaderno
de ejercicios:
1.¢Por qué se realizd la multiplicacion para conocer el nimero de personas que pueden entrar a las cabinas?
2.:Como identificamos los factores para poder multiplicar?
3.¢Qué tipo de regla o algoritmo se utilizd para responder las preguntas de Francisco?

LS

&

1. Razones y proporciones

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Una razdn es un cociente indicado entre dos niumeros a/b, sus términos son el antecedente y el consecuente.

Una Proporcion es una igualdad entre dos razones de una misma clase. Los términos de una proporcion son los medios
y extremos.

Ejemplo: Las dos razones entre las cantidades de azucar y harina se escriben como proporcion de la siguiente manera:

g = % 0 4+2=12+6 Y leemos asi:4esa2 como 12esa6.Dondedy6sonextremos, 2y 12 son medios.
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Actividad 50. Realicemos las siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

126 8 4 3 1 8 6
6 2 2 1 510 10 20 43
Escribe como se lee cada una de las siguientes proporciones:
3 6
-—=— 8+-2=4+1 Z = E
5 10 3 6

i Escribe proporciones cuya razon sea igual a los diferentes incisos. Aplica tus conocimientos de fracciones equivalen-

= ae-pf wegd B0 en-fb

Propiedad fundamental de las proporciones
En toda proporcidn, el producto de los extremos es igual al producto de los medios.

Actividad 51. A partir de la propiedad fundamental de las proporciones completemos la siguiente tabla en el cuaderno
de ejercicios:

Proporciones Extremos Medios Producto de los extremos Producto de los medios
6_12 6y__ 8y__ 6+16 = 96 812 =96
8 16
12 24
=_-- 12y _ 1212 = 144 % =144
6~ 12 y 6y 24
6 18
— = __ vy 24 ___y 18 6x__ =___ 8x___=___
8 24 Y Y

Calcula el término desconocido de las siguientes proporciones
20 40 3 75 1 _ 36 12 7 70
8 4 25 100 10 5 50 14

Magnitudes directamente proporcionales

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando, al aumentar o disminuir una de ellas, la otra también lo hace
en la misma manera y proporcion.

Ejemplo: Si 2 Kg de carne de pollo cuestan Bs 64 ¢ Cuanto se pagara por 6 kg de carne de pollo?

c de pollo €n Rg R ED 2 Si aumentan los kg de carne de pollo,
64 entonces aumentara el precio.
Esto es proporcionalidad DIRECTA.
6 X
£ q L, 2 _ 6
xpresando como proporcion: 32 =96
Magnitudes inversamente proporcionales
70 Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al aumentar una disminuye la otra en la misma proporcion.

Ejemplo: Un albafiil construye un muro en 2 dias. ¢ Qué tiempo tardaran 2 albafiles en construir el mismo muro?
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ero de albanile ero de dia Los datos de las magnitudes reflejan
que si aumenta la cantidad de albafiles
1 2 entonces disminuye la cantidad de dias.
2 X Esto es proporcionalidad INVERSA.
1
Expresando como proporcion: 3771

Actividad 52. Llenemos los datos en las tablas de los ejercicios 1, 2 y 3, encerremos la respuesta correcta en el cuaderno de
ejercicios:

1) 5 hombres construyeron dos habitaciones en 2 semanas. En otro pueblo, un grupo de 10 hombres realizé el mismo
trabajo en una semana.

2) 15 personas trabajan para arar completamente una parcela en un solo dia, para 3 parcelas se necesitan 45 personas.

3) Para transportar 90 estudiantes se necesitan 3 buses, entonces para 300 estudiantes se necesitan 10 buses.

4) Maria corre alrededor del parque a una velocidad constante, si tarda 9 minutos para dar 3 vueltas, ¢ Cudnto se demora
en dar 15 vueltas?

45 minutos ; 20 minutos ; 46 minutos ; 12 minutos

5) Un compafiero compra hamburguesas en un carro de comidas rapidas, el sefior del carrito le dice que 3 hamburguesas
le cuestan Bs. 15y 5 le cuesta Bs. 25. ¢Cual es el precio de 1 hamburguesa y la razén de proporcionalidad?

Bs. 3 Bs. 5 Bs. 75 Bs. 2

— 2. Porcentaje

Se llama porcentaje o tanto por ciento al valor que corresponde a 100 en una proporcién. Se representa por “%".
Ejemplo: Hallar el 15% de 32.
% Nl’lmert}

15+32 480

100% 32 x = =—=4_8
100 100

15% X

Ejemplo: En un curso de 40 estudiantes de secundaria. 6 renrobaron el Area de Matematica. determina el % de estudiantes

R.El 15% de 32 es 4,8

reprobados. % Estudiantes 100+6 600
100% 40 =% "0~ °
- 40 40
v X Ry

El porcentaje de reprobados es 15%.

— 3. Regla de tres simple

3.1 Regla de tres simple

Es una forma sencilla de resolver problemas de proporcionalidad en la que se tienen tres datos conocidos y una incégnita.
Recordemos que una incognita es una cantidad que no conocemos, generalmente se representa con las Ultimas letras
del abecedario. La regla de tres es simple cuando solamente intervienen en ella dos magnitudes, las cuales pueden ser
directa o inversa.
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a) Regla de tres simple directa
Al aumentar una magnitud la otra también aumenta, al disminuir una magnitud la otra también disminuye, a esto se
llama regla de tres directa.

Ambas Ambas

Disminuyen
Aumentan

Para resolver un problema aplicando regla de tres simple directa, seguimos 3 pasos:
1.) Agrupar datos tomando en cuenta las magnitudes.
2.) Multiplicar datos en diagonal o cruz.
3.) El nimero solo divide.

Magnitud 1 Magnitud 2

Ejemplos:

1. Si con Bs 5 se compran 10 panes, é¢cuanto se necesitan para comprar 30 panes?
R. Significa que se necesitan Bs 15 para comprar 30 panes.
2. Si un obrero gana Bs 35 por dia de trabajo ¢ Cuanto dinero gana en 31 dias?

DIRECTA
MULTIPLICAR EN CRLT

Siguiendo los pasos:

& P Bs Panes
1. Agrupamos datos =530 150 .
2. Multiplicamos en cruz 5 10 10 10
3. Dividimos entre el nimero T T

ue queda
auea I X 30 I

Dias Bs
35«31
4 xX= = 1085

R. Significa que el obrero gana en 31 dias 1085 Bs.

Actividad 53. Resolvamos los siguientes problemas en el cuaderno de ejercicios:

1. Si 4 libros de lectura cuestan Bs 32. ¢ Cuanto costardn 12 libros?

2. Un electricista cobra Bs 60 por punto de instalacién domiciliaria ¢ Cuanto ganaria si hace la instalacion de una vivienda
que consta de 30 puntos?

3. 500 hojas de papel tienen un costo de Bs 28 ¢ Cuanto cuestan 300 hojas?

b) Regla de tres simple inversa
Al aumentar una magnitud la otra disminuye o al disminuir una magnitud la otra aumenta.

Magnitud 1 Magnitud 2

EEEENNE NN ® smsmsmmma

Una disminuye y la
otra aumenta

Una aumenta y la otra
disminuye
INVERSA

MJLTIFLICAR EN FARALE.D
Para poder resolver un problema aplicando regla de tres simple inversa, seguimos 3
pasos:
1.) Agrupar datos tomando en cuenta las magnitudes.
2.) Multiplicar datos en paralelo.
3.) El nimero que queda solo, divide.

AmmmmEnnn (RRERTET T

Ejemplos:
1. 4 obreros hacen una obra en 12 dias ¢En cuantos dias podrian hacer 7 obreros la misma obra?
Obrero I3
P> 12 4+12 48
- > X = o= 7 = 6.857

R. Significa que 7 obreros podrian hacer la misma obra en 6 dias.
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2. Una cierta cantidad de alimentos puede abastecer a 18 personas durante 7 dias. Esa misma cantidad de alimento, éa
cuantas personas puede abastecer durante 63 dias? 1

Persona Dia 187 181 18
18— 7 X=—¢3 =79 "~ g 2
4P 63 9

R. Puede abastecer a 2 personas.

Actividad 54. Resolvamos los siguientes problemas en el cuaderno de ejercicios:

{ 1) Una empresa telefénica contraté 50 empleados para instalar una red de fibra dptica. éCuanto tiempo tardaran en
hacerlo ya que un proyecto similar fue realizado por 80 empleados en 45 dias?

2) Un grupo de comunarios quiere comprar un tractor agricola, han calculado que entre 50 personas la cuota seria de Bs
6300, si llegaran a 75 comunarios. ¢ Cuanto seria el aporte individual?

3) Una conexidn a internet con una velocidad promedio en nuestro pais tiene un costo de Bs 280. Con este precio, el
i servicio es accesible a 3 millones de bolivianos. Si la tarifa se redujera a Bs 100. ¢ Cudntas personas podrian contratar este
i servicio?

4. Regla de tres compuesta

Cuando se relacionan tres o mas magnitudes o variables, se trata de una regla de tres compuesta.

Las situaciones problematicas en las que se aplica la regla de tres compuesta, dependiendo del tipo de relacién de
proporcionalidad entre variables, pueden ser directas, inversas o mixtas.

Ejemplos:

1) Si 8 obreros construyen 2000 metros de una carretera en 30 dias ¢ Cuantos metros construirdn 12 obreros en 45 dias?

Trabajadores metros ;.
dias A1<14’>Bl C&
De menos 8 + 2000 De menos 30
A, B, x
X
a mas de 12 Amas 45 AZ *BZ *Cl
X=—
Ay * By

_ 12200045 1080000

830 240 ~ ¥00

R. Construiran 4500 metros

- Primero se identifican las variables o magnitudes.
- Se observa la relacion de proporcionalidad entre las magnitudes y la incdgnita, si es directa o inversa aplicamos
como en la regla de tres simple, colocando signo + a las cantidades que se multiplican y — a las que se dividen.

2) Por el consumo de electricidad equivalente a 12 focos encendidos permanentemente durante un periodo de 30 dias,
una familia paga 150 Bs. ¢ Cuanto pagarian por el consumo equivalente a 9 focos permanentemente encendidos durante
un periodo de 40 dias?

Focos Bs Dias
-12 w4150 € ~30
+9 4 x T+ 40
= 215040 _ 32090 _ 450 R. La familia pagaria 150 Bs.
12=30 360

3) En 4 dias, 6 impresoras han impreso 100 libros. ¢ Cuantos dias tardaran en imprimir 50 libros si tenemos 4 impresoras?

Dias Impresoras Libros
+4 > 46 <\: 100
x -4 + 50
4+x6+50 1200
T 4+100 _ 400 _ R. Tardaran en imprimir 3 dias
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Actividad 55. Resolvamos los siguientes problemas en el cuaderno de ejercicios:

1. El servicio de 3 Mbps satisface las necesidades de conexidn de 5 dispositivos domésticos y tiene un costo de Bs 280
por mes. Si se contrata un servicio de 6 Mbps para conectar 8 dispositivos. ¢ Cudl seria su precio si el incremento fuera
proporcional?

2. Para contratar 10 constructores durante 15 dias, se necesita un presupuesto de Bs 60 000. ¢ Cuanto dinero se necesita
para contratar 30 constructores durante 60 dias?

3. Si 3 pintores tardan 10 dias en pintar una casa. ¢ Cudntos dias tardaran 6 pintores en hacer el mismo trabajo?

4. i Cuantos ladrillos son necesarios para enladrillar un patio de 30 metros de largo y 23 metros de ancho, si se ocuparon
7 560 ladrillos para enladrillar un patio de 18 metros y 14 de ancho?

5. ¢Qué cantidad de gasolina requiere una motosierra para cortar 50 tablas? Si con 20 litros se cortaron 90 tablas.

i iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 56. Resolvamos los siguientes problemas en el cuaderno de ejercicios:

La estudiante Maria queria construir un huerto de forma circular con las mismas dimensiones que se determind en
consenso de dieciséis metros cuadrados (16m?2), asimilé que para tener ese resultado tendria que utilizar las siguientes
férmulas:

- Paraun terreno cuadrado A, = a?

- Paraun terreno circular de Ag = m1?

- Como ambas areas tienen el mismo valor lo expresé como A, = Ag

- Obteniendo la relacién a? = nrr?

r
. . _ a
- Donde pudo calcular el radio “r” que generara la superficie deseada r = ’; llegando a ser: r =

2
I*— =2.257m
m

Con el radio calculado construyd su huerto y recibié muchas ovaciones de sus compafieras, compafieros y maestro.
Actividad 57. Respondamos los siguientes preguntas en el cuaderno de ejercicios:

1. ¢éEn qué situaciones cotidianas aplicamos representaciones geométricas?

2. ¢Qué tan importante es el aprendizaje de los angulos y su relacion con la vida?

3. En tu contexto. ¢CoOmo se aplican los conocimientos geométricos?

4. iCual es la importancia del estudio de las razones y proporciones en la cotidianidad en otras problematicas?

ol iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 58. Realicemos los siguientes actividades en el cuaderno de ejercicios:

- En tu hogar realiza un huerto familiar adecuado al espacio disponible de forma creativa utilizando las figuras
planas y nociones matematicas con referencia al célculo de areas, perimetros y proporciones.

- Puedes proponer huertos de tipo flotantes, verticales, camas movibles, decorativos, terapéuticos u otros.

- Puedes elegir plantas, legumbres, hortalizas u otras en funcién de las necesidades de tu hogar.

- Argumenta el espacio que la planta necesita en tu huerto para su buen crecimiento y produccion.

LA FORMA, EL NUMERO Y LA SEMEJANZA -
DE LA GEOMETRIA EN LA COMUNIDAD

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Después de leer la lectura “LA HISTORIA DE ISOSCELES EL TRIANGULO” que se encuentra en el cédigo QR, responde
en tu cuaderno:

— ¢Cual es tu opinidn acerca de respetar la diferencia nuestra y la de los demas?

— ¢COémo podrias ayudar al nifio Isdsceles a construir su arbol familiar?

— ¢Qué actividades propones para dar acogida a un nuevo miembro en tu salén de clases?

— Elabora un glosario con las palabras nuevas mencionadas en el cuento, que se refieren al tema.
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Escanea el QR

Ingresa el QR para ver mas acerca del tema.

—e 1. Triangulos semejantes

Teorema de Thales. Es el teorema fundamental de la teoria de semejanza de
triangulos y menciona que: “Si dos rectas cualesquiera en diferente posicion y con un
punto de corte son cortadas por otras dos rectas paralelas, entonces los segmentos =
que determinan a ellas son proporcionales:
Entonces tendremos:

BE BF FE

BC BA (A

Mediante es te teorema podremos establecer una proporcion de lados.

Dos triangulos son semejantes si ambos tienen sus angulos iguales, aunque no tengan la misma dimension.
4

)7

Los tridangulos son semejantes: )
ABCA~AEFD

Portanto:  &BCA = ¥EFD «CAB = «FDE
c a b
FTaTek

Actividad 59. Respondemos de manera reflexiva las siguientes preguntas:

— ¢La semejanza de tridngulos es aplicable en situaciones de la vida?
— ¢Puedes identificar triangulos semejantes en tu entorno?
— ¢Cual es tu opinidn sobre la importancia del estudio de los tridngulos semejantes?

/1) iEs HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 60. Realizamos las siguientes actividades:

— Observamos la naturaleza y nuestro entorno para identificar triangulos semejantes y representarlos en una maqueta.
— Para ello podremos utilizar materiales reciclados como cartdn, botellas vacias, papel reciclado, etc.

— Exponemos en la clase de matematica nuestras maquetas realizadas explicando las propiedades de los triangulos
semejantes.




——) EdUcCacion Secundaria Comunitaria Productiva

PERIMETROS, AREAS Y FORMAS GEOMETRICAS -

- APLICADAS EN LA VIDA COTIDIANA

=t

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

La diversidad cultural de nuestro pais muestra una innumerable riqueza en cuanto a los disefios y tejidos propios de cada
region, que son valorados bajo estandares internacionales.

Actividad 61. Resolvamos los siguientes problemas en el cuaderno de ejercicios:

Respondamos las siguientes preguntas:

- Desde tu vivencia. ¢ Cuales son los tejidos que puedes mencionar?, describelo.

- En los disefios que pudiste observar. ¢ Cuales son las figuras geométricas que distingues?
- Dibuja en tu cuaderno, los poligonos que mencionaste.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

La palabra poligono hace referencia a una figura plana delimitada por lados rectos, también podemos indicar que se
refiere a una figura geométrica formada por una linea poligonal cerrada. Los poligonos pueden ser regulares o irregulares.

Poligonos regulares Poligonos irregulares
- Poligonos regulares: cuando todos sus lados son iguales, por tanto, sus angulos también lo son.
- Poligonos irregulares: cuando sus lados y angulos son diferentes

Actividad 62. Dibujemos tres poligonos regulares que conozcas y tres poligonos irregulares en el cuaderno de ejercicios:

— 1. Perimetro de poligonos regulares e irregulares
El perimetro de un poligono es igual a la suma de la longitud de todos sus lados.

Perimetros de poligonos regulares

Poligono Figura Perimetro Ejemplo
Tria | l P=3*1
equilitero P=3*l 2cm P=3*2cm)
qui P=6cm
p=4%1
Cuadrado l P=4%] 2cm P=4%*(2cm)
P=8cm
Recté | P=2a+2b
P=6cm
b 2cm
Tem P=4*1
Rombo P=4*1 P=4%*(1cm)
P=4cm
l
P=2a+2b
Romboide o _ P=2(1)+2(3)
paralelogramo @ P=2a+2b lcm P=8cm
b 3cm
c 2.5cm
P=2a+b+c
Trapecio is6sceles a a P=2a+b+c 1cm P=2(1)+3+25
76 P=75cm
b 3cm
P=n*l
“n” es el nUmero P=n*!
Poligono regular de lados iguales del P=5(1,5)
! poligono P=7,5cm
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Ejemplos:

1). En un campo de fatbol, el largo es de 100 metros y el ancho 50 metros, se quiere colocar una malla perimetral, con un
margen de 1m en cada lado, para dejar espacio a los jugadores. ¢ Cudntos metros de malla podemos comprar?

Resolucidn: La cancha mide 100 m por 50 m, sin embargo, debemos dar un margen de 1 metro a cada lado, por tanto el
rectangulo a considerar es:

El perimetro es:

52m P=2a+2b
P = 2(52m) + 2(102m)
102m P=308m
Es decir, que necesitaremos 308 metros de malla. Cancha de futbol.

2). Un carpintero que construye mesas hexagonales para kinder, colocara una cinta alrededor
de la misma para evitar rasmilladuras en los nifios, si cada mesa tiene de lado 50 cm y debe
construir 6 mesas. ¢ Cuantos centimetros de cinta necesitard? '

Determinamos el perimetro de un hexagono regular:
P=nxl

En este caso como se trata de un hexagono, tenemos n = 6, el lado mide 50 cm. Entonces tenemos:

P=n=xl
P =6%50cm
P =300cm

El carpintero construirda 6 mesas, entonces necesita: 6*300 cm = 1800 cm de cinta para el borde de todas las mesas.

- Perimetro de poligonos irregulares, recordemos que los poligonos irregulares tienen sus lados diferentes, para
hallar su perimetro simplemente sumamos las longitudes de todos sus lados.

Ejemplos:

Dia. Juana sembrard verduras en una parte de su lote, para evitar que los animales ingresen,
cercard con cuatro filas de alambre este sector, su pequefio terreno tiene estas medidas. ¢ Cuantos
metros de alambre necesitara en total? bal

15m

10m 15m

25m

Calculamos el perimetro: P = 25m + 15m + 15m + 10m
P =65m
Como utilizara cuatro filas de alambre, entonces, necesitara un total de:
4*65 = 260 metros de alambre.

2. Areas de figuras planas: triangulos, poligonos regulares e irregulares
2.1. Definicion de drea

Es el lugar geométrico comprendido dentro de los limites (el perimetro) de una
figura geométrica cerrada, el cual es llamado también superficie o area. El area de . . . .
las figuras geométricas esta dado en unidades cuadradas “u?” (m? cm? Km?; ft?;
yard?; pulg?; etc), lo cual nos indica cudntos cuadrados de una unidad de lado por
otra unidad de lado entran en una figura geométrica. Analicemos el grafico.

El rectangulo estd formado por 12 cuadrados de 1cm por 1cm de lado, por lo tanto
se dice que el rectangulo tiene 12 cm? de superficie o de érea.

[
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A diferencia del perimetro, que se obtiene sumando sus lados. El drea se obtiene multiplicando el largo por el ancho de
sus lados, pero debido a las caracteristicas que cada figura posee, la forma de determinar su area varia. Veamos.

3. Tridngulos

En un tridngulo el drea se obtiene multiplicando la base (cualquiera de los lados), por la altura
(distancia perpendicular a la base, con el vértice opuesto del triangulo) y dividido entre dos.

4. Poligonos regulares

Los poligonos regulares son figuras geométricas planas cuyos lados tienen el mismo tamafo, inscritos dentro una
circunferencia, por lo cual la forma de determinar el area puede depender de los lados de la figura o del radio de la
circunferencia. Nosotros estudiaremos la obtencién del area, dependiendo de sus lados.

Cuadrado: llamado también tetragono, es la figura geométrica de cuatro lados iguales, su drea de obtiene multiplicando
dos de sus lados. A= J*]

Ejemplo 1: Determinar el area de un cuadrado de 5m de lado.

Solucion:
A=L*1 Respuesta:
—_ *
A=(5m)*(5m) El 4rea del cuadrado es:25 m?
A =25m?

5. Poligonos irregulares

La forma de determinar el drea de estas figuras es realizando una particion de la figura en otras mas simples y de simple
determinacién de dreas, triangulos o rectangulos.

Antes de determinar areas de figuras geométricas compuestas, iremos estudiando las dreas de figuras geométricas
simples.

Rectangulo: es la figura geométrica de cuatro lados (dos pares desiguales), su area se obtiene multiplicando el ancho (a),
porellargo(l).A=a*

Ejemplo 2: determinar el area de un rectangulo de 6m por 9m de lado.

Solucion: Respuesta:
6m A=a* 1l El drea del cuadrado es:
A= (6 m)*(9 m) 54 m?

9m
Paralelogramo: es la figura geométrica de cuatro lados (dos pares iguales) de lados inclinados paralelos, su area se
obtiene multiplicando uno de los lados por la altura formada con esta. A = a*h

Ejemplo 3: determinar el area de un paralelogramo de 7m lado por 4m de altura.

Solucién: Respuesta:
A =a*h El drea del cuadrado es:
7m 4m A= (7 m)*(4 m) 28 m?

Ejemplo 4: determinar el drea del rombo mostrado.

Rombo: es la figura geométrica de cuatro lados, el drea de esta figura se obtiene
multiplicando |la diagonal mayor (D), por la diagonal menor {d) v dividide entre

dos. A=D*d
2
Solucidn: Respuesta:
d=4m A=(D*d) El drea del cuadrado es:
= P dosee T e, 2
= 12 m?
g A={(6 m)*(4 m)) m
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Trapecio: Es la figura geométrica de cuatro lados (dos lados opuestos paralelos) de diferentes dimensiones, el area de
esta figura se obtiene multiplicando la altura “h” entre los lados paralelos, por la suma de los lados paralelos “B,b” y

divididos entre dos. A=(h*(B+b))
Ejemplo 5: calcular el drea sombreada de la figura mostrada.

Solucién: )
La parte sombreada es no es completa, le faltan
tres partes. Por lo cual al drea mas grande le
quitaremos las dreas maspequefias.
Ap=dp—Ay— A, — Ay
Ag =45 m*36 m=1.620m?
As =(omz-4m) i
A, =mn*5m*5m=78,54m?
Ay =6 m*6 m=36m?
Ar  -1.620m®-18m3-78,54m3-36m?
Ay =1.487,46 m? es lo que mide el drea
sombreada a
—

Para determinar el area de algunos poligonos, es necesario poder transformarlo en dos o mas figuras geométricas bdsicas,

de las cuales se determinard su drea, para luego sumarlas y asi obtener el area total.

Ejemplo 6: determinar el drea del poligono irregular mostrado.

Solucion: R
N ' i —
: Ay = 15m?
(’ A AZ 5m Az =25m?
A < 36m:
As 3m AT = ‘41 + Az + .43
L At = 15m2+25 m?+36m?

t +— Ap = 76m?

Im

— 6. Circulo y circunferencia

5m

Nota. En este ejemplo podemos notar que una figura geométrica irregular se puede convertir en otra de formas bdasicas.

es la distancia del centro a

Circulo. Es una figura geométrica plana, que representa a la superficie (o area) comprendida dentro de una circunferencia.
“w_ n
r

La forma de determinar su drea esta definida por la formula: A=t * r2=m * r * r, donde

cualquier parte de la circunferencia. Es importante hacer notar que n=3,14159265...

Circunferencia. Es una figura geométrica que representa a la linea exterior de una figura circular, la cual puede ser

considerada también como el perimetro del circulo. La forma de determinarla esta dada por la formula: P=2m*r

Ejemplo 8: determinar el valor del circulo y la circunferencia del radio de 8m.

Solucion:
P=2n*8m)=2%3,1416*8 m=50,26 m

La circunferencia mide 50,26 m
A=rt*(8m)*(8m)=3.1416*64rm?*=201,06m?El circulo tiene

un drea de: 201,06 m?
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Actividad 61. Calculemos el valor de los perimetros de las siguientes figuras en el cuaderno de ejercicios:

m 1Bm

//Bm

19m

Actividad 63. Calculemos el valor del circulo y de la circunferencia en las figuras mostradas en el cuaderno de ejercicios:

Actividad 64. Calculemos el area de las partes sombreadas de las figuras en el cuaderno de ejercicios:

(cuadrados de 1m lado)

" REALICEMOS LA VALORACION! /

En nuestro pais, tenemos una multitudinaria muestra de tejidos que realizan nuestros
artesanos, tales como los que mostramos a continuacion:

Conocedores, tal vez de algunas formas geométricas o poligonos, para la elaboracion de
estas muestras de tejido con calidad de exportacion, nos llevan a reflexionar acerca de la
importancia de valorar lo nuestro.

Actividad 66. Realicemos la siguiente actividad en el cuaderno de ejercicios:

Observamos con mucha atencién las imagenes de los tejidos, luego en nuestro cuaderno, representamos graficamente
los poligonos que hemos observado.

| {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Un teselado es la combinacion de poligonos regulares o irregulares, que coinciden en algunos
de sus lados y muestran asi una sincronia tanto de colores como de poligonos utilizados.

Realizamos dos teselados utilizando poligonos regulares o irregulares.
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LABORATORIO -
MATEMATICO

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 67. Realicemos las siguiente investigaciones:

1. Investiguemos sobre la aplicabilidad del software matematico en procesos productivos.
2. Investiguemos sobre el origen del ajedrez y el sudoku.

—

o) 1
4= ICONTINUEMOS CON LA TEORIA!
%!

1. GeoGebra

1.1 Representacion de los numeros enteros y racionales
Sin duda uno de los softwares mas utilizados en el drea de Matematica es Geogebra, \" Escanea el QR

para poder observar e interactuar con el enlace del siguiente cédigo QR, debes instalar
en el dispositivo mévil que utilizas para hacer tus tareas, te ayudara a realizar varias
actividades con mucha precision.

1.2 Grafica de figuras planas

Siempre se han representado las figuras en el plano cartesiano, porque ambos elementos

trabajan sobre dos dimensiones. Las cuales permiten que los puntos sean ubicados con

precision y presenten la forma deseada o requerida para su estudio. Adicién y sustraccién de
numeros enteros

o B A4 @ M=
o N & By @ wN=(os)
i & -3 @ o=@8
$| p=a @ Pm(e7)
7 @ e
Q=107
@& Falnm
@ m=(106
@ G- ®
S= (95
@ H-@Ea i
P T ® T=(9
@ 1 @ valio)
@ Ko @ v-gs)
T @ =i @ w=(@8

En este ejemplo puedes observar como de manera armodnica se unen los segmentos para dar lugar a la silueta de una
mascota.

)
2. Manejo de la calculadora Escanea el QR

Una vez ingresando al video escaneando el codigo QR, podras E&' E
observar las principales funciones de una calculadora cientifica, o
observa con mucha atencion, recuerda si tienen dudas puedes
ingresar varias veces asi consolidad tus conocimientos acerca l
del maneo de la calculadora cientifica. E
4

. L. Uso y manejo de una

3. Taller de pensamiento légico calculadora cientifica.

El pensamiento légico matematico es una de las habilidades mds relevantes en la educacion, pues ha venido adquiriendo
interés en relacién con el crecimiento exponencial de la tecnologia.

Hoy queremos compartir contigo las razones mas importantes por las que debemos fortalecer el desarrollo del
pensamiento légico matematico, asi como algunas estrategias que podras aplicar en el aula. -

81

La vida es matemdtica, considera que todas nuestras acciones y decisiones diarias consisten en una “sutil configuracién
de patrones matematicos”, los cuales nos permiten explicar cdmo se conduce el mundo a través de calculos estadisticos,
probabilidades o leyes de la légica que sin darnos cuenta, rigen nuestras decisiones diarias.

Técnicamente, utilizamos el razonamiento légico matematico todo el dia: cuando calculamos el tiempo para llegar al
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colegio, o cuando hacemos calculos para comprar algo; todo el dia estamos razonando situaciones que requieren aplicar

las matematicas.

Te presentamos algunas opciones para que puedas mejorar tu pensamiento légico matematico: resolver crucigramas
matematicos, que son mejores si tu los elaboras con los temas que sean de tu interés, una forma de compartir con tu
familia es el armar rompecabezas, haran que tus pensamientos légicos no sélo se enfoquen en niumeros, sino también
en colores y formas, completar sudokus, es un juego de capacitacion en la que debes relacionar columnas y filas de 9
numeros distribuidos en 9 casillas, que a su vez estan distribuidas en regiones, te ayudaran a mejorar tus capacidades

intelectuales y tomar mejores decisiones.

4. Ajedrez | §|

4.1. Nociones basicas >

El Ajedrez es sin duda el deporte ciencia que
puede practicarse desde cualquier edad, con
las experiencias cotidianas que suceden, a
veces es necesario realizar un andlisis de cada
situacion para tomar las mejores decisiones,
seguramente encontraras un sinfin de opciones Escanea el QR, para aprender
para practicar este deporte, te presentamos  [gs nociones bdsicas del ajedrez.
una pagina en la que podras encontrar todos
los detalles para que seas un ajedrecista
destacado.

4.2. Ejercicios de razonamiento (mate en 1, mate en dos, etc.)

Una vez que te familiarices con las principales jugadas de las piezas del tablero de
ajedrez, podras estaren campeonatos paradesempefiary mostrar tus potencialidades,
asi te presentamos esta pagina escaneando el cédigo QR, para que puedas conocer
como hacer mate en la menor cantidad de jugadas posibles y validas.

5. Sudoku

Ingresa al siguiente cédigo QR para acceder a las respuestas de las diferentes
actividades, pero solo debe realizar para verificar si llegaste a la respuesta correcta.

Escanea el QR

Ejercicios de mate en un
movimiento.

Escanea el QR

Ejercicios de mate en dos
movimientos.

—

| iREALICEMOS LA VALORACION! °

Actividad 68. Reflexivamente respondemos las siguientes preguntas:

1. éPor qué es importante el desarrollo del pensamiento l6gico matematico?

2. éPor qué es importante la aplicacidn de software matematico en la resolucidn de problemas?
3. ¢Como nos ayuda el ajedrez y el sudoku a desarrollar el pensamiento légico matematico?

! jES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 69. Realicemos las siguientes actividades:

1. Investiga los diferentes tipos de tableros de ajedrez que existen.
2. Construye tu tablero de ajedrez y sus piezas con materiales del contexto.

3. Graba un videotutorial de la aplicacién de GeoGebra en la resoluciéon de problemas del

contexto.

Escanea el QR

Conocemos las respuestas en el
siguiente QR.







SECUNDARIA

AREA
MATEMATICA \

NN




CIENCIA TECNOLOGIA Y PRODUCCION

Matematica

LOS NUMEROS RACIONALES Y SUS APLICACIONES -

/| iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!
£

Actividad 1

Susana organizd una reunion con sus compaferos de la promocion 2022, la
invitacion era para las 14:00, todos llegaron por grupos, el primer grupo llegd
% de hora tarde, el segundo % hora después del primero, el tercer grupog
de hora después del segundo y el ultimo grupo llegd % de hora después del
tercero ¢A qué hora se reunieron todos?

Vamos a sumar los tiempos de demora.
3+1+5+1_9+6+10+4_29_ 5
42 6 3 12 T12 T12

60
Dividiendo 60 minutos entre 12 tenemos: E=5 min, tenemos entonces 5(5 min) = 25 min
Interpretacion: Por lo tanto, 14:00 mds 2 h'y 25 min es 16:25, hora en la que estuvieron todos sus invitados.

27 ;CONTINUEMOS CON LA TEORIA!
LI~ 8

Numero racional

a
Todo numero racional Q, tiene laforma 7, donde “a”y “b” son nimeros enteros,
en el cual “a” es el numerador (indica cudntas partes tomamos de la unidad a -
dl,\,mil,ld?) y “b” el denominador (indica en cudntas partes se ha dividido la unidad) vy <3y 2,+1, 0, 1, 2, 3p0ne
y “b” distinto de cero. W~ N

Clases de fracciones

Fraccién propia , cuando el numerador es menor que el denominador.
Fraccion impropia , cuando el numerador es mayor que el denominador.
Fraccién igual a la unidad , el numerador es igual al denominador.

, son el resultado de las fracciones impropias, estd compuesta de un
numero entero y una fraccion propia.

Fraccion mixta

3 6 9
— =—=—=——, son fracciones con el mismo valor y se puede demostrar
7 4 21 77  cuandoel producto de los extremos es igual al producto

de los medios.

—

Fracciones equivalentes
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Actividad 2: 1. Operaciones con numeros racionales

Sumay resta

Suma y resta de fracciones

1) = a) Fracciones homogéneas, son aquellas que tienen igual denominador.
- Ei | 1)5 2 5-2 3 1 5 16 7 -—-16—-7 23 72
emplo: ———=—=—= = ———r=——F=——=-7=
2) - jemp 979 9 9 3 33 3 3 3
3) = b) Fracciones heterogéneas, son aquellas que tienen denominadores diferentes.
4) = Ejemplo: 8 6 4 2
1 7 1 33+28—-6 61—6 55 7
1) — == = =—=2— 4 3 2
8&;4 24 24 24
5) = - 2 3 2
- 1 3 3
6) = 1
m.c.m. =23%3 = 24
7) =
Multiplicacion de fracciones
8) =
Para multiplicar fracciones, se multiplica el numerador con numerador y denominador con
denominador.
9) =
Ejemplo:
10) =

Division de fracciones

( 7)(24) 168 3
8/\35 280 5

N

En la divisién se multiplica el numerador de la primera fraccion por el denominador de la segunda fraccién y el producto
se escribe como numerador del resultado, posteriormente se multiplica el denominador de la primera fraccién por el
numerador de la segunda fraccién, cuyo producto es el denominador del resultado.

Ejemplo: efectuamos.

Actividad 3:
Multiplicacion

1) = 2) =

3) = 4) =

5) =

Division

8) = 9) =

n 10) i

23 x33 14
B

19:23- 19 '19

Potenciacidn y radicacion de fracciones

Ejemplo:

- - e

2. Operaciones combinadas con nimeros enteros, racionales y
decimales

Ejemplo 1. Resolvemos los siguientes ejercicios combinados:

Zrs(-)- (-5t

7 27-2 4 35
2es(ZD)-3-
9 18 9 6
7 25 4 35
Slys(Z)-tom
9 18 9 6
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_ 14+125-8-105 _ 139-113 _ 26 _ 13 _ 14
o 18 18 18 9 9
Ejemplo 2: efectuamos
N3 sl RECORDATORIO
_ = _ e / _ 2
( 2) \I27 +0,4+0.2 (1.5) , . . -
Coémo convertir un decimal a fraccién
2
1 2 2 1 3
(922 -0 o
8 3 5 4 2 1 04=—=—
’ ’ 10 5
1 2 2 1 9
=8 3TstzTa 25 1
2. 0,25 = m = Z
_ —15-80+48+60-270
B 120 15 3
1,5=—==
_108-365 _ 257 _ 17 10 2
T 120 120 120
Actividad 4. Resolvemos las siguientes operaciones combinadas:
1) 25 L)’ 21+125— 2) 3\’ 481+02+1/036 (0.5)% = 3)3 9 2,4 34—
36 3 6 7T 2 6 ' T i Jtma et \7z) T

3. Problemas de nimeros racionales aplicados al contexto y la tecnologia

Juan tiene en su celular 1GB de datos moviles, debe enviar 2 archivos de 1/5 de GB cada uno y necesita minimamente
7/10 de GB para pasar sus clases por Zoom, ¢podra cumplir con sus responsabilidades de estudio?, ¢cuantos megas
le sobraran o faltaran? (1GB = 1024 MB).

\°
¥ iREALICEMOS LA VALORACION!

Analicemos la siguiente historia:

HISTORIA DE LAS FRACCIONES
El origen de las fracciones se remonta hace miles de afios cuando los egipcios resolvian
problemas mediante operaciones con fracciones, como la distribucion del pan, el
sistema de construccidn de piramides y el estudio de la tierra. En el siglo VI, los hindues
establecieron las reglas de las operaciones con fracciones. Las reglas que utilizamos en la
actualidad con las fracciones, fueron obra del Mahavira en y Bhaskara.

Como podemos ver, desde tiempos antiguos hubo la necesidad de dividir un entero en
partes iguales. Por ejemplo, cuando compramos pan y lo dividimos en partes iguales.

Respondamos las siguientes preguntas:

¢Quiénes crees que fueron las civilizaciones mas antiguas en resolver sus problemas a través de las fracciones?
¢En qué situaciones de la cotidianidad aplicamos los nimeros racionales?

¢COmo a través de los numeros racionales se desarrolld la ciencia y la tecnologia?

| {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Un grupo de voluntarios tienen como dato que hay 29 nifios en una comunidad alejada, deben llevar solo lo necesario,
ya compraron unos presentes, pero desean invitar algo de comer y pensaron en 2/4 tajadas de manzana, 3/4 de cada
platano, 1/10 de papaya y un vaso de yogurt para cada porcién. Cada botella contiene 8 vasos, entonces ¢ Cuantas frutas
y botellas necesitan para los 29 nifios? ¢ Cuantos trozos les sobraron?
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EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS -
IRRACIONALES Y REALES

[
r

ﬂ iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 5

>

En la clase de matemadtica, medimos el radio de algunos objetos con forma de circulo: del reloj
del curso, de 1 llanta de la bicicleta y de un basurero de forma circular. Con seguridad, obtuvimos
diferentes resultados.

1. En la férmula para calcular el area de una circunferencia utilizamos el nimero m ¢Te
preguntaste por qué se utiliza este numero para las formas circulares?

2. ¢Sabes por qué el valor de 1t no se puede convertir a fracciéon?

" iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Numeros irracionales, son aquellos que no pueden ser expresados como fraccidon y que se caracterizan por poseer
infinitas cifras decimales no periddicas y se representa con la letra “1”.

1. Los numeros irracionales y su clasificacion

Son el conjunto de todos los nimeros que son solucién de alguna ecuacion
polindmica con coeficientes enteros, pero que no puede ser expresado como una
fraccidon de numeros enteros con denominador no nulo.

a) Irracionales algebraicos Ejemplo:

La siguiente ecuacién x2-2=0 despejando x=+/2 tenemos un nimero irracional.
Entonces, un nimero es algebraico irracional, si este es solucidn de un polinomio
de coeficientes enteros, pero que es irreducible en los racionales.

No son solucién de ningun polinomio con coeficientes racionales; provienen de las
llamadas funciones trascendentes (trigonométricas, logaritmicas y exponenciales,
. etc.

b) Irracionales transcendentes )

Ejemplo: e =2,71828182845904...

Actividad 6. Marcamos en el cuaderno, en cada ejercicio con LLA. si es Irracional Algebraico, con L.T. si es Irracional
Transcendente y con R si es nimero racional.

2. Operaciones con nimeros irracionales

Los numeros irracionales son decimales con infinitas cifras por lo tanto las operaciones de suma, resta, multiplicacion y
divisidon para los niUmeros irracionales no son operaciones bien definidas. Sin embargo, debemos tomar en cuenta estas
dos afirmaciones, que siempre son validas:
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Si a es racional y b es irracional, entonces la suma a + b siempre es irracional.

7 . .
5 ++/7 esirracional.

El inverso multiplicativo de un irracional es un nimero
racional.

Sia # 0 es racional y b es irracional, entonces el producto a*b siempre es 5 5vV3 L
oo =~ %3 =222 esirracional.
irracional. 11 11
Asi mismo
Ejemplo:
El inverso aditivo de un numero irracional es un nimero
racional. 1) -b+b=0
2) m+(-m)=0
Ejemplo:

. 1 o1
Tenemos 1ty suinverso es —. entonces m*-—=1
T

Asi mismo el inverso aditivo de un niumero irracional, es un nimero racional.

Ejemplo: —b + b = 0, tenemos el /2 ysuinversoes —/2 ahorasumamos v2 +(—2) =0

Como también el inverso multiplicativo de un irracional, es un nimero racional.

Ejemplo: b * 1-1, tenemos el V3 ysuinverso es i
: pal® NG

. 1 _
ahora multiplicamos V3 * =1

3. Racionalizacion

Es el proceso mediante el cual expresiones que tienen denominador irracional, transforman su denominador en racional.

Se tiene dos casos de racionalizacion:

a 5 5 V3 5V3
—_— —_— =% = —
b+/c V3 V3 V3 3
Cuando el denominador L+V7 147 N7 V7(1+V7) V7 +7
es un monomio. N *ﬁ_ Vis7 7
a
pcm 5 5 V27 s5V22 s5Y4
VB Y@ Uz U 2
\/Ei\/E 3 __3 (75 __ 3(7-V5)
. - V7+V/5  V7+V5  (V7-V5)  (V7+V5)(V7-V5)
Cuando el denominador 6
es un binomio. . _3vY7-3V5 _ 3V7-3V5 _ 3v7-3V5
b V7'~ 75 -
Actividad 7. Racionalizamos los siguientes ejercicios en el cuaderno:
6 8 _ VB _ 9 5 1 V7o 3-35 _
VE= 2= 3= Y&me= dlgs Y9%%gc mes 8E S

4. Numeros reales y su relaciéon de orden

En el conjunto de los nimeros reales existe un orden que queda constatado al representarlos graficamente en la recta

numérica.

[
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Ejemplo:

— =

Donde a < b

5. Propiedades de los nimeros reales

PROPIEDAD EJEMPLO

Tricotomia de nimeros R

a<b 6 a>b 6 a=b 2<3 ; 9>4 ; 5=5
Transitiva

Sia>byb>c <=> g>c¢ 9>4y4>0 <=> 9>
Respecto a la adicion 2<7 <=> 243<7+3

a<b <=> qgtc<btc 5<10

Respecto a la multiplicacién 8§<1l con 3>0 entonces (8)(3)<(11)(3)
a<b con c¢>0 -entonces ac < bc 24 <33

6. Operaciones con los numeros reales

Propiedades de la adicion de nimeros reales.

PROPIEDAD EJEMPLO

1.- Interna: resultado de sumar dos nimeros reales es otro nimero real.
3 +4=13.424777996...
a+beR
4 4
- ] 24D +-=2+(1+=
2.- Asociativa: el modo de agrupar los sumandos no varia el resultado. ( ) 5 ( 5)
4 9
3+ s =2+ s
(a+tb)tc=a+(+c 19 _ 19
5 5
3.- Conmutativa: el orden de los sumandos no varia la suma. ¥5+4+35=35+135
atb=b+a 5,20997 = 5,20997
4.- Elemento neutro: el 0 es el elemento neutro de la suma porque todo
numero sumado con él da el mismo numero. _
etlO=e
at0=a
5.- Elemento opuesto: dos nimeros son opuestos si al sumarlos obtenemos
como resultado el cero. 2 2 0
e-e=10 3 3
El opuesto del opuesto de un nimero es igual al mismo nimero.
~(—V7) =V7
(-p)=¢

Actividad 8. Resolvemos las siguientes sumas aplicando las propiedades estudiadas, en el cuaderno de ejercicios:

44

) r—m= z)(3+2,5)+§=3+(2,5+§) 3)(-0333..)= AHV7+2=2+%7 5)_+0=
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Propiedades de la multiplicacién de los niimeros reales

PROPIEDAD EJEMPLO

1.- Interna: resultado de multiplicar dos numeros reales.

a*be R

(r-10) = 31.4159265359...

2.- Asociativa: el modo de agrupar los factores no varia el resultado. Sia, by
¢ son numeros reales cualesquiera, se cumple que:

(748) 5= 7x(852
*8)x=—=7%*(8x*—
5 ( 5)

3 24
(56) *§= 7*(?)

(a *b)*c=a*(b * ¢ 168 168
5 5
V11 1.1 Vi1
. , k — = — %
3.- Conmutativa: el orden de los factores no varia el producto. 2 2
V11 V11
a*b=b*a — = —
2 2
4.- Elemento neutro: el 1 es el elemento neutro de la multiplicacién porque
todo nimero multiplicado por él da el mismo numero. ¥l =e
a*I=a
5.- Elemento inverso: un nimero es inverso del otro si al multiplicarlos
obtenemos como resultado el elemento unidad. 1 L
nT*x — =
axt ™

a

6.- Distributiva: el producto de un nimero por una suma es igual a la suma
de los productos de dicho nimero por cada uno de los sumandos.

a*(b+c)=a*b+a*c

\/E*(%+3)=(\/E*%)+(\/ﬁ*3)

/15 @Jgﬂgm
7V19 7419
= 7

Actividad 9. Resolvemos los siguientes ejercicios aplicando las propiedades de la multiplicacién e indicamos la propiedad

aplicada, en el cuaderno de ejercicios:

l)f*ézé*ﬁ

2)e*1=1
e

)1 (V7+8)= 4 (3+v2)rL=3x(v2xL)

5)1*§
85

7. Nimeros trascendentes

Los numeros transcendentes no pueden representarse mediante un numero finito de raices libres o anidadas;
provienen de las llamadas funciones trascendentes: trigonométricas, logaritmicas y exponenciales. Como ejemplos mas
representativos de este conjunto numérico tenemos al numero ty al numero e .

8. Problemas aplicados al contexto y la tecnologia

a) Numero Pi (m)

GPS: Calcular el nimero Pi con una alta precision, es necesario, para que la tecnologia
moderna como el GPS funcione en la ubicacién de aviones y barcos, debido a que los
mismos recorren el arco de un circulo en viajes de larga distancia.

[ —
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b) Numero de Euler (e)

CENSO

£

ESTADC PLURINACIONAL DE
L . U A O

Crecimiento exponencial: para este tipo de crecimiento se aplica la siguiente formula:
N=No-et

Esto nos permite precisar cual serd la poblacién "N" en un tiempo "t" a partir de la
poblacidn inicial "No"

c) Numero de Oro (¢)

En la naturaleza y el arte: existen diversos patrones y proporciones que son visibles que
sin darnos cuenta, estdn presentes en el medio ambiente. El nUmero de oro equivale a
1,618034...

Observemos el siguiente video sobre
la aplicabilidad del nimero pi y el
numero de Euler.

Actividad 10. Analizando reflexivamente el contenido de los numeros irracionales y reales, respondemos las
siguientes preguntas y realizamos las actividades mencionadas:

- ¢Crees quésin la utilizacion de numeros irracionales y reales podemos aplicar o desarrollar nuevas tecnologias?
Fundamenta tu respuesta.

- Describimos ¢Qué numero irracional te Ilamo mas la atencién? ¢ Por qué?

- Entu casa o comunidad educativa identifica y menciona alguna aplicacién de los nimeros irracionales.

- ¢éCuadl es la aplicacién del conjunto de los nimeros irracionales y reales?

. {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 11. Realizamos las siguientes actividades:
- Dibuja o recorta en tu cuaderno imagenes de la naturaleza donde se encuentre el nimero de Oro (¢).

- Investigamos otras aplicaciones del nimero “e” y los nimeros trascendentes para socializar con los compaferos
del curso.
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EL ALGEBRA Y SU RELACION CON LAS ACTIVIDADES -

[

-~ DE LA VIDA COTIDIANA

/\‘".'3-;“" P
ﬁ iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!
Actividad 12. En la clase de matemdtica reunimos Objeto Cantidad Vialor B0
los siguientes materiales: > unidades
30 borradores =( 30D
Ubicamos nuestros objetos sobre la balanza il 1b = 1u

buscando diferentes valores e igualdades, que lo
registraremos en nuestros cuadernos.

13 bolsas de yogurt =(13y) 1y =7u

3 bolsas de agua = (3a) la= 15u

¢Qué igualdades, mas puedes encontrar?

Escribe en tu cuaderno, todas las opciones posibles.

52’ | ;CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

b,

1. Nociones bdsicas de algebra

—

El dlgebra es una rama de la matematica que emplea numeros, letras y signos para hacer referencia a las distintas
operaciones aritméticas que se realizan. En la actualidad el algebra como recurso matematico se usa en las relaciones
de estructuras y cantidad. El dlgebra elemental es el mas comuin ya que emplea operaciones aritméticas como la suma,
resta, multiplicacion y division ya que a diferencia de la aritmética, ésta se vale de simbolos como "x", "y" siendo los mas
comunes en lugar de usar nimeros.

2. Expresiones algebraicas y la modelizacion

Ante los problemas que se presentan en la vida cotidiana, es importante plantear un modelo matematico correcto para
buscar una solucién al mismo, para lo cual podemos seguir los siguientes pasos:

1. Se observa el problema.

2. Una vez hecho un analisis e investigacién pasamos a la formulacidn del problema (definir las variables).
3. Se plantea el modelo matematico con expresiones algebraicas.

4. Se busca el algoritmo correcto para solucionar el modelo matematico.

5. Finalmente, la interpretacion de los resultados obtenidos debe ser logicos y coherentes.

Para construir modelos matematicos con base a expresiones algebraicas es importante traducir correctamente el
lenguaje comun al lenguaje algebraico, para ello tenemos algunos ejemplos:

Lenguaje comun Lenguaje algebraico
Un numera par cualguiera e
Un nimero cualquiera aumentadao en siete 27
La diferencia de dos nimeros cualesguiera =y
El doble de un numero excedido en cinco 2r+5

La division de un namero entero entre su antecesor *

e

La mitad de un numero &
]

El cuadrado de un numero *

La semisuma de dos numeros £y




Ejemplo 1:
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Problema

Verdnica guarda Bs 30 en su billetera, para sumar una cuarta parte del dinero que ya
tiene. éCuanto dinero hay en la billetera?

Andlisis e investigacion

Si x es el dinero que tiene en la billetera Bs 30 es la cuarta parte de lo que tiene.

x

Modelo matematico 30 = 2
x=30%

Algoritmo de soluciéon x=120

Interpretacion

La cantidad total es Bs 30 + Bs 120 = Bs 150, es el total que ahora tiene en su billetera.

Ejemplo 2:
Se tiene tres peceras y 56 peces. El tamafio de las peceras es pequeiio, mediano y
grande, siendo la mediana el doble del pequefio y la grande el doble del mediano.
Problema Como no se tiene ninguna preferencia en cuanto al reparto de los peces, se decidio

que en cada pecera haya la cantidad proporcional al tamafio de cada pecera. ¢ Cuantos
peces habra en cada pecera?

Analisis e investigacion

X . . ~
7 es la cantidad de peces que estaran en la pecera pequefia.

x es la cantidad de peces que estaran en la pecera mediana,

2x los peces que estaran en la grande,

Modelo matematico

x
x+§+2x=56

3x + *_ 56 7x =56 * 2 Entonces:
2
= X 16
. 3 6x + x iy 7x =112 22728

Algoritmo de solucion 5= 112
7 = 2(16) = 32
— =256
2 x =16

En la pecera pequefia estaran 8 peces.
Interpretacion En la mediana 16 peces.
En la grande 32 peces.
Actividad 13. En nuestros cuadernos realizamos los siguientes ejercicios:
a) Expresemos las siguientes oraciones en lenguaje algebraico. b) Expresamos los siguientes
términos algebraicos en lenguaje

1) Luis tiene Bs 15 mas que Karen. comun.

2) Un nimero que es la cuarta parte de otro numero.

3) Dos multiplos de tres numeros consecutivos. 1 xy 6)xy —2(x —y)

4) El 35.% de un namero cualquierq. 2)2x+y 7)x(x+ 1)

5) La diferencia del costo de un objeto que cuesta Bs Ay se vende por Bs B.

6) El valor de un lapiz, si 15 lapices cuestan Bs A. 3)m—3n 5 2

7) La edad de José es nueve veces la de Ramiro. 8)vas+b

8) Un numero que representa 16 unidades menos que otro. 4) a4 9) ¢ = a? + b2

9) Un numero que es tres veces mayor que el numero “n”. 2

10) La suma de un nimero mas su quinta parte. 5) E -3 10) x — %4_ 2
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Para expresar y analizar eventos un tanto mas complejo utilizamos un proceso de cuatro pasos denominado modelo
matematico.

Modelaciéon matematica: este proceso trata de traducir a través de expresiones matematicas los fendmenos y problemas
cotidianos. Comprende cuatro etapas, detectar el problema de la vida real, formular el modelo matematico, obtener las
conclusiones a partir de la resolucién del modelo planteado e interpretar las predicciones realizadas y por ultimo validar
lo obtenido. Sin embargo, solo nos centraremos en las dos primeras etapas enfocandonos en la representacion del
problema o evento del cotidiano vivir, como se muestra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1. Tenemos que amurallar un terreno rectangular solo en tres
de sus cuatro lados. Si el drea del terreno es de 180m?, representamos

a través de una expresion la longitud del muro en relacion al lado no
amurallado.

Solucién: como el terreno es rectangular los lados son; “x”y “p”

Por lo tanto: la longitud de los muros es = x + 2y

Ejemplo 2. En un estacionamiento del centro de nuestra ciudad se cobra Bs 10 la primera hora, posteriormente Bs 5 por
cada hora adicional. Representamos a través de una expresidn algebraica la cuota de estacionamiento en relacion al
numero de horas estacionadas.

Solucién: "x" representa nimero de horas.

Hora adicional 5(x-1) Por lo tanto: Cuota de estacionamiento = 10 + 5(x-1) Q

Actividad 14. Para fortalecer la capacidad de abstraccién matematica que desarrollamos, resolvamos
los siguientes problemas propuestos:

I

|

|

h'l

1) Debemos construir un recipiente cilindrico sin tapa con un volumen de 68 1t centimetros cubicos. El :

costo del material usado para la base es el triple que el del material usado para la parte lateral curva. I

P .7 . . ™ - =

Representamos el costo del recipiente en funciéon del radio de la base de dicho cilindro. AR e
r ey

2) Calculamos el drea maxima que puede tener un tridngulo rectangulo tal que la suma de la longitud \_‘/
de sus dos catetos es equivalente a 12 cm.

3) Las paginas de un libro deben medir cada una 600 cm? de area. Sus margenes laterales y el inferior
miden 3 cm. y el superior mide 2 cm. Calculamos las dimensiones de la pagina que nos permitan
obtener la mayor drea de impresién posible. )

4) Debemos construir un depdsito abierto similar a un prisma de base cuadrada con capacidad para
22,5 metros cubicos. Para ello se dispone de una chapa de acero de grosor uniforme. Calcular las
dimensiones del depdsito para que el gasto en chapa sea el menor posible.

5) A partir de una cartulina cuadrada de 60 cm de lado se va a construir una caja de base cuadrada,
sin tapa, a base de recortar cuatro cuadrados iguales en las esquinas de la cartulina y doblando
después de la manera adecuada. Un observador indica que la caja de mas capacidad se obtendra si
los cuadrados eliminados tienen 10 cm. de lado. Decidir si la observacién es correcta o no. (PAU, JUN
2001).

3. Estudio de variables y constantes

Las variables, llamadas también incognitas estan representadas por letras, los cuales pueden tener B
diferentes valores.
Las constantes son numeros los cuales tienen un valor especifico.

Ejemplo: 1
m

Sean 4a, —7x, w, V7, 0.5n, gm—;

3 .
Donde 4,-7,1,0.5,vV7, - son constantes y a,x,m,n son variables

[
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4. Término algebraico 3 !

i
Parte literal |
il

7
1 Coeficiente
1
i

Por lo general el 1 no se anota cuando es coeficiente o exponente, tampoco el signo (+) cuando esta al inicio de una
expresion algebraica, m5 + 6n - mn

Ejemplo 1.

Término Signo Coeficiente Parte literal (base/s) Exponente/s
6x? + 6 X 2
2 2

—Zab* - - ab 1x
3 3
1 1

—— ma1 - = m a-1
5™ 5

Actividad 15. Completamos la tabla en el cuaderno de ejercicios separando los elementos de un término o lo construimos
segun corresponda:

Término Signo Coeficiente Parte literal (base/s) Exponente/s
—12a® a 6
1 a
—X
7 y
3 55
- - 2,3
3 mn
+ 15 a x+1
2(x —y)=m
73
—— m> - 3
5 X

5. Términos semejantes, reduccidn y su aplicacion

Cuando hablamos de semejantes, nos referimos a objetos, eventos o personas,
que tienen caracteristicas en comun, por ejemplo, el uniforme de los estudiantes
que identifiquen a su unidad educativa.

Dos o mas términos son semejantes cuando tienen la misma base y el mismo
exponente.

Ejemplo: a) 3x,—8x,x son semejantes
b - §x2ny52—4’ 3x?"y5z~* son semejantes
¢) —7a*b,—7ab* NO son semejantes

Reduccion de términos semejantes

Para reducir o simplificar expresiones algebrdicas que contengan términos semejantes, debemos sumar o restar sus
coeficientes aplicando la ley de signos y copiamos la parte literal.
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Ejemplo 1. Reducir la siguiente expresién —4ab? + 6ab® — ab3.

—4ab® + 6ab® — ab® = (=4 + 6 — 1)ab® = ab?
Ejemplo 2. Reducir 0,4m?n3 + 2m?n — §m2n3 —0,8m?n + 5m?n®
0,4m?n3 + 2m?n — §m2n3 —0,8m?n + 5m?n3 = §m2n3 +2m?n — §m2n3 - gmzn + 5m?n3

-5 s)mn s (2 2men

6—25+75 10—4
= (55T men® + (55 min

_56_2.3 6 2
=Fpmn’ +omn

Ejemplo3. 9x—-3y+z—-3+12y—-8x—-2z+1—-8y—x

Agrupamos los términos semejantes
9% —-3y+z—-34+12y—-8x—-2z4+1-8y—-x=(9-8—-1Dx+(-3+12-8)y+(1-2)z-3+1
=0x+LDy+(-1z-2
=y—z-2
Actividad 16.

En nuestros cuadernos simplificamos los siguientes ejercicios propuestos:

1) 3x — 5x

2) 8m3n + 9m3n

3) — 14xy* — 3xy* — xy*
4) 6x2%y3z — 6x2%y3z 9) 0,25x + ;y t+z-— %x - %y

2 1 5
7) vz -3y’z—2y’z

8) _ x2ayb + 5x2ya + 7x2ayb _ 2x2ya

5) 12ab — 3ab + 4ab — 9ab

10) 0,5m*~ 1 + 0,2n*2 + 0,8m* ™1 —n¥2 — %mn
6) —x+ty+x+y

6. Clasificacion de expresiones algebraicas y su notacién

Las expresiones algebraicas se clasifican por el nUmero de términos que la componen.

Expresion Tipo Descripcion
—12x3y Monomio Expresllon'algebralca que consta de un
solo término.
1 3 E .z .
2 2 . . xpresion algebraica que consta de dos
—a“b + 3/ 5a’bc o
2 Binomio términos.
B +§ 7y 49 Trinomio Expresidon algebraica que consta de
x zx Y tres términos.
3a3 — 7ab + b3c — 8¢ + 3 Polinomio Cuando la gxpr}espn algebraica consta
de dos 0 mas términos.

7. Grado relativo y absoluto de un monomio y un polinomio
a) Grado de un monomio
- Grado absoluto (G.A.). El grado absoluto de un monomio se determina por la suma de todos los exponentes de sus

variables (bases).
- Grado relativo (G.R.). Es el grado con respecto a cada exponente de las variables.

[
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Ejemplo 1. Determinamos los grados del siguiente monomio: —6x3y>z7 tenemos entonces:

G.A.

3+ 5+ 7 = 15; el monomio es de grado absoluto 15

GR, = 3 conrespecto a x
G.R.={ GR, =5 conrespectoay
GR, = 7 conrespecto a z

Actividad 17. Completa el siguiente cuadro, en el cuaderno de ejercicios:

x%yz3

1
_ gx9y3z11

—xy825

2x%27

3x19y13Z17

b) Grado de un polinomio

- Grado absoluto de un polinomio (G.A.P.). El grado absoluto de un polinomio esta determinado por el término que
tiene mayor grado absoluto.

- Grado relativo de un polinomio (G.R.P.). Este grado estd determinado por el término cuya variable (base) contiene al
mayor exponente.

Ejemplo 1. Determinar los grados del siguiente polinomio P.
2 627 5.,4,3 7,,3,8
P(X:y;z)=§x y2z7 + 5x°y*z3 + 0,4x7y3z

Solucién: como no podemos especificar el grado, debemos realizar el analisis del absoluto y el relativo.

2
G.A. de §x6yzz7 es 6+2+7=15

G.A. de 5x°y*z% es 5+4+3 =12
G.A. de 0,4x7y3z% es 7+3+8=18

G.A.P.=

Por lo tanto: el G.A.P=18

Para el grado relativo, debemos tomar el mayor exponente de cada variable (base).
GR, = 7 con respecto a x

G.R.P.={GRy, =4 conrespectoay
GR, = 8 conrespecto a z

Por tanto: el G.R.P. es con respecto a z, porque tiene el mayor exponente.
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Actividad 18. Completa el siguiente en el cuaderno de ejercicios:

3x2%yz3 + x%y3z27

9
—xy28 + x3y6zll _ 3—2x2y325

x12y772 4xy8 75 — xy855

x27 19_x31 40+x15 15

y y y

x6y222 +xy5 Z9 _ x14—y13Z7

8. Valor numérico

El valor numérico de una expresion algebraica es el nUmero que resulta de sustituir las variables de dicha expresidn por
valores numeéricos y realizar las operaciones indicadas. Una misma expresion algebraica puede tener muchos valores
numeéricos diferentes, en funcion del nimero que se asigne a cada una de las variables de la misma.

Ejemplo 1: Hallamos el valor numérico del siguiente monomio.

5a+6b3
9c

P(a,b,c) = con a=3; b= -2yc=5

Reemplazando los valores dados, tenemos lo siguiente:

_ _5(®)+6(-2)> _ 15-48 _-33 _ 11
P@3,-25) = 9(5) T 45 T 45 15

Ejemplo 2: Hallamos el valor numérico del siguiente polinomio.

x3 5xy? oy
Q(x,y)—7— 3 +Z' con x =2, y—z

Reemplazando los valores dados, tenemos lo siguiente:

Q( 1)2(2)3_5(2)<%)2+ : _(8)_10<%)+ _96-20+3 _79

2,=
2

2 3 2(2) 2 3

+

1
8 24 24

NN
N | ©
w a3

=4 5+
B 6

| =

Actividad 19. Calculamos el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas.

Sia=2;b=5;c=—3;d=—1;f:%

1) 6ab = 2) —adf = 3) 3bc3 —%c3f = 4)2a’—-3bc—7d= 5)4ab+ 3bc- 15d =

6)2d3f = 7Na?-Ib-3c2-2d5= 8) —4(a-b)+2(d-f)= 9 S+I-5=  10) (c+f)’ =

9. Problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Como observamos a lo largo del texto, las matematicas son utilizadas como un lenguaje representativo de los
acontecimientos en nuestro entorno. Analicemos los siguientes ejemplos de aplicacion de lo aprendido:

Ejemplo. Se cuenta solo con una cinta métrica de Sm (Iu=5m), con el cual se mide un terreno rectangular, cuyo largo
es 7u-9myelancho Su+2m ¢Cudles el drea de dicho terreno?

Solucion: Para determinar el area, debemos multiplicar las expresiones y reducir términos semejantes.
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Reemplazando u = 5m Solucion:

Largo: 7u — 9m = 7(5m) — 9m = 35m — 9m = 26m A = (26m)(17m) = 442m? &rea del terreno

Ancho: 3u + 2m = 3(5m) + 2m = 15m + 2m = 17m

Actividad 20. En nuestro cuaderno resolvemos los siguientes ejercicios, posteriormente compartimos los resultados con
los compafieros.

1. Calcular el valor del polinomio E = P(—3); Sabiendo que: P(x) = 4x3 + 6x> +2x —9
2. Calcular el valor del polinomio N = M(—=1); Si M(x) =x?> —2x+1

Resolver los siguientes problemas:

3. El jardin de legumbres de Maria mide x=30m por y=10m, de modo que su drea

esde x'y=300 m?. Ella decide agrandarlo, como se ve en la figura, para que el drea
aumente a A = y(x+z) ¢Cudl sera area después de aumentar z?

X z

4. Un automdvil recorre una distancia d=480 km a una velocidad constante v =80
km/h, es decir no acelera ni desacelera, si la férmula para calcular es t=d/v. éCuél es el tiempo?

5. Se debe calcular la distancia entre dos coordenadas cartesianas P1(2; 3) y P2 (5;7) , por ello, se recurre a calcular
dicha distancia través de la férmula de distancia entre dos puntos.

d= \/(xz —x1)%+ 2 —y1)?

—

iREALICEMOS LA VALORACION!

Férmula de velocidad Férmula de interés simple Regla de tres simple

cr=ce(1+35)

. desplazamiento bx*c
Velocidad = CF = Capital Final x = =>

tiempo
C = Capital Inicial

<!
I

n = Periodo

SR

i = interés

Las férmulas que se observan son algunas de las mas utilizadas en nuestro diario vivir, los datos se van reemplazando
con los que conocemos y otros que los encontramos realizando las operaciones correspondientes.

Ejemplo: cuando alguien estd conduciendo un automovil se aplica la primera formula para calcular el tiempo y
distancia de acuerdo a la velocidad con la que se transita.

El segundo ejemplo cuando nos prestamos dinero con interés de algun familiar, amigo o el banco. Debemos calcular
el monto a devolver.

Y la tercera regla de 3 simple es aplicado a datos proporcionales, cuando conocemos tres datos y desconocemos del
cuarto. Aplicando la formula, obtendremos el dato que falta.

Reflexivamente respondemos las siguientes preguntas:

¢Qué otras aplicaciones del algebra se aplican en nuestro contexto? menciona 5 ejemplos.
¢Cémo aplicamos el lenguaje algebraico en nuestra cotidianidad?

¢Como aportd el algebra en el desarrollo de la ciencia y tecnologia?
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A iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 21. De acuerdo a las formulas observadas anteriormente resolvemos los siguientes problemas:

1) Si José corre a una velocidad de 35 m/min ¢Cudl es la distancia de su casa a su colegio si demora 9 min?

2) Maria le presta a su amiga Bs 5000 con un interés del 20% anual ¢ Cuanto debe cancelar en total su amiga en
2 anos?

3) Si acomodamos a 2 estudiantes por pupitre y en el aula se tiene /6 pupitres éCuantos estudiantes pueden
ingresar?

OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS ENEL -
- DESARROLLO DE LA CIENCIAY LA TECNOLOGIA

ﬂ iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Los comerciantes de un mercado se encuentran vendiendo sus productos en las
calles, ofreciendo, ropa, frutas, verduras, juguetes, zapatos, etc.

Debido al comercio los vecinos del lugar hicieron aprobar la construcciéon de un
mercado donde deben instalarse lo comerciantes.

Actividad 22. Analicemos lo sucedido y respondemos las siguientes preguntas, en el
cuaderno de ejercicios:

1. éLos comerciantes deben ingresar como les guste y al puesto de su preferencia?
2. ¢Como deberian organizarse los representantes de los comerciantes?
3. ¢Como aplicamos nuestros conocimientos algebrdicos para esta distribuciéon?

S’ ' jCONTINUEMOS CON LA TEORIA!
=)

1. Operaciones con expresiones algebraicas

1.1. Adicidn y sustraccion
Adicién y sustraccion de monomios: Se suman o restan los coeficientes y se copia la o las mismas letras y exponentes.

Ejemplo 1. Sumamos los siguientes monomios

a) 3x; —2x,—8x
Solucién: 3x + (—2x) + (—8x) =3x—2x —8x=(3—-2—-8)x = —7x
b) —5x2y25;§x2y25; —x2yz®
s (e 2 20,55 — (g 1 2),2,,5 — (Z18+2) 2 5 _ 16 2 .5
Squcnon.( 5+3 1)x vz —( 6+3)x vz —( 3 )x yz° = ——5x°yz

Actividad 23. En nuestro cuaderno realizamos las siguientes sumas de monomios

7 5
1) —-m; 2m; —3m 4_) xa—l; _3xa—1; 10xa—1 7) 3ab; — Eab; — gabj ab

2) %ab; —%ab; —ab 8) 2720°%; _5z2a%, 7,2a%%,_ 9 207

1 1 1
5) 3mnz@?); —9mnz(4"0); mpz(@H)
9) xya+a; _5xya+a; lxy“+a
5

x2 x2 x2
D052 5i=125 6) 0,75m; —0,25m

10) 2nV*¥tY; —7nV*¥ty; spvxty

Adicidn y sustraccidn de polinomios: Seleccionamos los términos semejantes y aplicamos la suma y resta de monomios
en cada grupo.
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Ejemplo1: Sumamos los siguientes polinomios: 7x% — 4x3 + 3x — 6; —=2x% + 3x3 + 2;3x2 + x3 - 2x + 4

Solucién: 7x2 — 4x3 +3x—6—2x2+3x3+2+3x?2 +x3 - 2x + 4 =8x% +«x
Procedimiento: 7x%2 —2x2 +3x%2 = (7 — 2+ 3)x? = 8x2

“4x3 +3x3+x3=(—4+3+1x3 =
3x—2x=(B-2)x=x

~6+2+4=0

Ejemplo 2: me—z — gy"‘z - l) + (lxm—z + %yn-Z + %)

9 2
1 5 1 1 1 1 5 7 2
Solucién: 2xm-2 _2yn-2_1 1 m-2_ 41 n2_ 1_>2.m-2_ 7 n-2_2
3 PR 532 Tyt TS Y Tty
.. 1 _ 1 — 1 1 _ 5 —
Procedimiento: gxm 2 +oxm 2 = (§+E) xMm2 = gx"‘ 2

Actividad 24. En nuestros cuadernos resolvemos los siguientes ejercicios propuestos:

-

1) Sumar 5x —y +z;13x + 4y — 62

2) Sumar los poligonos — 10a — 6b + 9; 7a + 4b — 3

3) Efectuar (a® — 15a% + 4a) + (6a® + 3a? — 6a + 2)

4) 5m* — n*; 6m3n — m?n? + mn3; —5m* —8m3 n + 2m?n?; —5mn3 + 11n*

5.3 _ 3. 2. 13,7 _ 1 2 _e,3,5 3.2

5) Sumar X 7xy+2y, SXT Xy =2y 5x tIxy oy
3m2alnz 2 P S e A —3m2 + 1 mn — 4n2

6)(4m +ton 8mn)+( omo+on 4mn)+( 3m +5mn 4n)
3,312 2 134321

7) (Sx X 5x+5)+ (2x +4x 3x+2)

8) 4m3x_6m2x—1+4m2x—2.m3x+5m2x—1+m2x—2._5m3x _7m2x—1

7 1— 3 _ _ 1 _ 2 _ _ 5 1- 9 1-
9) _al x__al 2x_a1 3x;__a1 x+_a1 3x+a1 2x;_a1 x+_a1 2x
5 4 10 3 3 2

10) Sumar %ny —gyx +y; _%yBx +y* _gy; _y3% 411y

\ J

1.2. Multiplicacion de expresiones algebraicas
Producto de bases iguales. En la multiplicacion de bases iguales los exponentes se suman.

am * gh = gm*n

Producto de monomios: Primero se anota el signo correspondiente de acuerdo a la regla de signos, posteriormente se
56 multiplican los coeficientes y en la parte literal se aplica la ley de bases iguales.

. . 1 3
Ejemplo 1. Multiplicamos - Emzns; gman; —2ab
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Solucién: (—%mzns) (gmzns) (=2ab) = <—% X g X (—2)) m?t2n5+Sgp = §x5y27
Ejemplo 2. Multiplicamos (2x3™~2y2M)(—7x2m~1y3m)

Solucion: (2x3m—2y2m)(_7x2m—1y3m) — _14x3m—2+(2m—1)y2m+3m — _14x5m—3y5m

Actividad 25. Multiplicamos los siguientes monomios, en el cuaderno de ejercicios.

1) (7x)(—4x) 7) (—mnp) (mnp) 12) (_2x2a—5y4a+1)(_3x4a+1y5a—7)
2) (5x3y32) (7x°y®z2) .
_ 6 3x-2}3x _ 3 o x+1p,.x-1
3) (—8a’c*)(3a?b?c?) 8 (—%mn) (—§m3np) 13)( 78 "h C)( @ be )
1 X— X +3x —3X
T 1 (-2 o
10) (0,12x%y*)(0,5xy?) 15) (5x3y) (=3x%y) 2x°y*)(=7y?)

5) (=11m°n)(—=7m3n?)
11) (7a3x+4-b3x)(_5ax—3b3)

6) (6a°h8c?) (— § a3b)

Producto de un polinomio por un monomio. Se debe multiplicar cada término del polinomio por el monomio o viceversa,
como se muestra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1. Hallamos el producto de (3x*y3 — 5x3y?z + 2xz%)(—2x%y)

Solucién: multiplicamos los términos del polinomio por el monomio.
= (3x*y® — 5x3y2z + 2xz*)(—2x%y) = (Bx*y3)(=2x%y) + (=5x3y?2)(—2x°y) + (2xz*)(—2x°y)
= —6x%y* + 10x8y3z — 4x5yz*

3 5 7 3
Ejemplo 2. <§ x42 — §xa_3 + Zxa“*) (— ;xa”)

Solucién: multiplicamos los términos del polinomio por el monomio.

(Exa—z _5ya-3 4 Zxa—4-) (_ Exa+2) _ (Exa—z) (_ ixa+2) + (_ Exa—s) (_ ixa+2) + (Zxa—4) (_ ixa+2)
2 3 4 7 2 7 3 7 4 7

(s (S (e

9 5 —
=__x2a+_x2a 1_
14 7

3 —
_x2a 2
4

Actividad 26. En nuestros cuadernos resolvemos las siguientes multiplicaciones de polinomios:

D) (-72)(=3x = 22) 6) (5x%y%) (2235 — 3%y — 553)

2) (¥*y%z) (—gxPyPz? + 7x%y%z) 7) (Baty —Lxy? ~1) (<222y7)

3) (—30%?) (70?3 - 2a*p3c7) 8) (3x%y%z) (Tx0yz% — 2yz% + 4xy)

4) (Zabe) (~2abe —2¢5) 9) (8ab) (Sa*b¥~1 + L a¥2p3r74)

5) (15m*n3 — 11m3n)(-mn?) 10) (=5mont) (Gme 7t =m0t = SmS¥n)

[
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Producto de un polinomio por un polinomio

El producto de polinomios se obtiene multiplicando cada término del primer polinomio por el segundo y reduciendo
luego, los términos semejantes. De este modo obtenemos el polinomio resultante.

Ejemplo 1: Multiplicamos (3x2-2x-2)(5x-5x%-7)

Solucion: 3x2 —2x -2
X —5x%2+5x—7
—15x% 4+ 10x3 + 10x2
15x3 — 10x?% — 10x
—21x2 + 14x + 14

—15x* + 25x3 — 21x%2 + 4x + 14

Ejemplo 2: (; —4ab + = b2) ( a— —b)

Solucidn: Estos polinomios podemos ordenarlos de manera horizontal.

(Ga? - 4ab+2b?)(Ga—2b) =2a® - 2a2b + 2ab? — Za?b +2ab? - 23
2 3 6% T3 9 10 5 15

=2ad+(-3-2) b+ (G+3)ar? - Lp* =203 - Za?b + Zab? - Zp?

Ejemplo 3: Efectuamos (3x%+2 + 4x 9+l — x@~1 — xa=2)(xa+2 — 352 — xa-1)

Solucion: Ordenamos los polinomios en forma general y realizamos el procedimiento anterior.

3xa+2 + 4xa+1 _ xa—l _ xa—Z

X xa+2 —3x% — xa—l
3x2a+4 + 4x2a+3 _ x2a+1 _ x2a
_9x2a+2 _ 12x2a+1 + 3x2a—1 + 3x2a—2
_3x2a+1 _ 4x2a + xZa—Z + xa—3

3x2a+4- + 4x2a+3 — 9x2a+2 — 16x2a+1 — 5x2a + 3x2a—1 + 4_x2a—2 + xa—3

Actividad 27. En nuestros cuadernos realizamos la multiplicacidn de los siguientes polinomios:

~

1) (7x3 + 5x%2 — x)(3x — 4x? — 4x3)
2) (6a°b8c? —8a’c*) (—%a?’b - 3a2b2c3)

2 1 1 3 1
(— a®—-a? ——a) (——0L2 +—a)
3 2 3 5 3

3)
4) (mSn — 4m*n? — 5m3n3 — 7m?n*)(6mn + 2)
5) (6a%b +9a%h? — 3ab%) (—a® —2a’b — 2ab?)

3 2 1 1 3 1
6) (—Emn —sm?n? - Em3n3) (Em3n3 +om?n? + Emn)

7) (3a**b* — 4a3*b3 — 7a?*b? — 5a*b)(a3*b? — 2a**b + 5a*)

2a+1,,3b+1 2a+2,,3b+2) (1..a+1,,b+1 _ 1 _a+2.,b+2
8) (—2x2a+ly3b+l — 5x2042y3b+2) (Zyatlybtl _ Lyat2ybiz)

9) (%m2 —gmn —gnz) (3m2 +%mn —gnz)

10) Gaz +§a—§) @a“ — 2a3 + 3a? +a)
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1.3. Division de monomios y polinomios

Division de bases iguales: en la divisidn de bases iguales se copia la misma base y se restan los exponentes.

am

— am—n

an

Division entre monomios: para dividir monomios, primero debemos dividir los coeficientes y luego aplicamos la ley de
division de bases iguales a las variables, siempre y cuando sean las mismas, caso contrario se mantienen.

Ejemplo 1. Dividimos —8x°yz3 entre 2x3y?z3

, —8x5yz3 _ 5 a_ _ 4x2
lucién: =—45312Z33=—42 1Z0=__
Solucié 528 x>y Xy 5
Ejemplo 2. Dividimos —9a*b7c> entre —15a~2b3¢ !
y —9a*b’c’ =9\ 4—(-2)37-3,.5-(-1) — 3 4+234,.5+1 _ 3 6p4 .6
Solucion: m—(_—ls)a b c —Ea b*c —Ea b*c
Ejemplo 3. Dividimos —10x2"~1y"*4z4 entre 2x™+2y3n+3,—n
Solucion:
Z10?M Iy Az 10 2n-1-(n42), nta—(3n43) y4—(-1) — _§y2n-1-n-2,n+4-3n-34+n — _ 5 yn-3y-2n+1,4+n
2xnt2ysntscon T ) y = y = y

Actividad 28. En nuestro cuaderno de ejercicios resolvemos las siguientes divisiones de monomios:

1 5x8y7z —11m5n 7) O,4xyzz +0,2xyz
) x5y ) mims
8) (7a%*b*) + (—5a3b?)
7y ZBalbet 5) (6a°b%?) + (—>a%bc)
12a2b?c3 9) (_3x9ay7a) - (_3x4ay5a)
2 4 3
3) % 6) (_;mn) - (_Em3np) 10) (_§a3x—2b3xc) i (_1_31ax+1bcx—1)

Division de un polinomio entre un monomio: cuando se presente este caso debemos dividir cada término del polinomio
entre el monomio, como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Dividimos la siguiente expresion: 21x8y%z — 9xOy*z? + 3x*y?
—3x2yz

Solucidn: dividimos cada término del polinomio entre el monomio
21x8v67  Oxby4z2  3yky2 x4-2y2-1 X2
y y Yoo _ 7x8-2y6=1 } 3x6-24-1,2-1 _ y = 7x5y5 + 3xty3z — Zy

—3x%2yz —3x2yz —3x%yz

Ejemplo 2. Calculamos el cociente de: 3x2m-1 — 7x3m=2 _ 1gxMm*1
me—Z

Solucidn: dividimos cada término del polinomio entre el monomio

3x2m—1 _ 7x3m—2 _ 16xm+1 3x2m—1 7x3m—2 16xm

zxm—z = me—z - zxm—z _me—Z
3, 7
="y m—-1-(m-2) _ Ex3m—2—(m—2) _ 8xm—(m—2)
2
3

— Exm+1 _ ;me _ 8x2
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Actividad 29. Realizamos las siguientes divisiones de polinomios entre monomios en nuestro cuaderno de ejercicios.

1) (=3x — 2x?) + (=7x) 6) (Zx%yé —3x3y — 5y§) + (5x3y3)

2) (—§x2y222 + 6x5yﬁz) + (x3y32) 7) (%x4y3 _ %xy3 _ %) - (—%x2y7)

3) (7a6b2c3 - §a4b3c7) + (—§a3c2) 8) (lz_sxeyz3 _ gyz3 + 4xy) - Gxgyzz)
4) (7abc — 205) + G abc) 9) (g a*h3v-1 4 12_1ax—2b3y—4) + (8ab)

5) (4m3n3 — 3m3n) = (—m3n3
) ( )+ ( ) 10) G MOXHT X _ g 3x+apx—1 _ %men) - (_;manél—)

Division de un polinomio entre otro polinomio

Para dividir polinomios, debemos observar el orden de los términos segun el exponente de la base y si falta un término
lo completamos con un cero.
Método Clasico
. L 3
Ejemplo 1. Efectuamos la divisién de 4a? — 7a + > entre 2a — 3

Solucion: Expresamos en forma de division

3 Anotamos en el cociente 2a y multiplicamos por el divisor
4q% — 7a + > 2a -3 y P P
—44d® + 6a 1 (2a)(2a) = 4a?, pero al pasar a restar se registra con signo contrario. —4a?.
EE—— 2a —=
3 . . .
0 —a+ 2 2 Luego multiplicamos (2a)(—3) = —6a, pero pasa a restar con signo contrario 6a.
3 1
a— 5 Posteriormente realizamos la misma operacién con -3
0

. 1
Por lo tanto: el cociente es: 2a — > Y elresto 0

Ejemplo 2. Dividimos —3x + 2x* —x2 —lentrex + x> + 1

Solucién: debemos ordenar tanto el dividendo como el divisor de forma decreciente respecto a los exponentes.

2x* 0 —x?-3x—-8 x2+x+1 Por lo tanto: el cociente es: 2x2-2x-1 vy el

—2x%* — 2x3 — 2x?2 2x2 —2x — 1 resto es -7
0 —2x3—3x?-3x
2x3 + 2x% + 2x

0 —x* —x -8
x* 4+x 41
-7

Actividad 30. En nuestro cuaderno de ejercicios dividimos los siguientes polinomios.

1) 15x%—xy-28y* 5 3a*-9a%-40 5a*-9a3-23a2+36a+12
5x-7y ) aZ-8 8) aZ—4
2 2 4 3_ 2_
g) X -3lxytizy 12a* — 36a® — 29a? + 38a + 14 ) i
x—4y 6) 242 —54—6 3a2-2

10x*-41x3y+9x2y2+38xy3+14y*

10)
2_ _2p2 2x-7
3) 12a”—5ab—2b a*+2a%+5a+3 g
4a+b 7) az-3a+6

&) 18a*-21a?b?-15b*
6a2+3b2
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Método de Horner

Este método nos permite dividir polinomios a través de las operaciones con sus coeficientes, por ejemplo:

Dividimos los siguientes polinomios P(x) + E (x) donde: P(x) = 2x° 4+ x3 —3x+ 1y E(x) = x3 —2x + 2

1ro. Silos polinomios no tienen todos los términos en relacion al exponente de su variable, debemos completar con ceros
ambos polinomios. Posteriormente ubicamos los coeficientes:

P(x) =2x°+0x*+x3+0x2 - 3x + 1 E(x) = x3 + 0x% — 2x + 2

Colocamos una linea divisora punteada en los coeficientes de P(x), para ello contamos de derecha a izquierda la misma
cantidad de columnas que el exponente del divisor, que en este caso es 3.

Cociente de P(x)

|

1 2 0 1 0 -3 1

L \ )\ )
| 1

Coeficiente de E(x) con signo
cambiado a partir del segundo

término.

Coeficiente ¢g(x) w [ Coeficiente r(x)

|

2do. Dividimos el primer coeficiente del dividendo por el primer coeficiente del divisor y anotamos el resultado en la
parte inferior g(x) sobre la misma columna, posteriormente multiplicamos el resultado por los demas coeficientes del
divisor y anotamos los resultados sobre cada columna.

H J
~ ofje
b

le_

[Eny

o

W

=

[ 21=2] [0+0-0]

3er. Repetimos el procedimiento anterior, sumando 0+0y el resultado lo dividimos con 1, el resultado se anota en q(x),
y luego se multiplica este nimero por los coeficientes del divisor.

+ +

1 2 0 m 0o -3 1
0 o| [-4] 4
-2 o |o 0 0
2 =
2 0

4to. Nuevamente realizamos el mismo procedimiento, ahora sumamos 1 + (-4) + 0 = -3, el resultado lo dividimos entre 1
y anotamos el resultado en q(x). posteriormente multiplicamos el resultado por los coeficientes del divisor.

[
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¥ + o+ o+

1 2 L;W :W 0 3 1

0 QJ -4 4

2 0 0 0

2 ! - 0 6 6
2 0 3 L4l

Por lo tanto, tenemos que cociente ¢(x) y resto 7(x) son:
q(x) =2x>+0x—3=2x%>-3
r(x) =4x*+3x—5
Método de divisiones sucesivas (Ruffini)

La regla de Ruffini es un método particular que permite determinar el cociente y el resto de la divisién de un polinomio
por un binomio de la forma x=+a.

Divisor | Dividendo Término
independiente

Cociente resto

Analicemos los pasos a través de un ejemplo:

Ejemplo 1. Determinamos el cociente de: (6x3-3x + 4) + (x-2)

1ro. Ordenamos en forma decreciente en relacién al exponente del dividendo y se anotan en orden sus coeficientes.
Si en el polinomio del dividendo faltan términos, se completa con ceros. Debajo, y desplazado a la izquierda, el divisor
es el término independiente 2 con signo contrario. El primer coeficiente del cociente es igual al primer coeficiente del
dividendo; por lo cual, bajamos el numero 6.

. |
s i

«—

2do. Se multiplica el divisor por el primer valor del cociente y se anota el producto debajo del segundo dividendo. Luego
sumamos o restamos lo valores del segundo término.

6 0 -3 | 4
12 ?

>
T 6— 12 |

3er. Sumamos 0+12=12 y multiplicamos el divisor con el resultado.

2

6 0 -3 g 4
2 12 524

| 6 ——»12

4to. Luego de sumar -3+24=21 se multiplica el divisor por el resultado.

6 0 -3 | 4
2 12 24 42
G 27— 21 46
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5to. Se expresa el cociente en forma de polinomio y se identifica el resto. Actividad 31.
6x3-3x4+4 Resolver por la regla de Ruffini:
S =6x%2+12x + 21
x-2 1) (x* —x*—9x —15) = (x — 3)
P(x) = 6x2 + 12x + 21 2) (2x® +3x* —3x3 —5x2 —3x + 1) = (x + 2)

3) (—2x* +4x* + 3x* —5) = (x —3)
4 (x° +4x* +5x+2) = (x+ 1)

5) (a* —3a®* —7a* —3a—5)+(a—75)
6) (3m° +9) =+ (m—2)

Resto = 46

Ejemplo 2. Hallar el cociente y el resto de (9x* — 2x3 —x —2) + (3x-2)

Solucion: aplicamos los pasos del anterior ejemplo. 7)(—3x* +2x2 —Tx) = (x — 2)
8) (x* —7x* +4x? +18) + (x +3)
3"_2:02 K _62 g _12 IZ o) (x* —3x? —5) + (x + 4)
3 l 3 9 27 10)(3x"‘+2x3+1)+(x+%)
9 4 8 7 40
3 9 27

8 7 40
Por lo tanto, Cociente = 9x3 + 4x? + 3% + 5 el Resto=— ~

1.4. Teorema del resto

Este teorema nos permite calcular el resto o residuo de la divisién de un polinomio P(x) por otro polinomio Q(x) de
primer grado y de la forma x-a, donde el resto es r(a).

Ejemplo 1: dividir P(x) = —3x*+4x2 -5 y Q(x)=x-—2
Solucidn: Igualamos a cero el divisor y despejamos x
x—2=0 entonces x=2
Remplazando el valor de x, tenemos  P(2) = —3(2)* + 4(2)? — 5 = —3(16) + 4(4) — 5 = —37
Por lo tanto, el resto es —37

Ejemplo 2: dividir P(x) = 2x3 — 3x + 6 entre Q(x) = 3x — 2

Solucion: igualamos a cero el divisor y despejamos x

2
3x—2=0 entonces X = 3

3
Remplazando el valor de x, tenemos P (g) =2 (E) -3 (3) +6= % —24+6= 14

Por lo tanto, el resto es 124/27

Actividad 32. En nuestro cuaderno determinamos el resto de los siguientes polinomios.

1) (2x3 —9x — 15) = (x — 2) 4) (x*—4x3+5x+2)+ (3x +2)
2) (4x3 —x2—3x+1)+ (x+2) 5) (4a® —3a—5) + (2a—75)

4 3 2 _ - —_
3) Bx* +4x” +x°=5) = (7Tx =7) 6) (3m*+6m3 + 4m? + 2m — 1) + 2m — 1)

2. Operaciones algebraicas combinadas

Para resolver operaciones combinadas con fracciones y expresiones algebraicas, se debe tomar en cuenta las siguientes
consideraciones:

[
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1ro. Si se tiene signos de agrupacién debemos suprimir los mismos y después efectiamos el resto de las operaciones.

2do. Si no existen signos de agrupacion, debemos resolver primero las multiplicaciones y las divisiones, posteriormente
las sumas vy las restas.

Observemos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1. Simplificamos la siguiente expresion.

2 a+3 2@-—-1
Lat3_2a-1)

3 2 5

Solucién: Hallamos el m.c.m. de los denominadores y aplicamos procedimientos de suma y resta de fracciones.

20+15(a+3)—12(a—1) 20+ 15a+45—-12a+12 3a+77
30 B 30 T30

Ejemplo 2. Simplificamos la siguiente expresion:

Solucidn: Calculamos el comun denominador y posteriormente realizamos las operaciones.

x+2 x+2+2(x—-1

x—112_ x_g )=x+2+2x—2=x+2x
x+2_1 x+2-1x-1) x+2-x+1 3
x—1 x—1

Actividad 33. En nuestro cuaderno resolvemos los siguientes ejercicios.

1+x+1—x 1—x+1
1) 2x + 3x — 11)(7x — 15+ 7) 5) & 2 _ Hltx ~_
1-x 1-x 1—x_1
2) (2m® — 5m? — 6m) + (15m — 11m) 2 4 1+x
3a 6a a
3 = =4 = X X
4)2x+5+6x—7 x 1+ x" . S+1
4 3 6 1_1—x 1_1
X X

3. Problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Gran parte de los problemas de la vida cotidiana estan expresados en forma de expresiones algebraicas los cuales son
resueltos siguiendo los pasos que corresponde y aplicados a diferentes situaciones y contextos.

Ejemplo. Un club deportivo después de gestionar donaciones con algunas instituciones para la compra de poleras, logro
reunir 4x?+4x del cual se destind Bs 20 para transporte. Comprando por mayor se rebajo Bs 3, siendo x el precio de
cada polera (x=50 Bs), respondemos las siguientes preguntas:

n a) éCuanto de dinero se logré reunir? b) ¢ Cuantas poleras compraron? c) éLes sobro dinero?

Solucion: Sumamos la cantidad recaudada, restamos el pasaje y el sobrante dividimos entre el precio de las poleras.
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4x®+ 4x—20 |l x—3 Reemplazando x=50

A2
—4x2 4+ 12x 4x + 16 4(50)%+ 4(50)-20 =10180

lox — 20 Costo de 1 polera con la rebaja
—16x + 48 x-3 =47
28 Cantidad de poleras adquiridas

4(50)+16 = 216

Respuesta:

a) Total Bs 10200
b) 216 poleras
c) Si, Bs 28

Actividad 34. En nuestro cuaderno resolvemos los siguientes problemas:

1. Se desea calcular el volumen de una piscina de base rectangular cuyas dimensiones longitudinales son: 2x-4 de largo,

5x+2 de anchoy 6x+1 de altura. ¢Cudl es el volumen de la piscina?

2. Debemos cargar gasolina en botellas plasticas de capacidad x-y litros, y tenemos 4x?-7xy+3 )~ litros.

éCuantas botellas pldsticas se necesitan?

3. Debemos pintar la fachada frontal de una tienda cuyas dimensiones se observa en la imagen.

¢Cudl es el area total que se debe pintar?
Tomemos en cuenta que no se pintara la ventana y la puerta de persiana metalica.

2x+2
]
x+1
lo— X+1 — 4x+4
EEGe——— Ix+4
3Ix+3 e e
.= —
fsear—a
S y———
R = = 2x+2
2x+1 Plx*l

4. Encontrar el drea y perimetro de una cancha de futbol que tiene de largo igual a /2x+6 y ancho igual 7x-4.

5. Cada semana, un jardin cuya forma es cuadrada, es podado solo por los alrededores. El resto del jardin se mantiene sin
podar para que los animales se refugien en él. El jardin mide b metros por b metros y la franja podada es de x metros de

ancho. Representar el problema en expresiones algebraicas y graficar.

N\

jREALICEMOS LA VALORACION!

En el mundo existen términos y valores que son iguales o semejantes, el estudio de las ciencias exactas, los simbolos y
valores los cuales son comprendidos de la misma forma en casi todo el mundo, ejemplo los simbolos de las operaciones

matematicas, entre otros.

Actualmente con el incremento del uso de la tecnologia, muchos de los términos usados son iguales o semejantes,

veamos algunos ejemplos y completamos la tabla con otros que conozcamos:

[
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GLOSARIO DE TERMINOS UTILIZADOS EN LAS TICs

Android: Conjunto de herramientas y aplicaciones para teléfonos | Chip: Circuito integrado (Cl)
moviles.

Antivirus: Aplicaciones dedicadas a la prevencion, busqueda, | Hacker: Experto en informatica capaz de de entrar en sistemas
deteccion y eliminacion de programas malignos en sistemas | cuyo acceso es restringido.
informaticos.

Aplicacién: Programa disefiado para una determinada funcién,
como los procesadores de texto o las

plantillas de célculo.

Avatar: Los avatares pueden ser fotografias o dibujos, e incluso
algunas tecnologias permiten el uso de representaciones en 3D.

Actividad 35. Analicemos y reflexionemos para responder las siguientes preguntas:

1. éPor qué es importante las operaciones algebraicas en la resolucién de problemas del contexto?
2. ¢Como influye la aplicacion del lenguaje algebraico en el desarrollo tecnolégico?

Actividad 36. Realicemos las siguientes actividades:
1. Debemos calcular el area de cada dependencia en el plano. Para ello
realizamos las siguientes operaciones: (figura 2)

a) Areadelacocina  A=9mx5m=45m?
b) Area del bafio A=10m*x6m=60m?
c) Areadel armario  A=5mx6m=30m?

d) Area del dormitorio: Para calcular el drea del dormitorio debemos
restar 6 m alos 16 m que es la longitud total de uno de los lados del lote.

|~—‘|Um—'-‘ 5m |-

31m

A=9m x(16m-6m)
A=9m x10m=90m?>

e) Area del comedor: para calcular el drea del comedor debemos restar
del area total el area de las demas dependencias.

A=(31mx16m)-(45m>+60m>+30m>+90m? )
A=496m>-225m?
A=271m?

Figura 2

2. Elabora una maqueta escala tomando como datos las areas de los
diferentes ambientes de la figura 2.
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ECUACIONES DE PRIMER GRADO EN LA COMUNIDAD

[

o

éﬁ}i {INICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 37. Analicemos el siguiente problema y respondemos las preguntas planteadas:
Gabriel le pregunta a Josué la edad de sus padres, y él responde de la siguiente forma: mi
mama es menor por 4 afios que mi padre y la mitad de la edad de mi mama es 19.

1. ¢Como puedes plantear este problema en tu cuaderno?
2. éCudl es la edad de los papas de Josué?

S | jCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Definicidn de igualdad, identidad y ecuaciones
Igualdad, es la expresidn de equivalencia de dos cantidades numéricas o literales.
Identidad, es unaigualdad de expresiones algebraicas que es cierta siempre, para cualquier valor que tomen las variables.

Ejemplo:
a) (x+5((x—-5)=x?-25

b)  5x(3x —2) = 15x% — 10x

Ecuacion es una igualdad que sélo es cierta para determinados valores de la variable que se denominan soluciones de
la ecuacion.

6x—3=—x+4+11 siysolosi x=2
x?—=3x=x+5 siysolosi x; =5, x, = -1
Lo que cambia de lugar pasa con signo u operacion contraria.

- Lasuma pasa al otro miembro como resta, y viceversa.
- La multiplicacion pasa al otro miembro a dividir y viceversa.
- La potencia pasa al otro miembro como raiz y viceversa.

2. Definicion de ecuaciones de primer grado

Una ecuacién de primer grado o ecuacion lineal es una igualdad algebraica cuya potencia es equivalente uno, pudiendo
contener una, dos o mas incégnitas.

Las ecuaciones de primer grado con una incégnita poseen laforma: ax+b=10
Con aybER yxlaincognita

3. Elementos de una ecuacion

En una ecuacion se pueden distinguir varios elementos:

Incégnita. Es la letra que aparece en la ecuacion.

Términos. Cada uno de los sumandos que componen los miembros de la ecuacion.
Miembro. Es cada una de las dos expresiones algebraicas separadas por el signo "=".
Grado. Es el mayor de los exponentes de las incégnitas.

Donde:
Primer miembro  Segundo miembro X es la incognita

"\ ,_H S5x,4x términos dependientes

5x —7=4x+ 3 -7,3 términos independientes
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Actividad 38 4. Resolucion de ecuaciones

Regla de transposicion de términos en la ecuacidon, consiste en pasar todos los

términos con las “x”" a un lado de los miembros y los términos independientes al otro
miembro.

Resuelvemos las siguientes
ecuaciones y realiza |Ia
verificacién correspondiente.

Verificacion de la solucidon es aplicar valor numérico, reemplazar las variables con el

1) 3x+1=6x-8

valor encontrado.

2) 7x+8=5x+6

3) 15-2x=3x+10
4) 2(x—-5)=3x—-17

5)  20=2x—(10—4x)

Ejemplo 1.
4x—-7=3x+5
4x —3x=7+5

x=12

Verificacién
4(12) =7 =3(12)+5
48—7=36+5
41 =41

Ejemplo 2.

Verificacion

6) 10—9x=4(x—4)
8x+4—2x=2-2x—-6 8(-1)+4-2(-1)=2-2(-1)-6
7) 5x+3=2x+5
8x—2x+2x=2—-4—-6 —-8+4+4+2=24+2-6

8) 4x+6=4+10x

8x = -8 2 =2
9 Z-I=x-11 _g
X =—
3x 8
]0) 7+1=X+2
x=-1

5. Aplicacion de ecuaciones en la resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Ejemplo 1.
Si un numero aumentado en 3 unidades es igual al doble de dicho numero, el nimero aumentado en 5 unidades écuanto
sera?
Solucion: Planteamiento de la ecuacion
Analicemos los datos x+3 =2x
Sea el nimero 3 =2x-x
Un numero aumentado en 3 unidades: x+3 3=x
Doble de dicho nimero: 2x
Por tanto, el nimero aumentado en 5 unidades: x+5=3+5=8
Ejemplo 2.

Julieta tiene 16 afios y sus dos hermanos pequefios tienen 2 y 3 afios. éCuantos afios han de pasar para que el doble de
la suma de las edades de los hermanos de Carmen sea la misma que la que tiene ella?

Solucioén:

Analicemos los datos

Xx= afnos que tienen que pasar

Cuando pasen esos afios los hermanos tendran:
2+x el menor y 3+x el mayor.

La edad de Julieta sera 16+x.

Interpretacion. Es decir, tienen que pasar 2 afios.

Planteamiento de la ecuacion
2[2+x)+ B +x) =16 +x|
2(2x+5)=16+x
4x+10 =16 +x
4x —x=16—-10

3x=6
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Actividad 39. En el cuaderno de ejercicios resolvemos los siguientes problemas con ecuaciones.

1) i Cudles son las medidas de la base y la altura de un rectangulo cuyo perimetro es 150 cm,
si su base es el doble de su altura?

2) Maria enviara por correo tres paquetes A, By C. La oficina de correo cobra por peso, y se
sabe que el paquete A pesa cinco gramos menos que el B, y el C pesa diez gramos mas que A.
Si los tres paquetes juntos pesan 32 gramos, écuanto pesa cada paquete?

3) Se compraron 9 materiales de escritorio entre laminas y lapices. El precio de una lamina es
Bs 4 y el de un lapiz Bs 2. Si se gastaron Bs 26, ¢ cuantas laminas y lapices se comprd?

4) Hallar tres nimeros consecutivos pares que sumados sea igual a 24.

5) Si la edad de Susana es el triple que la de Paola y dentro de 10 afios sera el doble, écual es
la edad actual de Susanay Paola?

En la vida diaria se nos presentan problemas con datos que no conocemos y hacemos varias operaciones mentales
para encontrar esa informacion, pero aplicando ecuaciones podemos encontrar datos exactos y de forma mds rapida y
sencilla. Por ejemplo, cuando compramos unas bolsas de galletas y refrescos, y nos cobran un monto econémico y solo
sabemos que el refresco es el doble de las galletas.

Actividad 40. Respondemos de manera reflexiva las siguientes preguntas:

¢Cémo aplicamos la resolucidon de ecuaciones de primer grado en la cotidianidad?
éPor qué es importante resolver ecuaciones de primer grado?

| iEs HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 41. Realicemos las siguientes actividades:
- Investiguemos problemas del contexto y la tecnologia que se resuelven con ecuaciones de primer grado.
- Elaboramos un modelo matematico para dar solucion a los problemas investigados

INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA Y SU APLICACION -
EN EL CALCULO DE DISTANCIAS

1
s
iV

gr% ' } iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Si observamos las gradas estan construidas sobre una recta horizontal y vertical que forman
un angulo recto. Vamos a observar la forma de los tridngulos que estan debajo de las gradas,
registraremos los datos en un cuaderno y analizaremos los datos obtenidos (medida de
angulos y lados).

Si ya pudiste observar o hacer memoria, casi todas las gradas estan construidas sobre un
triangulo rectangulo.

Actividad 42. Respondemos las siguientes preguntas:
1. ¢Sera que todas las gradas se construyen sobre una recta vertical y horizontal?, épor qué?
2. ¢Existen otros modelos de escalera que ofrecen mayor resistencia a la gravedad?

?" jCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

L,

Trigonometria. Es una rama de las matematicas cuyo propésito es el estudio de la relacién entre los lados y angulos de a
un triangulo rectangulo.

La palabra TRIGONOMETRIA estd compuesta de dos términos griegos “trigonon” significa tridngulo y “metron” medir.
Relaciona los lados de un tridngulo con sus angulos.
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TRI: Tres
GONO: Angulo
METRIA: Medida

1. Triangulos y su clasificacion

Partes de un triangulo

- Lados (a, b, c)
- Altura (h)
- Vértices (A, B, C)

- Angulos (a, 8,7)

TRIANGULOS SEGUN SUS LADOS

Escaleno

Equilatero

A
A
8 3 c

Todos sus lados son iguales
a=b=c

Rectangulo

(04
a
b
A c B
Uno de sus angulos es igual a 90°
A=90°

Isésceles
A
¢ b
B - c
Dos lados son iguales
b=c

TRIANGULOS SEGUN SUS ANGULOS

Acutangulo

Todos sus angulos son menos de 90°

a,B,y <90°

Todos sus lados son diferentes
azb#c

Obtusangulo

Cc

Uno de sus angulos es mayor a 90°
B>90°

Actividad 43. Observemos los graficos e indicamos que clase de tridngulos son, de acuerdo a sus lados o angulos.

1) 2)

3) 4)

3x
2

0
60 60°

5)

70% 4.cm

1em

6)

on 2em
2 om
O
100°
40°0
Ak

8) Grafica un tridngulo | 9) Grafica

rectangulo

oblicuangulo

un triangulo | 10) Grafica un triangulo

isosceles
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2. Suma de angulos internos de un triangulo cualquiera

La suma de los angulos de cualquier triangulo es siempre 180°.

75
100° 30°
60°
40°

40° 45°

o 60°

40° +40° + 100° = 180° 90° +30° + 60° = 180° 45° +75° + 60° = 180°

Actividad 44. En los siguientes tridngulos calculemos el valor de "x".

75° u 53° 60° 70°

3. Tridngulo Rectangulo

De acuerdo a la clasificacion de los triangulos por sus angulos, el triangulo rectangulo es aquel
que tiene uno de sus angulos igual a 90°.

3.1. Teorema de Pitdgoras

El teorema recibe su nombre del reconocido filésofo griego Pitagoras, este teorema combina nociones de matematicas,
geometria y trigonometria. Dentro de su enunciado se establece que el cuadrado del lado mas largo, conocido como
hipotenusa, equivale a la suma de los cuadrados de los catetos, siendo estos los lados mas cortos del tridngulo rectdngulo.
Para que se comprenda mejor vamos a ver el siguiente grafico donde cada lado del tridangulo es el lado de un cuadrado.

4

[=] %f%

S s,

g < AN O Y

a a
ci=a’+h?
Cateto 3
Ejemplos: 3
A Reemplazando la formula
c? =a® + b?
- c? = (8u)?+(6u)?
b=6u
c? = 64u? + 36u?
¢ =V100u?
s a=8u B

c=10u

[
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A

c=13u
b=9u
g B

Despejando "a" de la formula tenemos:

a? =c?—bh?
a? = (13u)?—(9u)?
2 = 169u? — 81u?
88u?
a=94u

Despejando "b" de la férmula tenemos:

p2 = 2 _ g2
2 = (13u)2—(12u)>
b% = 169u? — 144u?

a=12u b = V25u2
b =5u
3.2. Razones trigonométricas
4 C o b Hipot
ateto Opuesto ipotenusa c
Sen @ = ~L&o°PUesto 2 Csc g = potenusa _ ¢
Hipotenusa c Cateto Opuesto b
Cateto Adyacente a Hipotenusa c
c b Cos g = =222 foyaceme _ 4 Secg = — P4 _°
Hipotenusa c Cateto Adyacente a
Cateto Opuesto b Cateto Adyacente a
Tan9=—p—— C0t0=—y=—
B C Cateto Adyacente a Cateto Opuesto b
a

Ejemplo 1: Completar los datos que faltan del siguiente triangulo rectangulo.

Grafico Procedimiento
B — 9po Reemplazando en el Teorema de Pitagoras
a—]2m c?=a*+b?
=14
E T2 = (12m)2+(14m)?
]
® 2 = 144m? + 196m?
340m?
b=14m
c=184m

Hallamos el angulo B

14m
18,4 m

Sen B = 0,76087

Sen B =

B = Sen~1(0,76087)
B = 49°32' 27,44"

Para hallar el angulo

A+B+C=180°

+49°32'27,44"+90°= 180
=180-49°32'27,44"-90°
=40°36'4,32"

reemplazamos la siguiente igualdad
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Ejemplo 2:
Grafico Procedimiento
B =90° Reemplazando A+B+ é =180°
© =25°
(‘”%c c=8cm 25°+  +9& =180°
a =
A 25° C
b=
Hallamos “a” reemplazando Sen A Reemplazando en el Teorema de Pitagoras
SenA=% b2 = 2 _ g2
Sen 25° = —— b? = (8 cm)?+(3,4 cm)?
8cm
b? = 64 cm? + 11,56 cm?
Sen 25°*8cm =a
b =4/75,56 cm?
a = (0,42262)(8cm)
b=87cm
a=34cm

Actividad 45. Grafiquemos y calculemos los datos que faltan de acuerdo al grafico del triangulo rectangulo:

Gréfico 1) ¢c=20cm;b=12cm
A
2) f=50°; a=5u
¢ b 3) a=6cm; b=8cm
4) a=45°; b=5u
B C

a 5) ¢=17cm ; a=13cm

4. Problemas aplicados al contexto y la tecnologia

INSTRUMENTOS DE MEDICION E™ Y 6
Gracias al avance de la tecnologia los equipos | €inta métrica ‘g( -
de medicién de alturas, distancias y angulos, .\
fueron evolucionando y mejorando, haciendo S

de que cada vez se tenga datos mas exactos y
sencillos de calcular.

Elavance tecnoldgico que abre el camino para
realizar levantamientos topograficos de una
forma diferente a la realizada en el pasado,
en la cual se realizaban levantamientos
topogréficos primero en mediciones por
cinta métrica, después con los avances
tecnolégicos aparecio el teodolito, la estacion
total y en la actualidad se utiliza los drones.

Nivel topografico o de ingeniero

GPS Nivel total
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Drones

B |

Para el uso correcto de estos equipos tecnoldgicos, la
ubicacion y la interpretacidon de los datos es necesario
tener claro los conceptos bdsicos de trigonometria, caso
contrario no se hard el uso correcto de los materiales
topograficos.

Ejemplo: Debemos hallar la altura del edificio del Banco Central de Bolivia, teniendo los datos que se observan en el

grafico.

Vamos a buscar la formula que mejor se adecue al problema,
en este caso para halla "a”.

a

TanA=z

Tan 60° = —
72m

Tan 60°*72m =a
a = (1.73205)(72 m)

a=1247m

Como veras calculamos la altura del edificio de forma sencilla.

—

Desde tiempos muy antiguos se aplicé las medidas de angulos rectos en las contrucciones.
El tridngulo rectangulo es uno de los tridngulos mas importantes en la geometria, ya que
su angulo recto permite que otros poligonos sean estudiados dibujando en ellos triangulos
rectangulos.

A partir de un tridngulo rectangulo se definen los senos, cosenos tangentes (y sus inversas).
Estas funciones a su vez tienen amplias aplicaciones en la fisica, porque describen
fenomenos fisicos como la corriente alterna, el movimiendo ondulatorio, (péndulo), ondas
electromagnéticas etc.

Tiene muchas aplicaciones debido a que los triangulos rectangulos poseen propiedades que
ayudan a los ingenieros a construir puentes, edificios, parques, etc, debido a que aplican en
el calculo de distancias y angulos.

Actividad 46. Respondemos reflexivamente las siguientes preguntas:

1. éQué otras aplicaciones en la ciencia y la tecnologia tienen los triangulos rectangulos?
2. ¢Como aplicas las propiedades de los triangulos rectangulos en la cotidianidad?

. {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 47. Vamos a elaborar un clindmetro

Construimos un clindmetro como la imagen de la izquierda u otros
materiales que veas conveniente de acuerdo a tu contexto.

Ahora podemos probar midiendo la altura de los arboles de la plaza
de la zona o nuestro colegio.
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LAS FORMAS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL

- Y LOS RECURSOS TECNOLOGICOS

ﬂ /INICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

En la ciudad de La Paz, se puede observar el monumento Alexander, que en la parte superior
tiene un objeto en forma de una esfera.

En el otro lado vemos un cubo elaborado con lanas de color, esta misma que se vio en otras
tres, se encuentra en varias ciudades.

Actividad 48. Menciona y describe en tu cuaderno de ejercicios otras formas
tridimensionales que se encuentran en tu entorno y el significado de ellas.

[ b G —1
7 e S

P et o e |

éQué son los cuerpos geométricos? Monumento Alexander

Los cuerpos geométricos son sodlidos formados estructuralmente por figuras
geométricas o planos delimitados en tres dimensiones (largo, ancho, alto), por que
ocupa un lugar en el espacio, en consecuencia, tiene un area y volumen.

Y‘ jCONTINUEMOS CON LA TEORIA!
-1

1. El espacio tridimensional: punto, recta, segmento y plano

El espacio tridimensional también conocido como 3D y esta delimitado por tres
planos ortogonales y coordenadas cartesianas (eje x, eje y, eje z) empezamos con
los siguientes elementos: punto, recta, segmento y plano.

En la figura se puede observar los puntos A(x,y,z) y X(x,y,z) y la recta U=(a,b,c)

Punto: es un ente abstracto que no tiene longitud, drea o volumen y que puede
ser visible, asi mismo geométricamente definido aparece en la interseccién de dos

X

rectas.

Recta: es una sucesion infinita de puntos colineales formados con una misma

direccidn, asi también se puede formar por la interseccién de dos planos.

Segmento: estd definido como una distancia entre un punto de partida y uno final,

y se representa con letras para identificarlos. .

Plano: es el espacio comprendido entre dos dimensiones, alto y ancho ademdas que =

contienen infinitos puntos e infinitas rectas. e P )
2 “"‘—k:_,__‘k‘v './' 2

2. Clasificacion de los cuerpos geométricos i AR

Los cuerpos geométricos estan divididos en dos grupos los poliedros y figuras de revolucion ademas que estan limitados
por planos o curvas, ejemplo:

— i ==
N\ . S = o 75
' Pelota Cono de transito P / Dado
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3. Caracteristicas de los cuerpos geométricos

Poliedros: Es todo cuerpo geométrico limitado por planos y tiene los siguientes
elementos: caras, vértices y aristas.

1 b Y

\\
| \.

| Diagonal ™

7 Vértice: Son puntos que se intersecan en tres o mds aristas.

£ Arista
Vértice

Aristas: Son segmentos que limitan a las caras o planos generados.

Caras: Son las superficies planas o regiones poligonales limitadas por las aristas.

Diagonal: Segmento que une dos vértices de distintas caras.

Existen Poliedros de forma regular, que tienen las mismas figuras geométricas iguales, como el: tetraedro, hexaedro,
octaedro, dodecaedro, icosaedro.

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Figuras de revolucion: El cuerpo de revolucién se origina una vez que gira una figura, que es el semicirculo en un eje y
este refleja caras en forma de curvas.

La esfera es el cuerpo geométrico
que se obtiene al girar un semicirculo
alrededor de su didametro.

El cono es el cuerpo geométrico
que se obtiene al girar un triangulo
rectangulo alrededor de uno de sus
catetos.

El cilindro es el cuerpo geométrico
que se obtiene al girar un rectangulo
alrededor de uno de sus lados.

[

}
3
1
L
3
i
=

Altura (h) es el segmento que | Altura (h) es el segmento que une | Radio (r) es el segmento que une el

une el centro de las dos bases. Es
perpendicular a ambas bases.

Radio (r) es el radio de cada uno de
los circulos que forman sus bases.
Generatriz (g) es el segmento que
genera el cilindro. Su medida coincide
con la de la altura.

el vértice y el centro de la base. Es
perpendicular a la base.

Radio (r) es el radio del circulo que
forma su base.

Generatriz (g) es el segmento que
genera el cono.

centro con un punto cualquiera de la
superficie que limita la esfera.
Didmetro (d) es el segmento que une
dos puntos de la superficie esférica
pasando por el centro.

4. Areas y volumenes de cuerpos geométricos

Area: Es una superficie limitada y
expresada en unidades cuadradas:

mm?, cm?, m?, km?, etc.

esta

Volumen: Es el espacio que ocupa un cuerpo,
esta expresado en unidades cubicas:

mm?3, cm3, m3, km3, etc.




EJEMPLO

1.éCudleseldreayvolumen
de un cubo que tiene aristas
de 5m de longitud?

AREA
A=6a?

Reemplazando:

VOLUMEN
V=a?

Reemplazando:

Tercer Trimestre: Matematica

(c]:7:{ (o]

del prisma de base
rectangular?

Reemplazando:

Datos: A=6*(5m)? V=(5m)? L
a=5m A=150 m’ V=125 m? —
2. ¢Cudl el drea y volumen A=2(bl+lh+hb) V=>b*Il*h

Reemplazando:

cuadrangular?

Reemplazando:

— 50 kL ¥
Datos: A=2(5%4+4%4+4%*5) IK=£Z1m4m o
Base,b=5m =2(20m? +16m? +20m?)
Ancho,l=4m A=2(56 m?)
Altura,h=4m A=112m?
3. ¢Cudl es el area vy A=I+21h V= l*Ab +h
volumen de una piramide 3

Reemplazando:

de un cilindro?

Reemplazando:

Datos: A=(4m)?*+2(4m)(5m) V=1/3 (4m?)*(5m)
Lados del cuadrado, A=16m*+40m? V=1/3 (16m?)*(5m)
I=4m A=56m> V=26.67m?
Altura,h=5m
4. ¢Cudleselareayvolumen A=2rr(r+h) V=n*r*h

Reemplazando:

Datos:
Radio,r=3m

Reemplazando:

A=4n(3m)?
A=4n(9m?)
A=113,10m?

Datos:
Radio,r=5m A=2n(5m)(5m+10m) V=n(5m)?*10m
Altura,h=10m A=n(10m)(15m) V=mn(25m?)*10m
A=471,24 m? V=785.4m?
5.¢éCudleseldreay A=4nr? 4 3
V=cxmx*r
volumen de una esfera? 3

Reemplazando:
4

V= 3rT (3m)3
4

V= R 27m3

V=113.1m?

Actividad 49. Realicemos las siguientes actividades:

llenarla?

altura.

1. Una piscina tiene 8 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de profundidad ¢ Cuantos litros de agua seran necesarios para

2. Un prisma rectangular tiene una base de 10 m, un ancho de 11 m y una altura de 12 m. ¢ Cual es su drea y volumen?
3. Calculamos el area lateral, total y el volumen de una pirdmide cuadrangular de 10 cm de arista basicay 12 cm de

4. iCual es el area total y el volumen de un cilindro si su radio basal mide 8 cm y su altura mide 15 cm?
5. Calculamos el drea y volumen de una esfera de 8 cm. de radio.
6. ¢Qué capacidad tiene un depdsito cilindrico si su radio es de 3 m y su altura 5 m?

7. Se desea pintar las paredes y el techo de un salén de planta 12 x 7 m, y altura 3,5 m. Sabiendo que dispone de dos
puertas de 1 x 2 m, y tres ventanales de 2 x 2 m, ¢cudnta superficie habra que pintar? (Hacer un dibujo explicativo) Si

disponemos de botes de pintura para 25 m?. ¢ Cudntos botes necesitaremos?

[ —
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8. Calculamos el drea y volumen de las siguientes figuras geométricas

]
L]
L]
{ 5cm
! 5cm
1

joo-~48

5 4 cm

3cm

Si observas a tu alrededor encontraras muchos ejemplos de formas tridimensionales.
Todos los balones de futbol Algunos envases tienen Edificio la Asamblea Algunos arboles navidefios
tienen la forma de una forma de cilindro. Legislativa Plurinacional tiene forma de cono

esfera.

PN
K 1

Actividad 50. De manera reflexiva respondemos las siguientes preguntas:

*

(T

éPara qué nos sirve aprender a calcular areas y volimenes de manera geométrica?
¢Cémo ayudaron las formas en el espacio tridimensional al desarrollo tecnoldgico?

.;
"1\ {ESHORA DELA PRODUCCION!
Y

Actividad 51. Busca mas ejemplos de formas tridimensionales y aplicando las férmulas usadas anteriormente encuentra
el volumen de esas figuras, para construirlos con materiales del contexto.

LABORATORIO MATEMATICO -
[

554 .
ﬁilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 52. Respondemos en el cuaderno de ejercicios las siguientes preguntas:

1. ¢Qué te imaginas al escuchar la palabra laboratorio?

2. ¢Estuviste en un laboratorio?

3. éCémo defines laboratorio?

Escribe en tu cuaderno las respuestas y realiza un dibujo de como seria un laboratorio de matematica.

/| ;CONTINUEMOS CON LA TEORIA! /
s

El laboratorio de matematicas puede ser visto como una estrategia de ensefianza y aprendizaje; que le permita a los
alumnos descubrir, relacionar, aplicar y construir su aprendizaje; porque en definitiva “Es necesario romper, con todos
los medios, la idea preconcebida, y fuertemente arraigada en nuestra sociedad, proveniente con probabilidad de bloqueos
iniciales en la nifiez de muchos, de que la matemdtica es necesariamente aburrida, abstrusa, inutil, inhumana y muy
dificil” De Guzman (2007, p.47).
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1. GeoGebra & e

Geogebra es un software matematico creado por Markus Hohenwarter,
disponible desde el afio 2001, es un software libre y de facil acceso,
GeoGebra es un programa dindmico para la ensefianza y aprendizaje
de la matemadtica. Combina dindmicamente geometria, dlgebra, analisis
y estadistica en un Unico conjunto a nivel operativo, que prepara vistas
graficas, algebraicas, estadisticas y de organizacion de tablas y planillas
vinculadas.

| 1]
%

1.1. Grdficas de ecuaciones D (et b Jrt’ @ |

B

R EL TR
s ——e

i

- |' . i -
|
|

Ecuacion de una recta Ecuacion cuadratica Ecuacién cubica
x+c=0 x?tc=0 x3+c=0

1.2. Grdficas de problemas de resolucién con triangulos

Teniendo algunos
datos  podemos

e Calcular el tamafio
de un poste de luz.

encontrar el

tamafo de un .

arbol. <\

\._
\‘\
o
N
b
\-..
Y

Actividad 53. Grafiquemos las siguientes ecuaciones en Geogebra.

Ecuacion de una recta Ecuacidn cuadratica Ecucacion Cubica
1) y=x+1 4) y=x2+2 7) y=x>-1
2) y=3x-2 5) y=2x2-3 8) y=2x*+2
3) y=-x-5 6) y=x2-5 9) y=5x*-3

2. Taller de pensamiento légico

“Concebir el Taller de Pensamiento Légico-Matematico a la luz del proceso de formacion de maestros conlleva, en
primera instancia, a plantearse dos aspectos fundamentales: ¢Qué se entiende por taller? y éQué es el pensamiento
légico matematico? Realizando analogias, se entiende al espacio del taller como al estudio de un artesano, se espera
un trabajo de produccién, de elaboracion, de transformacion a partir de lo que el alumno sabe. En relaciéon al segundo
interrogante, se busca promover la comprension, el aprendizaje profundo y la transferencia mediante una apuesta a
una mayor actividad e involucramiento del alumno y un aumento del grado de conciencia y control sobre su proceso de 79
aprendizaje, donde se involucra necesariamente a la habilidad de solucionar situaciones nuevas de las que no se conoce
de antemano un método mecdnico de resolucion. La idea central es que los alumnos vivencien la educacion matematica
como debate, intercambio de ideas, didlogo, respeto, reflexién y critica. Creando, tanto dentro de los limites aula real
como del espacio virtual, una co-construccion del conocimiento”. (Monfort Florencia Soledad)
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3. Ajedrez Il
3.1. Nociones bdsicas de ajedrez

Dos aspectos fundamentales a considerar es el tablero y los movimientos.

El Tablero
8 8 8
7 7 7
6 6 6
5 5 =
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 3 b= - o 1 1
abcde fgh abcde fgh abcde fgh
Diagonal Fila Columna

Posicion de las piezas en el tablero y el movimiento de cada uno de ellos.

Movimientos

a b
Eomom o —— —
IIIII C ﬂl'}‘.‘t--
“m_m W | N il f
S REY “oEbnm Nl 2 B
N e
gl oo moECEw DAMA | 7/
EolsE W ceciowse HOE B WS J0Re™ 5 ; =]
jad -:]
AR m o s (I
o m P L i
Lo m et .
A .I-ul'llz.: 4 f i
7 W ALFIL ©omTi . TORRE j— |
‘ . . .ll:umurcnull D - .::Tﬁk-m; i = |
R R e 3|l
o Em et
(e . 2 :&J
e d 1 2 1R |
reo Bak
::::WI.MZ “e s _u_casauo E Rl
; " m m'::::uelamulla EaE m :m:'u::;a a b

Un movimiento especial

El enroque. Es la Unica jugada en la que en el mismo turno se mueven dos piezas propias: el Rey y una Torre. Este
movimiento sélo puede hacerlo cada jugador 1 vez en toda la partida, siendo opcional, pero cumpliendo una serie de
requisitos, uno de ellos que lo imposibilitaria definitivamente y otros sélo temporalmente:

- Debe ser el primer movimiento tanto del Rey como de la Torre a enrocar. Si se mueve el Rey, el enroque queda
imposibilitado para el resto de la partida. Si se mueve la Torre, aun es posible usar la otra.

- No debe haber ninguna pieza entre el Rey y la Torre, ni amiga ni contraria.

- El Rey no puede estar en jaque (atacado) en ese momento, ni su casilla destino, ni la intermedia. Otras casillas,
como el origen de la Torre, si pueden estarlo.

El movimiento se efectua en este orden sea cual sea el lado por el que se enroque: primero se desplaza el Rey dos casillas
hacia la Torre y después se mueve la Torre a la casilla adyacente al otro lado del Rey.

B = 808

Jaque. Se dice que un jugador esta en jaque cuando su Rey esta siendo atacado por una o dos piezas enemigas, y seria
posible para el rival el capturarlo al siguiente turno. No es obligatorio anunciar explicitamente el jaque. Siguiendo las
normas, el jugador debe actuar en consecuencia de forma que esa situacion desaparezca en su turno. Para ello puede:




- Capturar la pieza que ataca, si dispone de alguna pieza que lo

haga, y sélo hay una pieza atacando.

_Poner una pieza en el medio a modo de escudo, si la pieza que

ataca no es un Caballo y no hay mas de una atacando.

- Mover el Rey a una casilla tal que deje de estar en jaque, si hay.

Jaque mate. Se produce jaque mate cuando un jugador no puede
ejecutar ningin movimiento que le permita salir del jaque, entonces

ha perdido la partida.

Tablas. Existen muchas posibilidades de acabar una partida en tablas:

- Unjugador que no estd en jaque no puede mover en su turno (ahogado).

- Ambos jugadores han acordado las tablas.

- Se haproducido la repeticién de la misma posicidn 3 veces (no con los mismos movimientos necesariamente, pero

si con las mismas piezas y los mismos posibles movimientos para ambos bandos).

- No existen suficientes piezas por ningiin bando para forzar un jaque mate. Si ain queda algun pedn, no se aplica.

Casos posibles: Rey contra Rey, Rey contra Rey y Caballo o Alfil.
- Se produce una secuencia de 50 jugadas de cada bando seguidas sin captura o movimiento de pedn.

Valor de las piezas

Tercer Trimestre: Matematica

Simbolo
Pieza Pedn Caballo Alfil Torre Dama
Valor 1 3 3 5 9

3.2. Problemas de razonamiento

Los mates mds rapidos que existen:
a) Mate del loco. Se produce cuando un jugador abre su rey a un ataque fatal, como se muestra en la siguiente partida:

[
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IMPORTANTE: Es necesario que investigues y practiques el juego del ajedrez para ser un campeon.

4, Sudoku

- Solo se pueden usar numeros del 1 al 9. Ejemplo: Se tiene a la izquierda el Sudoku sin resolver y a

- Cada bloque de 3x3 solo puede contener nimeros | la derecha el resuelto.
del 1 al9.

- Cada columna vertical solo puede contener 6 1 4 5 9|6|3[1|7]4]2]|5|8
ndmeros del 1 al 9. 8|3, [5]6 C[11718[312]5]6{4|9

- Cada fila horizontal solo puede contener nimeros 2 1]} 12]|5/4]16|8(9]7]|3[1
del 1alo9. 8 4 i 6|l |8/2]|1]4]3|7]|5]|9|6

- Cada numero del bloque de 3x3, de la columna 6 3 | [4]9]6]8|5][2]3[1]7
vertical o de la fila horizontal solo se puede utilizar 7 <] 1 4| 713|5]l9|6]118[2|4
una vez. 5 2]l |15|8|9]7]|1]|3]|4]|6|2

- El juego finaliza cuando toda la cuadricula de 74 [E2 6|9 3[1[712l4|6]9[8[5
Sudoku se completa correctamente con los 4 5 3 711l Iel4al2[5]o(8|1[7[3
ndmeros.

\@' Escanea el QR Escanea el QR \EE' Escanea el QR
Ingresa al cédigo QR, para Ingresa al cddigo QR, para resolver Ingresa al cédigo QR, para
aprender las nociones bdsicas problemas de razonamiento, mate en dos encontrar las respuestas a
de ajedrez. y mate en tres movimientos, a través de la los ejercicios de las diferentes

plataforma virtual Lichess. actividades.

N

. /

Todo trabajo de investigacion tiene como resultado la adquisién de conocimientos, mejorar las
tecnicas en alguna actividad, elaborar correctamente un trabajo. Las personas buscamos mas
informacién de algo que nos interesa o necesitamos saber.

<)
[ 4

Actividad 54. Respondemos en el cuaderno de ejercicios las siguientes preguntas:
- ¢éConsideras que es importante el desarrollo del pensamiento l6gico matematico?, épor
qué?
- ¢Qué actividades nos ayudan a desarrollar el pensamiento l6gico matematico?

. {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 55. Realicemos las siguientes actividades:
1. Escribe en tu cuaderno la experiencia de haber usado geogebra, haber jugado ajedrez o Sudoku. Cudl de estas
actividades te gusto mas y si buscaste mas informacidn que tus compaferos no conocen.

Actividad Informacion Bibliografia (videos, libros, entrevistas)

Geogebra

Ajedrez

Sudoku

2. Con materiales del contexto construye las piezas y un tablero de ajedrez, para organizar un torneo con la participacion
de los estudiantes.
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Una familia desea rentar un automovil, para ello, se dirigen a una empresa que alquila autos y cobra Bs 200 al dia y Bs
1,5 por 1 kildémetro recorrido. El padre renta un auto durante dos dias y su cuenta llega a Bs 610. ¢ Cuantos kildmetros
(km) recorrié aproximadamente? Para solucionar este problema,

debemos recurrir a la guia para modelar ecuaciones. p
i ) ) ) GUIA PARA MODELAR CON ECUACIONES
Identificamos la variable. Nos piden calcular el numero de Km.

X = numero de kilometros Paso 1: identificamos la variable. Identificamos la

Del lenguaje comun al algebraico. Convertimos toda la informacién cantidad que el problema pide calcular. En general, esta
al lenguaje algebraico. cantidad puede ser determinada por una cuidadosa

lectura de la pregunta que se plantea en el problema.

Lenguaje comun Algebraico
Ndmero de kilémetros recorridos X Paso 2: del lenguaje comun al lenguaje algebraico.
i 15x Leemos nuevamente el problema y lo expresamos en
Costo del recorrido (Bs 1,5 por 1 km) | = funcion a la variable que hemos definido en el paso 1
Costo diario (Bs 200 por dia) 2( 200) para organizar esta informacion, a veces es Uil trazar un
diagrama o hacer una tabla.

Formulamos el modelo. Proponemos un modelo
Costo del recorrido + costo diario = costo total
1,5x +2(200) =610

Solucionamos. Ahora realizamos operaciones algebraicas >
210 Paso 4: solucion y prueba del resultado. Resolvemos

1,5x + 2(200) =610>x=—=140 la ecuacion, verificamos el resultado y lo expresamos
1, como una respuesta a la pregunta planteada.

Paso 3: formulamos el modelo. Formulamos una
ecuacion (o modelo) que resuelva el problema planteado.

Entonces recorrieron 140 kildmetros.
Como podemos observar de esta manera se puede aplicar las
ecuaciones en la resolucion de problemas en el contexto.

—

—e 1. Términos semejantes y su relacion con la produccion

Son términos semejantes aquellos que difieren en sus coeficientes o parte numérica pero que tienen la misma parte
literal. Por ejemplo, 6xy y —3xy son términos semejantes; 5x°z y _J§Xzz son términos semejantes; pero, —4a’b*
y 7a*b® son términos diferentes a pesar de contener la misma parte literal ya que sus exponentes son diferentes
respectivamente.

Una expresion algebraica de dos o mas términos semejantes puede reducirce a un solo término. Por ejemplo,
5a’h® —2a*b® + a*b® puede reducirce a 4a°h*, para ello debemos realizar el siguiente procedimiento de reduccién de
términos semejantes:

a) Agrupamos los coeficientes de los términos semejantes y copiamos el término literal.
5a’b’ —2a’b’ +a’h’ =(5-2+1)a’h’

b) Sumamos los coeficientes agrupados.
(5-2+1)a’t" =42 81

—= 2. Operaciones con expresiones algebraicas

La suma de expresiones algebraicas se realiza reduciendo términos semejantes. Para ello, las expresiones se colocan en
filas con los términos semejantes en la misma columna, posteriormente se procede a realizar la suma algebraica.



Ciencia
divertida

Ley de signos de sumas y restas:

a. Signos iguales se suman las
cantidades y mantienen su
signo.

(9)+(+)=(+)
()+()=(-)

cantidades y domina signo del
mayor.

(4)+()-(+)
()+()=()
e (re2)

2. Conmutativa
X+y=y+x

3. Elemento neutro
x+0=x=0+x

(H)x(+)=(+)

((-)=(+)
()x(=)=()
()x(+)=()

Propiedades de la multiplicacion
1. Asociativa

(xx7)xz=xx(yx2)

2. Conmutativa
X)(_J/v =y><X

3. Distributiva respecto a la
adicién o sustraccion.

X(yiz):(xxy)i(XJrz)

4. Elemento neutro
xxl=x=1xx
Ley de signos de la division

(4)+()-(
(+()-
(+()-0)
(+()-0)

Propiedades de potenciacion:
a. Producto de bases iguales

2% xa™ =g"m

b. Cociente de bases iguales

c. Potencia inversa

d. Exponente cero

a’=1

——) EdUcCacion Secundaria Comunitaria Productiva

Ejemplo 1. Sumamos: 3x + 5y3 + 6xy; 9x — 4y3 — 2xy; —4x + 7y3 — xy.

3x + 5y +6xy
9x —4y3 —2xy
—4x +7y® —xy
8x +8y3 +3xy

Por lo tanto, el resultado es 8x +8y° +3xy

. 1
Ejemplo 2. Sumamoszza — 5ab — 3b?; 4a + 5b?;—2a + 3ab + 4b>.

5
Por lo tanto, el resultado es Ea —2ab + 6b?

Ejemplo 3. Sumamos: 3x 1+5p° 1 6xy;9x —4y° —2xy;-4x+7y° — xy.
Para la resta de dos expresiones algebraicas se cambia el signo de los términos del
sustraendo, posteriormente se realiza la suma de los términos semejantes.

Ejemplo4.Restamos: 9x—6y*+4xy de 3x-3y°-7xy.
_ 3x—3y*-Txy 3x —3y%2 — 7xy 3x — 3y%2 — 7xy
9x —6y* +4xy —(9x —6y*+4xy)  —9x+6y*,-4xy

—6x + 3y2 — 11xy
Ejemplo 5. Restamos:—3a® + 12ab —21b° de 14 —8ab + 61°.
14a3 — 8ab + 6b3 14a® — 8ab + 6b° 1443 — 8ab + 6b3

_ —3a®+12ab — 213 _ —(=3a® + 12ab — 21b%) _ _3a3 — 12ab + 21b3
17a3 — 20ab + 27b3

De igual manera se puede escribir la resta de manera horizontal:
(142° ~8ab +6b* ) - (-3 +12ab-21b’

—14a* —8ab+6b° +3a> —12ab+21b° =17a° —20ab +27b°
Para multiplicar dos o mas expresiones algebraicas, debemos multiplicar los términos
contenidos en los factores de dicha multiplicacion.

a. Para multiplicar monomios utilizamos propiedades de potenciacién (producto de
bases iguales) y las leyes conmutativa y asociativa.
Ejemplo 1. Multiplicamos: —2x° ;3xy;-7x*y*;2y°x.
Aplicamos las leyes asociativa y conmutativa de la multiplicacion

Escribimos [(—2)(3)(—7)(2”[(’(3)(X)(XZ)(X)J[(}’)(J’Z)(f )J

Multiplicamos los coeficientes segun la ley de signos y aplicamos la propiedad de
potencia de bases iguales.

(84)(X3+1+2+1 )(y1+z+3 ) _ 84-X7y6

b. Para multiplicar un monomio por un polinomio, debemos multiplicar el monomio por
cada término del polinomio y sumar los términos semejantes.

Ejemplo 2. Multiplicamos: —%Xsy por3+x°y° —36x.

[—§X3y](3+ xty? —36X) = [—%X3yj(3)+[—%x3yj(xzy3)—[—%)(3)/)(36)()
:_X3y_%X3+zy1+3 +12X3+1y=—X3y—§X5y4 +12xty

c. Para multiplicar dos polinomios, se debe multiplicar cada término de un polinomio
por los términos del otro polinomio y posteriormente reducir términos semejantes.
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Ejemplo 3. Multiplicamos: 3a + 2a?-4 por -a -3.

2a2+3a -4
1. Multiplicamos el polinomio por -a. —a—3
2. Multiplicamos el polinomio por -3 —2a3 —3a2 + 4a
3. Sumamos términos semejantes —6a% —9aq + 12

—2a%® —9a% —5a + 12
Ordenamos de manera descendente segun las potencias de a

Para Dividir expresiones algebraicas, debemos aplicar propiedades de potenciacién como la divisién de bases iguales.
a. Ladivisién entre dos monomios consiste en determinar el cociente de los coeficientes numéricos y variables.

Ejemplo 1. Dividimos:  36x5y322 entre — 3x3y?z

Solucién: % = (i—i}(i—jj(i—j}(é] = (—12)(X5—3 )(y3-2 )(zz—l ) - 12x*yz

b. Para la division de polinomios realizamos:

1°. Ordenamos los términos de ambos polinomios en orden descendente o ascendente de acuerdo con la potencia
de una de las variables comunes a ambos polinomios.

2°. Dividimos el primer término del dividendo entre el primer término del divisor. Obteniendo el primer término del
cociente.

3°. Multiplicamos el primer término del cociente por el divisor y restamos del dividendo, obteniendo asi un nuevo

dividendo. Repetimos este procedimiento hasta que se obtenga un residuo, el cual tendrd un grado menor que
el grado del divisor o cero.

4°. Por ultimo, escribimos el resultado de la siguiente forma.

Dividendo , Residuo
——=C(Cociente + —
Divisor Divisor
Ejemplo 2. Dividimos:  2x2 4 4x* — 3x3 — 3 + x entre x> + 2x + 1
4x* —3x3 +2x2 4+ x-3 x2+2x+1
—4xt — 8x3 — 4x2 4x% — 11x + 20
—11x3 = 2x% 4+ «x
11x3 +22x% + 11x
20x%+12x -3
—20x% — 40x — 20
—28x — 23
4x* —3x3 +2x* +x -3 5 —28x — 23
Por lo tanto el resultado de es 4x-—11x+20+ —
x2+2x+1 x2+2x+1

Problemas de aplicacion

Problema 1. Una empresa construye las bases de dos viviendas, si x representa el
niimero de metros lineales del cimientoy el costo de construccidn es: 2x* +6x —1100

para la vivienda pequefia y 4x*+12x+2300 para la grande, icudl es el costo total
de la construccién de ambos cimientos?

Soluciodn: el costo total se obtiene, de la suma de los costos de ambos cimientos.

2x%+ 6x-1100
4x? +12x +2300

6x°+18x +1200

. El costo de produccién es de Bs 6x*+18x +1200.
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Problema 2. Se desea calcular el drea de la superficie de un
terreno rectangular cuyas dimensiones de largo y ancho
estan determinadas por las expresiones 3a° —4a—17;2a-3
respectivamente.
Solucion: el area se determina multiplicando el largo por
el ancho.

3a% —4a—17

2a—3

6a3 — 8a? — 34a

—9a2 +12a + 51

6a3 —17a% —22a + 51

- Eldreaes: 6aq3 —17a% —22a + 51

Problema 4. El ingreso mensual de un comerciante se representa por la expresion 7x* +5x2 +10. Sus gastos mensuales
son representados por las expresiones: 3x%+3;2x* + x;3x* +4x . Encontremos la ganancia del comerciante, sabiendo
que estos se obtienen restando todos los gastos al ingreso total. Ademas, se sabe que el valor de x = 5.

Solucion: debemos restar los gastos al ingreso mensual:

7x* +5x%2 + 10 — 3x% + 3) — (2x* + x) — 3x* + 4x)
7x* 4+ 5x% +10 — 3x% — 3 — 2x* — x — 3x* — 4x

Tx* —3x* — 2x* +5x2 —3x? —x—4x+10-3

2x* 4+ 2x%2 —5x+7

Reemplazamos x =5 que es el valor del producto:
2(5)* + 2(5)2 = 5(5) + 7 = 2(625) + 2(25) — 25+ 7 = 1250 + 50 — 25 + 7 = 1307 — 25 = 1282

.. El comerciante tiene una ganancia mensual de Bs 1282.

Actividad 1. En nuestros cuadernos resolvemos los siguientes ejercicios propuestos.
1. Eliminamos los signos de agrupacién y simplificamos las expresiones resultantes combinando términos semejantes.

a) (X+3y—Z)—(Zy—X+3Z)+(4Z—3X+2_V) c) 3X+4y+3{X—2(y—X)—y}

b) 3(XZ —Zyz+y2)—4(X2 -yt —3yZ)+X2 +y:  d) 3—{2X—[1—(X+y)]+[x—2y:|}
2. Sumamos las expresiones algebraicas en cada uno de los grupos siguientes:
a) 2x*+y*—x+y, 3yi+x—x°, x-2y+x" -4y’
b) a*—ab+2bc+3c?, 2ab+b* —3bc—4c*, ab—4bc+c* -a®, a*+2c*+5bc—2ab
¢) 2a*bc —2ach® +5c*ab, 4b*ac +4bca* —7ac’h, 4abc* —3a’bc —3ab*c, b*ac —abc® —3a*bc

3. Restamos la segunda expresién de la primera en las expresiones siguientes:
a) 3xy—2yz+4zx, 3zx+ yz—2xy

b) ax*+3y° —6x+4y -2, 2x—y*+3x* —4y+3
c) r’=3r*t+4rt* —t*, 2t +3t°r-2tr*-3r’

4. Restamos xy —3yz+4xz del doble de la suma de las expresiones siguientes: 3xy —4yz + 2xz; 3yz —4zx —2xy.
5. Obtenemos el producto de las expresiones algebraicas de cada grupo.

a) 4x'y®, -3x’y* e) x*—4x+16, y+4

b) 3abc*, -2a’°b*c*, 6a’b’ Oy +y*z+yz*+2°, y-z
c) r’s+3rs® —4rs+s*, 2r’s* g) 3x—y—z°, 2y+x+32°
d) y—-4, y+3 h) 3-x—-y, 2x+y+1, x-y

6. Realizamos las siguientes divisiones:



a) - 15x* yz* b -32r°s% 4ab® —3a’bc +12a°b*c*
3x’ytz —61°st* —2ab*c®
27a° —64 1-x*+x* ) 22’ +a° —3a-2
e) —|/—— f) —/— 2
3a-4 1-x a —-3a+1

d)

h)

Primer Trimestre: Matematica

4x® —5x*_3x

x+1

42°b +5a°b* + a* + 2ab’

a? +2b* +3ab

7. Debemos pintar la fachada color naranja claro de una tienda cuyas dimensiones se observa en la figura. ¢ Cudl es el drea

total que se debe pintar? Tomamos en cuenta que no
se pintara la ventana y la puerta de persiana metilica.
¢Cudnto suma el drea de la puerta y la ventana?

Deseamos calcular el volumen de una piscina de base
rectangular cuyas dimensiones longitudinales son:
12(x+2y) metros de largo, 8(x-y) metros de ancho
y 72(X73y) metros de altura. ¢Cudl es el volumen de
la piscina?

En nuestros cuadernos proponemos cinco problemas
que se puedan solucionar con una division de
monomios.

— —=o 3, Resolucion de ecuaciones de primer grado

e ] =

S— — dx#d - —

N ]

I+l Ix+d

It : l
= 2x+2

TTTTTT

L A0y

Una lgualdad (:) , esta dada por dos cantidades iguales o equivalentes siempre y cuando tengan el mismo valor.

V256 =16

Ejemplos: (3+1) =16 (3) +(1) =16
Entonces (3+ 1)3 ;(3)2 +(1)2 ;\/ﬁ son expresiones equivalentes a 16.

Por lo tanto, ecuacion es una igualdad con una o mas variables representadas con letras. Si al remplazar valores definidos
a sus variables se verifican para todos los casos se llaman identidad y si solo verifica para ciertos valores de las incognitas

se llama ecuacién condicional.

Ejemplo 1.

x+6=-1 esvilido solo para x =—7; por tanto, es una ecuacién condicional.

2
Ejemplo 2. (X +y) =x"+2xy + y° esvalido para todos los valores de x e y; por tanto, es una identidad.

Las ecuaciones pueden ser férmulas que se utilizan para determinar una magnitud especifica, por ejemplo:

De igual manera, existen ecuaciones con expresiones algebraicas, en las que determinamos el valor de la variable o
simplemente representar algun problema a través de un modelo matematico.

La férmula de P=mg se utiliza para determinar peso equivalente al producto de la masa (m) de un cuerpo por la

gravedad (g) terrestre que es un aproximado de 9,81%.

La féormula geométrica A=zr? se utiliza para encontrar el drea de un circulo dada la longitud de su radio.

Ejemplos:

x+9=29 x+y=7 x°-3=0

3

1

7

x+3 x2—-4 x+2

Al igual que una balanza de platillos, las ecuaciones estan formadas por dos miembros:

Solucidén de una ecuacion. Para calcular la solucion de una ecuacion debemos hallar el valor o los valores de las variables

Primer miembro

Segundo miembro

3x +9

27

A

que verifican la igualdad.

Ejemplos:

a. Silaecuacion x +3=11, la solucidn serd x =8 ya que, al sustituir la variable, se obtendrd 8+3=11

.z 2 .
b. Enlaecuacidon x“—4=21, las soluciones son x =5, x =-5

C.

En la ecuacion x — y =12, las soluciones puedenser x =13, y=-1

o—
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El Grado de una ecuacion se obtiene del término que contenga la variable con el mayor exponente.

Ejemplos:

La ecuacién 5x +3=11, es de primer grado, porque la incégnita tiene un valor de 1

b. Laecuacion x*—4x+10=0, es de segundo grado, porque la incognita tiene exponente 2

C.

La ecuacién x — y =12, es de primer grado, porque ambas variables tienen exponente 1

—= 4. Ecuaciones de primer grado con una incégnita
Son ecuaciones equivalentes cuya resolucién requiere operaciones elementales (suma, resta, multiplicacion o division)

Investiga

Investigamos mas sobre los
teoremas de ecuaciones.
TEOREMAS: sea la ecuacion
lineal ax=b

. b e
a)Sia+0, x=—solucién Gnica
a

Demostracion: ax =5

b
Ix=——>x=—

a a
Supongamos ahora que
X, es solucion, entonces,
al sustituiren ax =5

obtenemos:
ax, = b— %(axo ) = %(b)

. b .,
-+, x=— es la solucion
Unica.

b) Si a=0pero a#b,
entonces ax =b no tiene
solucién
Demostracion:

Sea =0, entonces, para
todo keR,ak =0,
entonces, ax #0, por

tanto, k no es solucién de
ax=»b

c) Sia=0y b=0, todo
k e R, es solucion de
ax=>b

Demostracion:

Sia =0, para todo
keR,ak=0,sib=0,
entonces, cualquier
namero real k es soluciéon
de ax=»b

en ambos miembros de la ecuacion, hasta obtener el valor de la variable o incégnita.

Ejemplo 1. Calculemos el valor de x en la ecuacién: 3x+2=6

Solucién: Agrupamos a los términos que contengan a la variable en el primer miembro y
a los términos independientes en el segundo miembro, para ello, se aplican operaciones
fundamentales, segun corresponda.

3x+2=6—>3x+2—-2=6—-2 seresta 2 en ambos miembros

3x=4
(3X)l = (4-)1 se multiplica ambos miembros por 1
3 3 3

4

X==

3

Para verificar la solucién, remplazamos el valor hallado en la variable de la ecuacion
original

3(§]+2=6 —>4+2=6

6=6

Por lo tanto, la solucién es x=4/3
Ejemplo 2. Calculemos el valor de la variable en la ecuaciéon: 2a-16=5a-1

Solucién: 2a-16=5a-1—>2a-16=5a—-1 Sesumal6y serestaba
2a-16+16-5a=5a-1+16-"5a

—-3a=15 Dividimos entre (73)

3a2_15
-3 -3
a=-5

Por lo tanto, la solucion es a=-5

Ejemplo 3. Determine el conjunto solucién de: 2Im —19—-7m =5+8m + 2

Solucion: 21m—-19-7m=5+8m+2 - 2Im—-7m—-8m=5+2-19
—-12
om=-12 - m=-—= - m=—2

Por lo tanto, el conjunto solucion es {—2}
Ejemplo 4. Determinar la solucién de la ecuaciéon —x — 5 —4x = 13x — 2 — 18x
Solucion: —x—5—4x=13x—-2—18x
—x—4x—13x+18x =+5-2
0x = +3
El conjunto solucién es vacio, ya que todo nimero multiplicado por cero es cero (ver
inciso b del teorema)

Ejemplo 5. Determinar el conjunto solucién de la ecuacion:
4y -9+5y+5=10y —4—-y
Solucidn: 4y -9+5y+5=10y —4—y

4y +5y-10y+ y=-4+9-5
0y =0
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El conjunto solucién son todos los numeros reales, ya que cualquier nimero
multiplicado por cero es cero (ver inciso ¢ del Teorema)

OLIMPIADA

Ejemplo 6. Resolvemos E?_}\I\B%fmﬁ}?t
3y {ZX ~ (7X . 1) B 10} 13y {5 ~ [X B (7 B ZX) B 12} . 15X} PLURINACIONAL BOLIVIANA
- Si: _‘\
P(X)= -
Solucidn. Se suprime los signos de agrupacién y se resuelve la ecuacion: 1+x
Flx)= 1
3X—{2X—7X—1—10}=13X—{5—[X—7+2X—12]+15X} (x)= vz
3x—2x+7x+1+10=13x—{5-x +7-2x +12+15x| 6(x)=x
3x-2x+7x+1+10=13x-5+x-7+2x—-12-15x ]
Ademas:
3x-2x+7x-13x-x-2x+15x=-5-7-12-1-10 1
2 P{F[G(X)]]:E
7x=-35 > x=——=-5
7 s @” Calcular “x”
Por consiguiente,el valor de x es :—5

—o 5. Resolucidn de problemas del contexto con ecuaciones de primer grado

1. La edad de Carolina excede en 2 afios a la de Marco y el doble de la de Carolina mas 12 afios equivale al triple de la
edad de Marco. Hallar ambas edades.
Solucion

Datos: Planteamiento

Edad deCarolina: x Z(edad de Caro]ina) +12ados=3 (edad de Marco)
Edad de Marco : x —2

2x+12=3(x-2) >2x+12=3x -6
2x-3x=-6-12
-x=-18—>x=18
Por lo tanto, Carolina tiene 18 afios y Marco 16 afios
2. 90 litros de agua tiene un 6% de azucar, é{cudnta cantidad de agua deberiamos aumentar para tener agua al 2% de

azlcar?
Solucién
Datos: Planteamiento
90/itros de agua al 6% de azucar 6%de90 litros = 2%de(90 + X)]itros
x litros aagua 6 )
X X
(90 + X)]itmsaaguaalZ%deazu'car 100 (90) 100 (90 * X) —>>4=18 o0 750 >4-18

x=50*3,6=180
Debemos aumentar 180 litros para obtener agua al 2% de azucar

3. Luannatiene Bs 110 en billetes de Bs 10 y monedas de Bs 5, el nUmero de billetes excede en 2 a las monedas ¢ Cuantos
billetes de Bs 10 y monedas de Bs 5 tiene Luanna?

Solucién
Datos: Planteamiento
N°debilletes de Bs 10 es x La suma de los billetes con las monedas da como resultado el total.

N°de monedas de Bs5es x —2 (denominacion) (billetes de Bs10) + (denominaciéon)(monedas Bs 5) = total

10X+5(X—2)=110—)10X+5X—10=110—)15X=120

120
x=——=8
15
Luanna tiene 8 Billetes de Bs 10 y 6 monedas de Bs 5

[
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4. Angel pago Bs 66 por un kit de aseo personal, una pasta dental, unos jabones y un Champu. Si el costo del champu
excede en Bs 15 al de la pasta dental y en Bs 3 al de los jabones, determinar el costo de cada articulo.

Datos: Planteamiento

Costo de champu:x Planteamos la ecuacion
Costo de jabones: x — 15 x+(x-15)+(x-3)=66>3x-18=66
Costo de pasta dental: x — 3 4

3X=66+18—)X=8?=28

Por lo tanto, Angel pago Bs 28 por el champ, Bs 13 por los jabones y Bs 25 por la pasta
dental.

Actividad 2. En nuestros cuadernos resolvemos las siguientes ecuaciones y problemas cotidianos.

1) a—(2a+1)=8-(3a+3) N2m-2m=t
2) (5-3a)—(—4a+6)=(8a+1)-3(2a+3) 12 ° 3:1 N
8)—+(22— ]:—[—J—Zz
3) 4(x —2)-5(2x-6)=8(x +1-2(2x +3) 4 8 3l 6
4) x -2 2x~(x+1)+5(1-x) |=x +(3x-7) 9)%: 75
a-5 x+
5) (x+1)(x+2)(x-3)=(x-2)(x +1)(x +1) 10 2 5

& 3a-{10a-[(3-5a) 8]+ (50 3)(sa-a))=3(6r—4) 0 - < (1))

11) Un numero excede en 4 a otro y la tercera parte del mayor equivale a la mitad del menor. Hallamos los nimeros.

12) Lasuma de las edades de Marcela, Gabriel y Rene es de 95 afios. La edad de Marcela excede en 4 aios a la edad de
Gabriel y en 11 a la de Rene. Determinamos las edades de los tres.

13) Maria tiene 18 afios y Juan 42, ¢En cuantos afios la edad de Juan serd el doble que la de Maria?
14) La edad de Luis es 3/5 de la edad de Marcelo y hace 5 afios era la mitad, determinamos ambas edades.
15) A 90 litros de agua al 1,5% de Sal, éCudnta agua debera agregarse para disminuir su concentracion al 1%?

16) Se tiene 18 onzas de una mezcla de agua hervida y leche de formula al 20%, si se desea una mezcla al 15 % de leche
de formula. ¢ Cuantas onzas de agua hervida hay que agregar?

17) Carlos tiene 400 monedas de Bs 0,5y Bs 1, si en total tiene Bs 350 ¢ Cuantas monedas de cada valor tiene?

18) SedesearepartirBs210 en monedasde Bs 1, Bs 2, Bs 5 de tal forma que el nimero de monedas de cada denominacién
sea el mismo, ¢Cuantas monedas se necesitan de cada denominacién?

-4

iREALIZAMOS LA VALORACION! ° /

Actividad 3.

Familia de ecuaciones: una familia de ecuaciones tiene valores similares que definen los parametros de su campo de
accion, y cada ecuacion de la familia sin importar la estructura de su expresion siempre tendra valores dentro de los
parametros. Nuestras familias se comportan de manera similar, los valores que adquirimos al interior de nuestras familias
son los limites o parametros que moldean nuestro comportamiento ante la sociedad, mientras los valores sean positivos
nuestro comportamiento sera correcto ya que obraremos con ética y moral, sin embargo, si los valores son negativos
actuaremos fuera de los limites, es decir fuera de las leyes y normas. Por esto, todos somos iguales ante la ley, esta
igualdad no es otra cosa que una ecuacion con variables y constantes que definen a nuestra sociedad.

1. éMenciona algunos valores que se practican en tu familia?
2. Indica tres derechos y tres deberes que todo nifio posee en nuestra sociedad.
3. Describe la importancia de la aplicacion de ecuaciones en la resolucidn de problemas.

k:\:‘_'..? .
/}@ iES HORA DE LA PRODUCCION!
Actividad 4.
Realizamos las siguientes actividades para fortalecer lo aprendido:

e Investigamos los pasos para modelar ecuaciones: Identificar la variable, usar abstraccion matematica, formular el
modelo y resolver la ecuacion.

¢ Posteriormente modelamos cinco ecuaciones sobre situaciones que se presentan en nuestro entorno.



PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES -

‘4| ilNiciamos DEsDE LA PRACTICA!
—
El cuadro magico del salto del caballo: En este cuadrado,
todas las lineas verticales y horizontales suman 260.
Tenemos que averiguar los valores de las letras que
aparecen, X, y, t, etc. para saber los niumeros de cada
casilla. Cuando conozcamos todos los nimeros, si partimos
del 1, los siguientes naturales, 2, 3, 4,... van apareciendo
siguiendo el movimiento del caballo en el juego de ajedrez.

Actividad 5.

Primer Trimestre: Matematica

[

APLICADOS AL DESARROLLO
DE LA TECNOLOGIA

3y+1

1. Analiza estos patrones y describe por qué sucede lo descrito anteriormente.
2. éSe podra llegar a los mismos resultados con los movimientos de otras piezas de ajedrez? Fundamenta tu respuesta.
3. ¢Los resultados obtenidos tienen alguna relacidn con los productos y cocientes? Fundamenta tu respuesta.

) iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

2-12

—e 1. Productos notables
1.1. Cuadrado de un binomio
a) Cuadrado de la suma de un binomio: (a+b)Z =a® +2ab

+b*

El cuadrado de la suma de un binomio es igual al cuadrado del primer término, mas el doble producto de primer término

por el segundo y mas el cuadrado del segundo término.

Demostracion analitica: realizamos la multiplicacion algebraica convencional:

a+b
a+b

2
2 2
2> +ab Por lo tanto, de manera sistematica decimos que (a + b) =a"+2ab+b

ab+b*

a’ +2ab+b*
Demostracion grafica.
a

- 3" i 2ab

Recordemos que: i
El drea de un cuadrado es
A=a?

El drea del rectangulo es igual a

A=b-h
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Ejemplos:

a. (X+5)2=X2+2(X)(5)+52=X2+10X+25

b. (4a+50° )2 = (4a) +2(4a)(56%)+(50* )2 — 164" +40ab* +25b*

. (6aX3 +8y° )2 - (6ax3 )2 + 2(6ax3 )(8 ¥ ) +(8 »° )2 =36a°x° +96ax’y° + 64y

b) Cuadrado de la diferencia de un binomio: (a-b)" =(a—b)(a—b)

El cuadrado de la diferencia de un binomio es igual al cuadrado del primer término menos el doble producto del primer
término por el segundo término, mas el cuadrado del segundo término.

Demostracion analitica: multiplicamos de forma convencional:

a

a—

a’—ab
—ab+ b’

a’ -2ab+ b’

Demostracion grafica:

2
por lo tanto de manera sistematica decimos que: (a —b) =a*-2ab+b*

(a—b)2 =a’-2ab+ b’

=y?-14y +49

2(3a)(56° ) +(56°) =9

—30a°b® +25h°

Actividad 6. Para fortalecer nuestros conocimientos resolvemos los siguientes ejercicios:

a. (y-7) =y -2(y)(7)+7
b. (3a*-55°) =(3a) -
. (5+x)
N (9m+4n)
(2a2X+6by)
. (8X2y+9m)
. (reo)
. (4x+ )
m . (4a+6 )
. (5m+3)
(o-a)

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(s
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1.2. Binomio conjugado: (a + b)(a - b) =a* - b*

El producto de (a+b)(a—b) es la diferencia de los cuadrados de ambas cantidades. Actividad 7. Desarrollamos

Demostracion analitica. Realizamos el producto y obtenemos: los siguientes binomios
conjugados.
a+b 1.(m+n)(m711)
a-b
. - . 2(y*-3 *+3
2> +ab Por lo tanto de manera sistematica decimos que: (a +b)(a—b) =a° - b* (y X)(y * X)
_ab—_b? 3.(6){2 +m3y)(6x2 —m3y)
az _bz 5.(3ax+1)(3;1x—1)

5.(3aX + 1)(3aX - 1)

oo r-r]
(

X2 _2y3n)(X2m +2y3n)

I52t)

7.

b. (3a-2b)(3a+2b)=(3a) —(2b)* =9a° -4’

Ejemplos: \
2
a. (3+X)(3—X)=32—X2 11.{ Xé+§ {y’g_;}

c. (433 +5X2y4)(453 —5X2y4)= (4a*) - (5x°y*)* =16a° - 25x* y°

1.3. Cuadrado de un trinomio: (a+b+c)* =a* + b* + c* +2ab + 2ac + 2bc

El cuadrado de un trinomio es igual a la suma de los cuadrados de cada uno de sus términos mas los dobles productos
de las combinaciones entre ellos.
Demostracion:

a+b+c

at+b+c

a’+ab+ac
ab+b* +bc

ac+bc+c’

por lo tanto ordenando tenemos que: (a+ b +c)* = a* +b* +c* + 2ab + 2ac + 2bc

a? +2ab+b* +2ac+2bc+c?

Ejemplos:

( Z 2, .2
a. X+y+z) =X"+y +z°+2xy+2x2+2yz

b. (2x+3y +42) =(2x) +(3y) +(42) +2(2x)(3y)+2(2x)(42)+2(3y)(42)
=4x*+9y* +162° +12xy +16xz + 24 yz
o (a2 +20° +3c*Y =(a2)2 +(20 )Z +(3€4)2 +2(a?)(26° )+ 2(a? ) (3¢* )+ 2(26°)(3¢*)

=a* +4b° +9c® + 4a%*D° +6a%ct +12b°¢*

[
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Actividad 8. Aplicamos el cuadrado de un trinomio en los siguientes ejercicios:

b (rrsve] s ox-s11) bt
2 y
2 (az —b+2c) 9. (3"2 +2b° _1)2 14 (_Za2 +b° —2)
3. (3.ar+5b+6c)2 1 1 4
10. EX+§y+C \/E 2
4. (2X3 +5y* +42° )2 15 [\/E)H'\/gy +T]
et 3

2 11.| —a-b+— 2
5. (m+2n+p-3q) 6 4 16(-a-b-c)
6. (2+ 211+p—6r)2 12. (ax’l -2a* -a*"! )A 17. (ax’l -2a* -a*"! )
7. (m+3+p—211+5t)2

1. 4. Productos de la forma (binomio con término comun): (x+a)(x+b) =x’ +(a +b)x+ab

El producto de dos binomios es igual al cuadrado del primer término mds la suma de los segundos términos del binomio
por el término comin mas el producto de los términos del binomio.

Demostracion analitica: multiplicamos de forma horizontal:

Ejemplos: (X + a)(x + b) =x’+ax+bx+ab=x*+ (a + b)X +ab

1. (X+7)(X—2):X2 +7x-2x-14=x%" +(7—2)X—14=X2 +5x—14
5. (¥ =7)(x*" -6) = x" — (74+6)x*" + 42=x*" ~13x*" + 42

3 (2p—9)(2p+6)=(2p)2—(18—12)p—54=4p2—6p—54

4. (x¥*-12)(x*-3)=(x’)"—(12+3)x* +36 = x° —15x° +36

Actividad 9. En nuestros cuadernos escribimos por simple inspeccién el producto de:

1 (m_6)(m_5) 6. [%x—%}(%;mgj 9 [gy—lx (——X—Eyj
2 E"‘S”))(("Gg)) 7. (3m+2n-4)(3m-3n+2) 10_(a+3b!i5)(a—53b+2)
4: (X2+5)(X2+9) 8. (—gu%)(%—xy] 11.[X2y+gj(%—Xj/ZJ

5 (X+3)(X—4)

1.5. Cubo de un binomio: (a +b)’ =a® +3a’b +3ab’ + b°

a) Cubo de la suma de un binomio: El cubo de la suma de dos términos es igual al cubo del primer término, mas el triple
producto del cuadrado del primero por el segundo, mas el triple producto del primer por el cuadrado del segundo, mas
el cubo del segundo término.

Recordemos que: Demostracién: descomponemos el cubo perfecto en sus factores multiplos:

El area de un cuadrado es

T gt (a+b)3=(a+b)(a+b)(a+b)
+

b)(a+b)’

El drea del rectangulo es igual a

(a
A=b-h (a+b)(a2+23b+bz)




Efectuando la multiplicaciéon de estos dos ultimos productos, tenemos:

22 +2ab + b? Representacion grdfica.
a+b =

a*+2a*b+ab*

Primer Trimestre: Matematica

a’b +2ab* + b°

a*+3a*h+3ab* +b*

&,

W h

Ejemplos:
L (x+1)° =x* +3x*(1)+3x (1) +(1)° = x°* +3x” +3x +1

2. (2x+3) =(2x)° +3(2x)* (3)+3(2x)(3)* +(3)’ =8x" +36x” +54x +27
3. (3a’+4b°c")’ =(3a2)° +3(3a2%): (4b3c4 ) + 3(3.a2 )(4b3c4)2 +(4b%c)?

=27a° +108a*b’c* +1442°b°c® + 64b°c"?
3 3 2
1 2 1 1 2 1 22 23 1 3 3 2 2 3 4 6
4.| =x+ = —x| +3| =x +3| —x + =—X +—Xx"y'+=—xy +
R S R e e L

a. Cubo de la diferencia de un binomio: (a —b)* = a* —3a’bh +3ab* - b’

El cubo de la diferencia de dos términos es igual al cubo del primer término, menos el triple producto del cuadrado
del primero por el segundo, mas el triple producto del primero por el cuadrado del segundo, menos el cubo del

segundo término.

Demostracién. del anterior producto se deduce que: (a—b)’ = (a —b)(a—b)(a—b)
Efectuando la multiplicacidon de estos dos ultimos productos, tenemos:

a*—2ab+ b’

a-b

a’ —2a’b+ab’
—a*b+2ab* - b’

a’ —3a*b+3ab* - b’

Ejemplos:

1. (x=2) =x"-3(x)*(2)+3(x)2) (2’ =x* -6x" +12x -8

2. (a*=3b) =(a®) ~3(a*)*(3b)+ 3(a2 )(317)2 —(3b) =a° —9a*bh+27a%b* —27b°

Por lo tanto ordenando tenemos que: (a—b)* =a® —3a’b+3ab* - b’

3. (551—6}/2 )3 = (53)3 —3(53)2 (6y2)+3(53)(6y2 )z —(6y2)3 =125a% —450a° y* +540ay* —216 y°

Actividad 10. En nuestros cuadernos resolvemos los siguientes ejercicios por simple inspeccidn:

1 (a+2) 7. (n-4)’ L[l 1 ’ o1 x
8. (1-3y) 1277387 a2
2. (2x+1) ,
9. 2m-3n)’ o X
3 14.| x“" + 18.
3. (2x+3y) 10.(22* - b*)? Y"J
3
. (7 +20) 11.(a-30) - bi‘iJ 1
, a 19. 2
5. (3x+2y) 12.(a* - ) 16. (4% + "3 3
6. (4+3a0")

[
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—o 2. Cocientes notables
Son cocientes que resultan de divisiones exactas entre polinomios, es decir que el resto es igual a cero y pueden ser escritas por simple
inspeccién.
n n

o . X"ty
Formatipica de un cocientes notable:
Xty

De este se desprende los siguientes cuatro casos:
Primer caso: cuando n es un nimero par o impar.

n n

x" - _ _ - _

y :Xn1+Xn2y+Xn3yZ+.“yn1
X-y

Segundo caso: cuando “n” es un nimero par el cociente es notable.

n n

x" - _ _ - _

Y S < e
xX+y

Tercer caso: cuando “n” es un nimero impar el cociente es notable.

n n
Xty o n-1

X" —x"y e x"yt -y
X+y

Cuarto caso: no cumple como cociente notable.
x"+y"
X-y
Ejemplos: realizamos los siguientes cocientes aplicando los casos segun corresponda.
5 5 5
x’-32 x -2
1) = =x'+x°(2)+ X (2 +x(2)’ + (@) =x* +2x° +4x" +8x +16
xX—2 x—2
x*-1 x*-1°

2) = =x7+x°(1)+x° (1) +x* (D + X’ W)+ x° (1) + x(D)° + (1)
x-1 x-1

=no cumple

=x"+x°+x +x'+x+x*+x+1

64a° —729b° (2a)° -(3b)°

3) 3 e (2a)° —(2a)" (3b) +(22)’(3b)" —(2a)*(3b)" +(2a)(3b)" +(3b)’
-324° —(16a4)(3b)+(8a3)(9b2)—(432 )(27b3)+(2a)(81b4)+ 243h°
=32a° —48a*b+72a°b* —108a*b* +162ab* +243b°

x +y’

4) =X6—X5y+X4y2—X3y3+X2y4—Xy5+y6

xX+y

27x°+125y°  (3x*)’+(5y°) 3xY

—(3x*)(5)° )+ (5y3)? =9x* —15x° p* + 25 ¢
3x*+5y° 3x*+5)° ( )< d ) ®r) d d

32x° +243y°  (2x)° +@By)’
2x+3y 2x+3y

=(2x)" - (2x)’ (35 )+ (@2x)’ By —(2x)By) +B»)"
=16x* —(8X3)(3y)+(4x2)(9y2)—(2x)(27y3)+81y4
=16x*-24x’y +36x°y* —54xy° +81y*

16x°-625y*  (2x*)*+(Gy)"

7
) 2x° +5y 2x° +5y

(257 =(2x°Y (57)+(2x* ) 5y)* -5y
=8x° —(4)(4 )(Sy) + (ZX2 )(25}/2 ) -125y°

m =8x°-20x*y +50x*y* -125y°

737 7 ny
8) 125‘3 bb = (2‘32) E,b ) _ (2a)° +(2a) b+(2a)' b +(2a)’ b +(2a)’ b +2ab° +b°
d— d—

=64a° +32a°b+16a*b* +8a°h® + 4a*b* +2ab° + b°
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Actividad 11. En nuestros cuadernos efectuamos los siguientes cocientes aplicando los casos segun corresponda:

6 _ 2.4 8 15 10 9 9 8 _

1) x° —64 3)1—abc 5) x7+y - 512a° +b 9) m° —256
x-2 1-ab’*c* X+t 2a+b m-2
x6 _ b 1-2°p*c® 9 9 32 16

2 L=V 4 7 G XY g~ —Y
x+y 1-ab°c X+y X +y

Férmula para determinar el nimero de términos: para determinar el nimero de términos “n” de un cociente notable se
calcula la divisién de los exponentes de las mismas variables.

- pP_9q_ nimero de términos

x"xy’® r s

xfP+yf

Ejemplo: sea el cociente notable
32 16
X7 — 32 16 . . .
4—}/2 ——=—=8 — el cociente notable tiene ocho términos
X" +y 4 2

Férmula posicion de un término determinado: el término general o mejor conocido como el término del lugar “k” en el
desarrollo de un cociente notable se representa por 7, y es igual a:

n n
b . . , )
y—’ donde el término T, se calcula segtin el caso correspondiente al cociente.
ym i m
Para el caso 1, se utiliza la siguiente formula. Para caso 2 y caso 3, los términos de la solucion se alternan
T, = x " km y km-m entre +, cuando &k seaimpar,y — cuando kX sea par.
P k-1
“n” es el exponente comun en el numerador T, = (_1) x 1l g kam=m
“m” es el exponente comun en el denominador “ »

n” es el exponente comun en el numerador
“m” es el exponente comun en el denominador

150 100
. P I . -b
Ejemplo: calculamos el término 25 en el desarrollo del siguiente cociente notable: P T
Vo +

“, n

Solucidn: aplicando la formula de nimero de términos determinamos “n

150 _ 5,100 (y3 )50 —(b*)*
S~ = —n=50ym=1
3 2 3 2 y
Yy +b ) +(0%)
Luego k=25, n=50ym=1, remplazamos los datos en la férmula de términos determinado.
T = (_1)1"1 kg b (_1)25’1 X022 25 2

k

2.1. Término central de un cociente notable: para hallar el término central en el desarrollo de un cociente notable,
determinamos la posicion “k” de dicho término. Siendo “n” el niimero de términos que posee el desarrollo.

. , o , . . P n+1
Si el nimero de términos es un numero impar tendra un solo término central: &, =——
Si el nUmero de términos es un numero par tendra dos términos centrales, por lo que se utilizan las siguientes dos

formulas: & =2,k =241
Cl 2 Cz 2

Luego de obtener el o los valores de k, se reemplazan en la formula del término general.

Tk — an—kak—l

21 21
Ejemplo: calculamos el término central de la siguiente division ;i

X=y
Solucion. Primero calculemos el nimero de términos del desarrollo de dicho cociente.

X -yt 21 21
—=— —»—=—=21,hay un nimero impar de términos, por lo tanto solo hay untérmino central.

xX-y 1
1 21+1
K = n;r :T+ =11, luego buscamos el termino11 en la formula correspodiente al caso1
Tk :Xn—kmykm—m _)7-11 :X21—11*1y11*1—1 :X10y10
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Actividad 12. En nuestros cuadernos realizamos los siguientes ejercicios para fortalecer lo aprendido.

1. Calculamos el nimero de términos de: | 2. Determinamos el término... 3. Calculamos el término medio de
X5 -32 ‘ Al = y22 los ejercicios 1) y 2)
a) ——— a)_ septimode 5
X =2 X—-y
16 16 40
x+2) —(x-2 ) x? — yPt
b)( ) - ( ) b) c]L¢zrzt0a’e2—y3
2(x"+4) X" +y
20 30 33 363
3 = . -
a) 2—}’3 ¢) quinto de3—y33
X -y X -y
—=o 3. Tridngulo de Pascal
Se construye mediante el siguiente procedimiento:
Anotamos 1 en los extremos, i . . .,
hasta donde el exponente del Los numeros internos se obtienen de la suma de los nimeros
binomio lo indique. SEBENOIES:

El tridngulo de Pascal nos permite desarrollar un polinomio segun el grado del binomio designando los coeficientes como
se muestra en la siguiente figura.

1 = (x+ )0  — 1
x+y =(x+y)! e—— 111
x? + 2xy + y? = (X +y)? — o JE 8%
x3 +3x%y + 3xy? + 33 =(x+y)} —— 1T 324
x* 4 4x3y + 6x%y? + 4xy® + y4 = (x +y)t — 114 ] 6|41
x% + 5x*y + 10x3y? + 10x%y® + 5xy* =(x+y) =—— 15 10 10 5 1

3
Ejemplo 1. Hallamos el desarrollo del polinomio (x+3y)

Solucion: mediante el triangulo de Pascal tenemos.

Luego los coeficientes seran de la cuarta fila, y al ser suma
el polinomio, los términos del desarrollo son positivos.

(x+3y)° =x* +3x* (3)/)+3X(3y)2 +@3y)?
(x+3y) =X3+9X2y+3){(9yz)+27y3
(x+3y) =x> +9x°y +27xp° +27y°

Ejemplo 2. Hallamos el desarrollo del polinomio ( )7
X=y

Luego los coeficientes seran de la séptima fila.

(X—y)7 =x"-7x°y+21x°y* -35x* y* +35x° y* —21x*y° +7xy° — y’
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Actividad 13. Aplicando el triangulo de pascal resolvemos en nuestros cuadernos los siguientes ejercicios:

D (x+47) b @x=y) 7) (Z—a2 )12 9) [azb+iJ 11) (lxz +2J’J
2) Bx-2y)° 5) (4x-3y)’ s v b 3
3) (2a+3b)° 6) (3a+3b)’ 8 [E"Z ‘gbj 10) (3x -3y*)° 12) (27 ~5m")’

4. Deduccion del binomio de n — ésima potencia (Binomio de Newton)

El desarrollo de los binomios tiene gran importancia por su aplicacién en diversas dreas como la ingenieria y otras. Sea el
. . n
binomio (a+b) , de su desarrollo tendremos que:
n . ’ .
e Eldesarrollo de (a+b) tiene n+1 términos.

“« u

e Las potencias de “g“ inician con exponente en “;“ el primer término y disminuye en cada término hasta cero en el
ultimo.

e las potencias de “p“ empiezan con exponente cero en el primer término y van aumentando en una cantidad hasta
“n” en el ultimo término.

“« _u “ oou “ _u

e Paracada término la suma de los exponentes de “a“y “p“ esiguala “n”
“" “"

e El coeficiente del primer término es 1y del segundo es “» “.

e El coeficiente de un término cualquiera es igual al producto del coeficiente del término anterior por el exponente de
“ 2“dividido entre el nimero que indica el orden de ese término (factorial).

e Los términos extremos tienen coeficientes iguales.
Formula general

(a) —at s iy 20 g 207 1072) oy lrmaNam2)(a73) Ly nlo o203 md) s, g
1 2 31 41 5!

Ejemplo: desarrollamos el siguiente binomio aplicando la férmula del binomio de Newton.

6:5 6:5-4 6:-5-4-3 6:5-4-3-2 6:-5:4:3:2-1
)6 — 96 _ ¢ .95 Y 3,3 2,4 _ 5 6
2-mP°=2°-6-2>m+ 20 2*m 3 *2°m° + i *2°m 5 2m> + ol m
6-5 6-5-4 6-5-4-3 6-5-4-3-2 6-5-4-3-2-1
_96_¢ .95 L9402 . 93,3 92,4 _ L9905 6
=2 62m+2'12m 3'2.12m +4'3.2'12m 52321 2m +6.5'4.3'2.1m

= 64 — 192m + 240m? — 160m> + 60m* — 12m> + m®
Deduccidn de n-ésimo término del binomio
Para determinar un término cualquiera del desarrollo del binomio se aplica la siguiente formula.

n(n ~ 1)(17(_ 2)1)|(n —r 2) a""'p" donde "r" es el término buscado
r—1)t

Ejemplo: hallamos el quinto término del desarrollo de (X+5y)6

Solucién: a=x,b=5y,n=6,r =5,reemplazamos los valores en la formula.

6(6-1)(6-2)(6-5+2)

65 (5},)5‘1 _sz (5},)4 =15x? (625y4) =9375x% y*

1) 4*3%2*1 . .
(5-1) Ciencia
Actividad 14. En nuestros cuadernos desarrollamos los siguientes polinomios mediante el divertida
binomio de Newton. . Y Observamos el video
4 1 ,\10 5, “El  Descubrimiento  que
1) (2X+y) 3) 2x*-y*)  5) §+2y 7) (2—3 ) 9)|a b—? Revolucioné el Cdlculo de
Pi” del canal Veritasium en

6 9 9 5 espafiol.
2) [%X—Zj 4) (%X+2y] 6) (x"-5m*) 8 [%HJJ 10) B3x +3y%)° ’

Escanea el QR

Ve . 9 .
Determinarel 4°,6°,3°y 8°término de (X+3y)5 ,(2m+1)8 ,(m—7n)4 ,(az —bz) respectivamente.
Actividad 15. En nuestros cuadernos calculamos los siguientes valores:

m _ pm+é m
1) Si;: ——;— es cociente notable,donde m € Z*, el valor a* — b2
a*—bz2

. (By=1"+ By +1)” o
2) La divisién: 10y da un c.n,donde un término tiene la forma:
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b
‘31(25}/'2 —1) ElvalordeE =a+b

x5n+3 _ y10n+15
3) Six®P,yab es el 5to término del desarrollo del Cociente Notable: —h=1 _ _zn—1 s hallar a + b.
Xty
. . . 1/(x+2)"™ —x™
4) Si el tercer término del desarrollo del cociente notable; 1 e —
tiene comovalor numérico1024, para x = 2.Calcular el valor de m.
" jREALIZAMOS LA VALORACION! /

Actividad 16.

Como pudimos observar, los quehaceres de nuestra vida giran en torno a lainterpretacion de los datos y ala representacion
de estos a través del lenguaje, ya sea nuestra lengua materna o bien algin lenguaje especial como el lenguaje matematico.

Comprendemos la importancia de esta area, ya que logramos analizar y construir expresiones algebraicas que nos
permiten realizar operaciones fundamentales, como sumar, restar, multiplicar y dividir. O simplemente realizar la
descripcion de los datos presentes en eventos o elementos de nuestro entorno, como se muestra en las imagenes.

Respondemos las siguientes preguntas en nuestro cuaderno:
1. ¢Cudles lafinalidad del lenguaje matematico en nuestra vida?

2. ¢Por qué es importante la abstraccion matemdtica en el estudio de los fenédmenos o eventos que se presentan en
nuestro entorno?

3. ¢éCuadl crees que es la diferencia mas relevante entre las operaciones fundamentales de la aritmética y las operaciones
fundamentales del algebra?

-\ {Es HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 17.

Realicemos las siguientes actividades para fortalecer lo aprendido.

1. Elaboremos programas cortos utilizando hojas de calculo Excel
para resolver operaciones a través de las reglas de Ruffini y Horner.
Posteriormente crea una guia con la que podamos socializar estos
conocimientos a terceras personas.

2. Sistematizamos lainformacion a través de medios digitales y analdgicos.

3. Investiguemos en internet si existen programas que nos permitan
realizar el cdlculo de operaciones fundamentales con expresiones Er'—ﬂ—ﬂ
algebraicas. —

! 5 .
Interpretacion de datos mediante unidades de

medida.

En un tridngulo, a lados iguales se oponen dngulos iguales.
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FACTORIZACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS -

[ EN PROCESOS PRODUCTIVOS
d‘% } {INICIAMOS DESDE LA PRACTICA!
Actividad 18. i 5
Escribimos una lista de 4 virtudes, 4 defectos, 4 hdbitos positivos y 4 habitos |a- 2

negativos, luego de manera aleatoria leemos lo anotado, para socializar con |,
los companieros y respondemos las siguientes preguntas:

- 4~
1. ¢Hubo alguna virtud o algun defecto que haya escrito todo el curso? ¢ Cual T S
fue la virtud o defecto identificado? i : i =
2. Escribelos nombres de lasy los compafieros cuyas respuestas coincidieron. | 2
3. Debatimos sobre la definicidn de la palabra “coman” 3 3
4, 4.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

e
1. Casos de factorizacion

La Factorizacién de polinomios transforma una suma algebraica en un producto de factores, de modo que factorizar un
polinomio es descomponerlo en dos o mas polinomios llamados factores, de tal modo que al multiplicarlos se obtenga
el polinomio original.

Factorizacion

A

X2 43X - 4 = (x+4)(x-1)

. P

Producto

2. Factor comun

Este método se aplica cuando todos los términos del polinomio tienen un factor comun, que puede ser numérico o literal.
Factor comin monomio: Es aquel factor que estd presente en cada término del polinomio. Para poder factorizar se
extrae el factor comun de cada termino.

aX+bX=X(a+b)

Observemos los siguientes ejemplos:

1. Factorizamos: 2ap° +352 (solo existe factor comun en la parte literal)

2ab’ +3b* como sonde distinta potencia,consideramos el de menor grado
Entonces : 2ab® +3b* = (Zab + 3)b2

2. Factorizamos: 18x-15y (cuando existe factor comun en los coeficientes numéricos)
Descomponemos los coeficientes para hallar el factor comin 18x — 15y =2-3-3x —3:5y = 3(6x — 5y)
3. Factorizamos: 36x°y> -27x>y +9x*y (cuando existe factor comuin en letras y nimeros)

Descomponemos coeficientes y terminos literales
36x2y? — 27x3y + 9x*y = 4 - 9x%yy — 3 - 9x%xy + 9x%x%y = 9x?y(4y — 3x + x?)

Factor comun Polinomio: se aplica cuando los términos de la expresidn algebraica tienen como factor comun un
polinomio.

Ejemplos: factorizamos las siguientes expresiones. ﬂ

1. Factorizamos: (a + b)mZ + (a + b)n
Solucion: Se extrae el factor comun polinomio (a+ b)
Entonces: (a + b)m2 + (a + b)n = (a + b)(m2 + n)
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Actividad 19. En nuestros 1. Factorizamos: 3m(5X—2)—H(5X+2)+(5X+2)=(5X—2 (3m—n+1)

cuadernos factorizamos las 2.  Factorizamos: 2y(7m—n+3)—7m+11—3:2y(7m—11+ )—(7m—17+3)
siguientes expresiones: _ (7m 4 3)(2}/ B 1)

ax+bx+cx

84" —6a —e 3. Factor comun por agrupacion de términos

24a-12ab Se trata de agrupar términos para obtener un factor comin como se muestra en los
142—215+35 siguientes ejemplos:

1. Factorizamos: ax +ay +bx + by

5ax® —5bx* +5cx* .. .
= e Solucién: agrupamos convenientemente (ax+ay)+(bx+by)

20x-12xy +4xz Extraemos factor comiin monomio a(X +y)+b(X+y) :(X+y)(a+b)

10x%y —15xy% +25xy Factorizarmos: ax —ay +az+x—-y+z

2% +6x+8x° —12x* Solucion: agrupamos y factorizamos (ax—ay +az +(X—y+z)
:a(X—y+Z)+(X—y+Z):(X—y+z)(a+1

2. Factorizamos: 12x +24y + mx +2my
12m*n+24m’3n* -36m*n’
Solucién: agrupamosdosados(lZX+24y)+(mx+2my)
a(X+1)+b(X+1) Factorizamos en cada grupo 12()( +2y)+m(x +2y) = (X + 2y)(12 + m)
x*(p+a)ty’(p+a) .y . - . .
Actividad 20. Factorizar las siguientes expresiones algebraicas.
2(a*+1)-b(a*+1)

1. am—-bm+an-bn . 4a°-1-3°+4a

III(X+1)—17(X+1)+p(X+1) 6
#a-b+1)-5(a-b+1) 2. ax -2bx —2ay +4by 7. x+a' —-xyt -yt
8. 3abx®-2y* -2x" +3aby’
9. 2am—-2an+2a-m+n-1
10. 3ax —2by —2bx —6a+3ay +4b

2.2 2 2 2 2
1_X+2a(1_x) Cax -3bx"+a'y -3by

3

ala+1)-blar1)-a-1 4, 3m-2n-2nx* +3mx*
5. 4a°—1-a°+4a

—e 4. Factorizacion de binomios
4.1. Diferencia de dos cuadrados.
(x+y)(n+1)-3(n+1) Se factoriza de la siguiente manera:

1° Se extrae la raiz cuadrada en ambos términos.

X(Za+b+c)—2a—b—c
x(b+2)-b-2+3(b+2)

2° Se multiplica el binomio conjugando como se indica a continuacion:

a’ - b’ :(a+b)(a—b)

9 1
Ejemplo: factorizamos — x* ——
16 36

. 9 , 3 [1 1 9 , 1 (3 Y (1) (3 1)3 1
Las raices son:,|—x° ==x ;,|—==; porlotanto—x*——=|"x| —-|=| =| =x+=|| =x—=
16 4 '\36 6 16~ 36 |4 6) |2 62 6

Actividad 21. En nuestros cuadernos factorizamos los siguientes ejercicios de diferencia de cuadrados.

1) 4x*-9y? 4) x*y°®-100 Nxy-yx 10) m***® 25
2) 4x* - b 5) 81x*-16y° 8) (x +1)2_36X2 11) —x P20 4 x4

2 2 2 2
3) 25x° -~y 6) (x+3) -16 9) 1- m’n* 12) 495" —4(y* -3y)

4.2. Suma y diferencia de cubos perfectos

Cualquier suma o diferencia de cubos perfectos puede factorizarse de la siguiente manera:
1° Se extrae la raiz cubica del primer y segundo término.

2° Luego se escribe el producto de la suma o diferencia de las raices de cada término por el trinomio formado por la raiz
100 del primer término al cuadrado +o0 - el producto de las dos raices mds el cuadrado de la segunda raiz, como se muestra
a continuacion:

@ +b =(a+b)(a2 —ab+b2); a-b =(a—b)(a2 +ab+b2)
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Ejemplo 1. Factorizamos 27a° +1 : %MPIAM

. P . CIENTIFICA

Calculamos la raiz ctbica de cada uno de los términos, obteniendo: ESTUDIANTIL
N

274 =3a y 3/1:1 éCudlesla

diferencia entre

Luego la factorizacion serd: 27a° +1 :(3a+ 1)(9512 —3a+ 1) el mayory el
menor divisor
Ejemplo 2. Factorizamos 64x°—125y° primo de 2° - 1?

Calculamos la raiz cubica de cada uno de los términos, obteniendo:

Yeax’=ax y 125,% =5y
5 64x° —125y° = (4){)3 —(Sy)3 = (4—X —5y)((4x)2 +(4X)(5y)+(5y)2) = (4){ —5}/)(16)(2 +20xy+25y2)

Actividad 22. Factorizamos los siguientes ejercicios en nuestros cuadernos para fortalecer lo aprendido.

\@

1) 8x° +2° 4) 64x° + 27 7) x°-27 10) (X_2)3_8y3
2) a'-1250° 5) 125p°+64z° ) (X+y)3_z3
3) 1+y° 6) a’b® —x*

11) x*y -64x°y’
9) a’+b° 12) a +b"
5. Factorizacion de trinomios

5.1. Trinomio cuadrado perfecto

a’+2ab+b*=(a+b)* > a’-2ab+b’=(a-b)’
Siel primeroy el tercer término son cuadrados perfectos y si el producto de la raiz cuadrada del primer término por la raiz
cuadrada del tercer término por 2, nos da como resultado el valor absoluto del segundo término del polinomio original.
Ejemplo 1. Factorizar 1+2m+m’
Sacar la raiz cuadrada del primer y tercer término: 1+ 2m+m’

N Nz

1 m
El segundo término debe ser el doble producto de las raices, 2(1)(m) =+2m.

Una vez verificado anotamos el cuadrado de la suma o la diferencia. 1+2m+m? :(1+m)2
Ejemplo 2. Factorizar 9x* —24x*y +16y°
Las raices son:\9x* =3x%;\16 y* =4y; el doble productoes : 2(3;{2 )(4y) =-24x"y
2
Como los signos del trinomio son intercalados ,se escribe 9x* —24x*y +16y° = (3){2 -4 y)

Actividad 23. En nuestros cuadernos factorizamos los siguientes trinomios cuadrados perfectos.

1) x*—4x+4 5) n®-22n*+121 9) 2x*y? +16x*y* +32xy°
2
2) 9x°-30x+25 6) (x+3) -8(x+3)+16
) ) (x+3) —8(x+3) 10) (x+2y) +10(x+2y)+25
3) 16a° —48a+36 7) x*+8x+16
4) m*—14m+49 8) 1+4y +4y” 11) 16m” - 40mn +25n°

5.2. Trinomio de la forma: x° + bx +c¢

Es el resultado del producto de binomios que tienen en comun el primer término, para factorizarlo realizamos lo siguiente:
Factorizar: x*+5x+6

Extraemos la raiz del primer termino \ x* = x y loanotamos enel producto de binomios
x° +5X+6=(X )(X )

Se coloca el signo del segundo término +5x en el primer factor y se multiplica los signos del segundo y tercer término
(+)(+)=+ para obtener el signo del segundo factor, asi.

X2+5X+6=(X+ )(X+ )
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Como los factores tienen signos iguales, se busca dos cantidades cuyo producto es igual al tercer término (6) y cuya suma
sea igual al coeficiente del término medio (5). En este caso son 2y 3.
2
X +5X+6:(x+2)(x+3)

Ejemplo 1. Factorizamos la expresion a* —13a+30.
a’-13a+30=(a— )a- )

a’?—13a+30=(a— 10)(a—3)

Actividad 24. Fortalecemos nuestro aprendizaje mediante la resolucién de los trinomios.

1) x*+7x+10 4) 21-4y-y° 7) m*n*+m*n®*-132
2) m*—15m+54 5) x*+xy 2057 8) t* —99¢ +2430
3) a’+2axy —440x°y* 6) 5+4m™ — m*" 9) x> +3x-550

5.3. Trinomio de la forma: ax?+bx+cdonde a#1

Factorizamos la expresién: 6a* —7a—3

Solucion: se multiplica y divide por el coeficiente del término cuadrético, luego multiplicamos el numerador.
6(6a°~7a-3) 364’ ~7(6a)-18 (6a) ~7(6a)-18 (6a-9)(6a+2)

6 6 6 6
Sacamos factor comun de los factores del numerador y simplificamos.
(62-9)(6a+2) _ 3(2a-3)2(3a+1) _ 6(2a-3)(3a+1) (2a-3)(3a+1)
6 6 6

Actividad 25. Factorizamos las siguientes expresiones en nuestros cuadernos.

62> -7a-3—

1) 6z°+11z+4 4) 21x* -29xy -72y° 7) 2m* +9mn—-110n*
2) 10p* +11p+3 5) 24x” +5xy -14y° 8) a2 + 2axy — 440x2y?
3) 9x%+30x+25 6) 6-5m" —6m" 9) 30 +13x - 3x

5.4. Aspa simple

Es un método que trata de encontrar factores multiplos del primer y tercer término del trinomio, si la suma del producto
en aspa de los factores es igual al termino central, se registra los factores multiplos del trinomio.

Ejemplo. Factorizamos la expresién: 182 +17ay —15y°
18a* +17ay —15y°

9a><—5y =-10ay
2a— *43y=+27ay
+17ay

Luego 18a° +17ay —15y* =(9a—5y)(23+3y)

5.5. Aspa doble
Se emplea para factorizar polinomios de la forma: P(X,y) =Ax*"" +Bx"y" +Cy*" + Dx" + Ey" + F

P(X,y):AXZ”Z +Bx"y" +Cy*" + Dx" +Ey" + F

A ~—_ 7 CJ’ A
(7 f——]
Ax" Cy" r,
Ejemplo: factorizar el polinomio: x* +2xy + y* —2x -2y —63
102 Solucién: por método del aspa doble x° +2xy + y* —2x —2y —63
X 4 =9
)%5( ,

La factorizacion es = (x +y —9)(x +y+ 7)
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Actividad 26. En nuestros cuadernos factorizamos los siguientes polinomios mediante el método del aspa:

1) 15x*+x*y—6y° 6) 40x*** —x*' 15 11) x*+2xy+y*+3x+3y+2

2) 11x*y+10x* -6y° 7) 14x*+29x-15 12) 2x*+4xy —-11x-6y*+7y +5
3) 21m® -17m*n+2n* 8) 3a’+5ab-2b* 13) 12a° -ab+11a—6b"+13b-5

4) 54a’b* +7a" -16b* 9) z'°-z°-20 14) m®-2n*+6p° —mn+5mp—np
5) 15x* +9x” -108 10) 6x°-7x+20

6. Trinomio por adicion y sustraccion
Factorizamos x* +3x% +4

Solucién: obtenemos las raices cuadradas del primer y Gltimo término x* es x? y de 4 es 2; pero el doble producto de
las raices no es 3x?, por lo tanto, no es un trinomio perfecto, entonces.

Sumamos y restamos x” al trinomio x"43x 44+ xt—x°

Asociamos convenientemente (x* +4x*+4)-x*

Factorizamos el trinomio cuadrado perfecto (XZ + 2)2 - x°

Factorizamos la diferencia de cuadrados [(x?2+2)+x][(x2+2)—x] > (x> +2+x)(x*> + 2 —x)

Ordenamos los términos de cada factor (XZ + X+2)(X2 -X +2)
Actividad 27. En nuestros cuadernos factorizamos los siguientes trinomios por sumas y restas:

1) z*+2*+1 4) x®+3x*+4 7) 16m* —25m*n’* +9n*

2) 16m* -25m*n* +9n* 5) x*+2x*+9 8) 81m® +2m* +1

3) x*+m*n*+n* 6) 4x* —29x* +25 9) 49x° +76x* y* +100y°
N
/

iREALIZAMOS LA VALORACION!

Actividad 28. La factorizacion implica la revision de varios temas del conocimiento matematico, siendo en si una forma
de mejorar la agilidad mental y el razonamiento en la aplicacion practica de los mismos. De igual manera, es mucho
mas que un contenido del algebra, es una herramienta de trabajo para la vida cotidiana. La factorizacién llega al campo
empresarial en varias formas:

— Enel area de ingenieria: contribuyendo en el disefio de edificios a desniveles.

— Enla economia podemos conocer el porcentaje de un descuento, el orden, modo de facturar, etc.
En ese sentido respondemos de manera reflexiva las siguientes preguntas:

— ¢Cdémo la factorizacion contribuy6 al desarrollo de la ciencia y tecnologia?

— ¢Como aplicamos la factorizacion en la resolucién de problemas?

-~

o

! iEs HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 29. Utilizando materiales de nuestro entorno creamos las siguientes figuras, posteriormente modelamos una
expresion algebraica factorizada y su respectivo producto que representa a cada figura.

oy — =
I e = i = — -
T T | [ghs ™
| | : ] I
| | 1 |
[ wl | ;
1. I I: 2. I " .e-_-;e? =
3 T ‘, /":_. i | ii |
| h \_/,/ I ;I
" b - -
; | g
h

b a

- Investigamos la utilidad de la factorizacién en construcciones y actividades econémicas.
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FACTORIZACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS
= EN PROCESOS PRODUCTIVOS

P oy

ﬂr%: {INICIAMOS DESDE LA PRACTICA!

Historia de la factorizacion. La factorizacion es una de las herramientas mas empleadas en el trabajo matematico para
convertir una expresion algebraica de manera conveniente. Esta tiene una importancia considerable a través de la historia.

La factorizacion surge ante la necesidad de solucionar ecuaciones de segundo grado. Por otro lado, los
babilonios, fueron los primeros que resolvieron, ecuaciones cuadraticas en unas tablillas descifradas
por Neugebaveren 1930, cuya antigliedad es de unos 4.000 afios, en estas se encontraron soluciones a
varias ecuaciones, empleando el método conocido actualmente como “completar el cuadrado”.

Por aquellos afos existid una proeza al hallar una solucién para polinomios con coeficientes
racionales ax’ +bx’ +cx+d donde a, b, c y d son nimeros cualesquiera, y “a” es diferente de cero.
Lo que tienen todas estas expresiones en especial, y que las hace ser de tercer grado, es que la
incégnita aparece elevada al exponente 3 y ese es el mayor exponente de la incdgnita. La gran
proeza matematica de descubrir la formula, fue realizada por el matematico italiano Scipione del
Ferro.

Actividad 30.

- Investiguemos la relacion de Scipione del Ferro con Niccolo Fontana y Girolamo Cardano para con los polinomios ya
mencionados.

%
-

—

-

- iCrees que en la actualidad es una proeza calcular polinomios de la forma ax® + cx? + d ? éPor qué?

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /

—e 1. Factorizaciéon por método de Ruffini LR e

El método de Ruffini, es un método muy practico, eficaz y sencillo, que nos l
permite encontrar las diferentes raices de cualquier polinomio. Es ideal para -1
aquellos polinomios que tienen un grado superior a dos (2).

-1 +1 +40 -40 -l44 +144
-l 40 +40 +144 -144 0

1
] l +1 0 40 0 +J144
0 -40 0 +i4¢4 0

Este método consiste en seleccionar una posible raiz del polinomio dado y formar
una tabla; en el momento en que el Ultimo resultado de la tabla sea cero (0)
habremos culminado; si no ocurre esto, entonces debemos intentarlo con otra
posible raiz. o3
Factorizamos: x° —41x* +184x” —144

Ordenamos el polinomio de forma decreciente respecto al exponente de la
variable, debemos completar los vacios con ceros.

-2 +4 +72 -144
=2 =36 +72 0

Se determina los posibles divisores del término independiente son:

144 =+1,-1,42,-2,43,-3,4+6,~6,+9,-9,... e
Se baja el primer coeficiente, se multiplica por el divisor (-1), de modo que
1*(-1)=-1, luego sumamos en vertical ¢4 (-1)=—1- 6|4 +6
Repetimos el proceso hasta simplificar los coeficientes. R )

Se anota los factores multiplos (x) con el signo cambiado (X*l)

R.(X +1)(X —1)(X +2)(X —2)(X + 6)(){ —6)

Actividad 31. Fortalecemos nuestro aprendizaje factorizando los siguientes polinomios en nuestros cuadernos.

1) y*+5y°+8y -4 5 x"+x*-6x*-4x+8

2) m*-22m*-75 6) x° +6x* +5x° —24x* -36x
3) b*—9b* +26b-24 7) x°+2x* -3x° —-8x% —4x
4) a°-21a’ +16a° +108a—144 8) x'-2x"+1

2. Casos combinados de factorizacion
Existen polinomios que se deben factorizar dos o0 mas veces con diferentes métodos; como, por ejemplo:

Ejemplo 1. Factorizamos la expresién 2x° +6x° —8x.

Solucién: obtenemos el factor comun del trinomio 2x® +6x* —8x — 2x(x2 +3X—4)
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Factorizamos el trinomio de la forma x* + bx +c¢
Ejemplo 2. Factorizamos la expresién 3x* —243

ZX(X2 +3X—4) - 2X(X+4)(X—1)

Solucién: factorizamos 3 de la expresiéon 3x* —243 — S(X4 —81)
Factorizamos el binomio con diferencia de cuadrados

3(x* -81) > 3(x’ —9)(;(2 +9)

Factorizamos nuevamente el primer factor aplicando diferencia de cuadrados.
3(x°-9)(x*+9) > 3(x-3)(x +3)(x*+9)

Actividad 32. En nuestros cuadernos factorizamos los siguientes polinomios

1) z*-3z+2 4) x*-2x-48 7) 3m* +10m+8
2) a*—-a-20 5) x*—6a-40 8) 6m* +7m+2
3) x*~7x+10 6) x* +3x—54 9)3x*—x—4

—e 3. Interpretacion geométrica y aplicacion de la factorizacion
Para realizar una interpretacion geométrica de la factorizacién se requiere normar las siguientes herramientas, es decir,
figuras geométricas que representan expresiones especificas:

[l

X 1 1

x'=x* xl=x 12 =1
Observemos algunos ejemplos de factorizacién mediante esta interpretacion:

Ejemplo 1. Factorizar x* +2x+1 (X+1).I
x° +2X+1—)(X+1)(X+1)
+ + =

x+1

Ejemplo 2. Factorizar x> +4x +4

X2+4X+4-—)(X+2)(X+2

. IIII +HHEE- BHEEEE

Ejemplo 3. Factorizar 3x* +8x +5 (x+2)
3x* +8X+5—)(3X+5)(X+1

... + IIIIIIII + HEEEN -
e

(3x+5)

Actividad 33. En nuestros cuadernos realicemos las siguientes interpretaciones geométricas de los polinomios:
1) x*+10x+24 4) x*+4x+3 7) m* —m-30

2) x*+14x+33 5 x*+x-2 8) 8x* +2x-1
3) x*+3x-180 6) x* +22x +30 9) 6x° +7x +2
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Actividad 34. Como pudimos observar la factorizacién ha sido un tema del cual han tratado numerosos matematicos
importantes, haciendo un recorrido por la historia de las matematicas, especificamente con la solucion de ecuaciones
polindmicas con coeficientes racionales.

Deigual manera, comprendemos que la factorizacion es una de las herramientas mas empleadas en el trabajo matematico
para “transformar” una expresién algebraica de manera conveniente, para resolver algun problema.

Tiene una importancia apreciable a través de la historia, es la solucion de ecuaciones algebraicas; de hecho, en un primer
momento, la factorizacion surge ante la necesidad de solucionar ecuaciones de segundo grado.

En el cuaderno de ejercicios respondemos las siguientes preguntas.

1. ¢El método grafico te parece mas facil de comprender o mas complicado? ¢ Por qué?
2. ¢Por qué es importante aprender a factorizar?

3. ¢Como podemos aplicar la factorizacion en la cotidianidad?

“ | iEs HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 35. Elaboramos figuras geométricas con materiales de nuestro entorno, para realizar la interpretacion
geométrica en la factorizacion:

13 T2 i E T4

W

‘ } v '

2 22 x 1

]
Organicemos un concurso de factorizacidn geométrica con nuestros compafieros, premiando a quienes resuelven

ejercicios de factorizacion en el menor tiempo posible.

FRACCIONES ALGEBRAICAS Y -
= SUS OPERACIONES

d‘%i iINICIAMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 36. Sabias que el objetivo del censo es obtener informacidn estadistica sobre la cantidad y las caracteristicas
de la poblacion boliviana, datos que coadyuvardn en la planificacion y toma de decisiones para la implementacion de
politicas publicas. Con estas politicas se podra mejorar la educacion, salud y seguridad ciudadana. Lo interesante de
esto es que los datos recolectados se pueden representar en fracciones aritméticas y algebraicas. Con los cuales se dan

respuestas a muchas preguntas. Como por ejemplo éQué cantidad de

s N sy O mujeres ejercen la profesion de maestra?, etc.
Habitantes 5274335 10380913 ~ . . . .z
S e Con nuestros compafieros realicemos una investigacion sobre
erscimianta 2745% 2.03%

los diferentes censos que se realizaron en nuestro Pais, para dar
respuesta a dudas como ¢Qué afio se realizd el primer censo en
Bolivia?, ¢Qué tipos de censos existen? ¢Cual es la relaciéon de
distribucién de recursos con el censo?

( HOMBRES MUJERES
Ll Conso 2000 Consa 21001
49,0% 50,2%

Para realizar esta investigacidon, debemos buscar datos en paginas

Conzo 2012 Censo 317
vl oficiales como por ejemplo la pagina del Instituto Nacional de Estadistica

50,1%

Fugnle. INE

https://censo.ine.gob.bo/.

i iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /
)8

—e 1. Fraccidn algebraica

Una fraccion algebraica es una expresidon que se representa como el cociente de dos polinomios P /Q . Donde el
polinomio P es el numeradory @ el denominador de la fraccidn. Por lo tanto:

P N 2x \/E X 2x -5 a +4b*

Q 3" 2+x’ -y’ x*4+9x-81 a°—5ab+2b°

Son fracciones algebraicas racionales, donde a,b,...x,y eR
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Existen reglas para realizar calculos con fracciones algebraicas, estas son las mismas que estudiamos en las fracciones
aritméticas. De igual manera se considera fraccidn algebraica a toda expresion que minimamente posee una letra o
variable en el denominador, por ejemplo:

P 1 —5x°" Jx-2

— Zx’Z(X—S); >X Y., NX +3

¢ x — X @ Glosario
—o 2. Equivalencia de fracciones algebraicas Signos de una fraccién

Acorde a una de las propiedades fundamentales de las fracciones, una fraccién no se altera ~ Una fraccion tiene tres signos:

si se multiplican o dividen el numerador y el denominador por una misma cantidad, siempre 1. Signo en el numerador

que ésta sea distinta de cero. En estas condiciones las fracciones se llaman equivalentes. 2. Signo en el denominador
Sean P,Q,R. polinomios cualesquiera, expresados en forma de fracciones equivalentes. 3. Signo de la fraccion
P PR PR P P R P=R Cambio de signo en una
—_— = —_— = —=— fraccion
Q QR QR Q Q@ R Q=R 1. Cuando una fraccion no
Ejemplos 1. Calculamos la fraccion equivalente de P /@, si se multiplica el numerador y tiene factores indicados,
. se puede cambiar dos de
denominador por & ; donde P=(2+X),Q:(1—X)yR:(1+X) susptres signos sin que Ia
24 x (2+X) (1+X) x243x 42 fraccion se altere.
' - 2 P_,%a__-a__+a_ -a
1-x (1—X) (1+X) 1-x Q_++b_ b —b_+—b
24y x*43x42 2. Cuando una fraccién tiene
= son fracciones equivalentes los factores indicados, el
1-x 1-x* cambio de signo no altera
Ejemplo 2. Calculamos el equivalente de 2(X2—1)/Xy2, si se multiplica al numerador y la fraccién si el cambio se

realiza a un nimero par de

denominador la expresion 2(x—2 .
factores, si el cambio es a

Z(Xz—l)_)Z(Xz—l) _Z(X—Z) 2(X3—2X2—X+2) 253 _4x? _2x 44 :n n.L’Jmero impar si cambia
= = e signo.
2 2 2 2 2 2
X whoo2x-2) wi(x-2) Xyt -2y (a-b)a-c) (a-b)(a—c)
2 b-allc-a 7—b—a a-c
AN pearaees (o=a)(e=a) ~(o=a)fa—c)
. —== T g son fracciones equivalentes (a-b)(ac) —(a-b)(a—c)
xy Xy -2xy =
-fpa)fae) (p-2)(a=c)
—e 3. Simplificacion de fracciones algebraicas (b-a)(a-c)
Para simplificar fracciones algebraicas debemos factorizar el numerador y el denominador (b=a)(a=c)
para eliminar los factores y términos comunes en ambos. Propiedades de potenciacién:
a. Simplificacion de monomios: la parte numérica se descompone en sus factores primos a. Producto de bases iguales
y la parte literal en sus factores multiplos acorde a su exponente. Posteriormente se 2" xa™ = g"m
eliminan los factores semejantes. b . .
. ) i 5 . Cociente de bases iguales
Ejemplo 1. Simplificamos 10x°y /4xz a
10XZ_V_2'5'X'X'y_5Xy P
4xz 2:2-x-z 2z c. Potencia inversa
Ejemplo 2. Simplificamos los monomios 15a'26"c*® /75a"'b'*c?. an=t

Descomponemos y aplicamos la propiedad de exponentes.
d. Exponente cero

12315 .20 .
15a 1b16622 — 5-3 . q12-11p15-16,20-22 _ lab‘lc‘z __4a - =1
75a'tbtec 5:5-3 5 Sbc e. Potencia de otra potencia

b. Simplificacionde polinomios: parasimplificar polinomiosdebemosfactorizarelnumerador AT
y/o el denominador y posteriormente eliminar los factores y términos semejantes. (a ) -
f. Propiedad distributiva
. . i 3ab
Ejemplo1. simplificamos: ———— .
2a°b+2a (ab)m:a'"b’" P
A R

3ab _ 3ab _ 3b
2a°h+2a° ZaZ(b+a) 2a(b+a)

Obtenemos factor comun en el denominador

(4—n2 +4n —3)(n2 +7n—30)

Ejemplo2. simplificamos :
(20*=7n+3)(4n” +12n+9)
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Factorizamos los numeradores y denominadores.

(4n2 +4n —3)(n2 +7n —30) (203)(20=T)(n+10)(n<3]

(207 -7n+3)(4n” +120+9) ~ (2p-1)(n=3)(2n+3)(2043]

_n+10
2n+3
2 _yz
Ejemplo3. simplificamos: —————
x* —4xy +3y°
x*—y? =yt y)  x+y

= = i d 0
X2 — 4xy + 3y? G-3)Gx—y) x—= 3y,SLempre y cuando (x +y) #

Actividad 37. En nuestros cuadernos simplificamos las siguientes expresiones algebraicas.

12x%y* 8-a° ab(x2+y2)+xy(az+b2)
D Vs ?
Xy a3+ ‘Z_ ab(XZ—y2)+Xy(aZ—b2)
—16320b10C1+m a +b
e — 6 n -2n
) ) G L R IR
3_18x% — 2a° —2ab* +a* - b* Y Y Y
3) 6x" —18x° —-24x 7 = — 10) — -
15x —9x* 2ab” +b" -2a° —a 1 1 1
2 2 2 2 2 2( 2 yy T x Y=
" ab*m* —2ab*mn+ab’n (X—Z) (X +X—12) X X X
2 2
abm” —abn (2-x)(3-x) a-1)(a ~9)(a~5)+27

(a+2)(a -16)(a—6)+48
—=o 4. Minimo comun muiltiplo (m.c.m.)

El minimo comdn multiplo de dos o mas expresiones algebraicas es aquel término que se divide por todos los factores
comunes y no comunes resultantes de:

e Obtener el m.c.m. de los coeficientes.

e Tomar los factores que no se repiten y de los que se repiten, tomar el de mayor exponente, para luego multiplicarlo
por el m.c.m. de los coeficientes.

Ejemplo 1. Calcular el m.c.m. de la siguiente expresion 24x”y*z;15xy°z;36 "z
Solucién: calculemos el m.c.m. de los coeficientes y las variables

24 15 36 |2 —

i 33 18 1% Se toman los factores literales de mayor
¥ 3% i ; 23.32.5 — 360 exponente si son comunes, de igual manera
% 155 g -# I i i e se toma los que no son iguales.

i ? i i ‘ mem = _1-3};* 72

Por lo tanto, el mem de 24x*y?z;15xy°z;36 y* 2% es 360x* y* z*

—e 5. Maximo Comun Divisor (M.C.D.)

El maximo comun divisor de dos o mas expresiones algebraicas es el término o polinomio que divide a todas y cada una
de las expresiones dadas. Para obtener el M.C.D., debemos obtener:

e El maximo comun divisor de los coeficientes.

e De los factores literales (monomios o polinomios) tomamos el de menor exponente comun y se multiplica por el MCD
de los coeficientes.

Ejemplo1.calcular el MCD de 24x°y*z;15xy°2;36 y*z>.

24 15 36 |3

8 5 12 I Tomamos los factores literales comunes de

o MCD =3
menor exponente.
108

MCD = y?z
Por lo tanto, el MCD de 24x”y*z;15xy%2;36 y*z* es3y*z

Actividad 38. En nuestros cuadernos determinamos el m.c.m. y el M.C.D. de las siguientes expresiones algebraicas:
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1) 70x*y3z*; 42x* y*z*, 775 y° 2 5) m* + mn;mn+ n*;n® + m*n 9) 60x°b*;75a*b***;95ab* "
2) 96m*y*; 72m*y*; 120m* y° 6) 3a° —a;27a’ —1;9a* —6a+1 10) x> —y%x* —2xy + y°

3) 4a’b; 8a°b°c; 10ab’c? 7N m’ -1;m* -1 11) &° —2a%;3a* —3a;4a* —4a°
4) 78abc*;39a’bc; 52ab°c 8) ab+b;a* +a 12) 124a°b +12b;22a* + 2a

6.0peraciones basicas con fracciones algebraicas
Sumay resta de fracciones algebraicas: Para sumary restar fracciones algebraicas, empleamos el siguiente procedimiento:

1. Si es posible se simplifiquen las fracciones.
2. Hallamos el m.c.m. determinando el minimo comun denominador de los denominadores
3. Dividimos el minimo comin denominador entre cada denominador y luego lo multiplicamos por su respectivo
numerador.
4. Simplificamos las expresiones restantes si es posible.
3x 2 4a-3

Ejemplo 1. Sumamos n? + o + 2

Solucidn: simplificamos las fracciones si es posible y hallamos el m.c.m. descomponiendo en factores cada uno de los
denominadores, para hallar el comin denominador.

3x 2 4a-3 3x 2 4a-3 3 2 4a-3
+—+ = +—+ =——+—+
ax* xy y* 4x-x xy y* 4x xy y?

De los denominadores 4x;xy; y* el m.c.m.es 4xy*

4xy’ 4xy’ 4xy’
Dividimos el m.c.m.entre cada denominador —2— = 75 V4 Y Y _ax
4x xy y?

y*(3) +4y(2) + 4x(4a—3) 3y*+8y+ 16ax —12x
4xy? - 4xy?

Multiplicamos los resultados por los numeradores

a+5s 5a+3 a-1
+

Ejemplo 2. Sumamos -
a’—10a+25 a*-25 a+5

Solucion: factorizamos y simplificamos las fracciones:

a+5 5a+3 +a—1_ (a+5) (53+3) ‘3—1)

X
(

27 —10a+25 a'—25 a+5 (a—S)(a—S) - (a—5)(a+5) a+5)
Efectuamos las multiplicaciones (a+5)(a+5)—(5a +3)(a—5)+(a - 1)(51—5)Z
en el numerador = 2

(a—S) (a+5)

a* +10a+25- (52" ~25a-+3a—15)+(a—1)(a* ~10a-+25)
(a-5) (a+5)
_ a’®+10a+25-5a° +22a+15+a’ —10a* +25a—a° +10a—-25
(a-5) (a+5)
_ 67a-15a* +15+a° _ a’—15a° +67a+15
(a-5) (a+5) (a+5)(a-5)

Actividad 39. En nuestros cuadernos fortalecemos lo aprendido sumando y/o restando las siguientes fracciones.

Simplificamos

1 4 3 a 1 a+b
1) —+ -—— 3) - +
a a+b 2 a*b* (a+b) (a—b)
2 a + a-b _a+b 4 m+n_ m 1

2 2 2 a +
a+6ab a +5ab-6b 2m+3n 4m*+6mn+9n° 2m*+ mn-3n*

[
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1 X+1_ X

2 1
5) ;4‘ XZ : 9) (3—2)32 _3(a+1)j
) i 1 4(a+1)3 4(3—2): 1
a*+a-12 a’+5a-24 (f;,ay—3)(4,32+3,az)§ (8a+3)(4az—3a)5
7 AD L B o o z ;
7 o, 3(4a* -3a)° 3(4a” +3a)
a a-b a+b
2 arz+6ab+az+5ab—6b2 2 11) arsh__3b +=

b+a _bz—az b-a

Multiplicacion de fracciones algebraicas: para multiplicar fracciones algebraicas descomponemos en factores el
numerador y denominador, simplificamos las fracciones, luego multiplicamos numeradores y denominadores entre si.

Ejemplo 1. Multiplicamos:[s_Xj[ 3y )

9y N\ 15x2
Multiplicamos y simplificamos los numeradores Sx 3y | 15wy 1
9y \15x* ) 15:9-x-x-y 9x
2 4 2
Ejemplo 2. Multiplicamos: x 81 2x+40 \f 2x 12 X +5x
2x%+10x \ x2-36 )\ 2x+18 | mx +20m

Factorizamos los numeradores y denominadores para luego simplificar los términos semejantes.

(x+9)(x-9) [( 2(x+20) "2(x—6)] **(x+5) {HH 1 }HH(Q)Q

2(X2+5) X+6)(X—6) 2(X+9) m(x+20) 1 x+6 | 1| m m(X+6)_mX+6m

1| m

(X2—5X+6). 6x ‘(X2—25)
(3X—15) (x* - x-30) (2X—4)

Factorizamos los numeradores y denominadores para posteriormente simplificar factores.

Ejemplo 3. Multiplicamos:

(x—=2)(x —3) 6x (x=5)(x+5) (x—3) x _x(x—3)_x2—3x
3x—5 (x—-6)(x+5 2xx-2 1 (x—6) x-6  x-6

Actividad 40. Fortalecemos nuestro aprendizaje multiplicando las siguientes fracciones algebraicas.

1 24m’n’® || 42a° 6) 12ab [ 2m*n® 1 x2+5x+6 8x+8 x’-5x
7a°h® )\ 36mn* 14m*n® )\ 144a*b ) 4x* +4x x2-9 x+2
2) m®—n’ a+b 7 7a+14b \( 5ab-12b° 12 x?+5x+6 8x+8 x?-5x
a’+2ab+b* )\ m—n 20a-48b )\ a’+a’b 4x*+4x x*-9 x+2
3xyz” | 2a*b° 4x 39m 5 2x 3
3) yz = = 8) yz - 13)___2__}/
16a°h x‘yz 13m 12x°y X y 10
36x° -1\ 2ax 14x*-21x 12x-8 2 324
4) 9) . 14) 16ab” 10x° 2a
16a 6x+1 24x-16 42x-63 52°x 4b° 3bx
2 3 2
5) 5m-15) 9m" -6m+1 10)X3 27 az+a+1
3m-1 10m-30 a-1 x"+3x+9

Division de fracciones algebraicas: para multiplicar fracciones algebraicas, se multiplica el numerador de la primera
fraccién por el denominador de la segunda fraccién, luego el denominador de la primera fraccion por el numerador de la
segunda fraccién. Posteriormente se factorizan o se simplifican los factores semejantes.

a_ c _ad

a
—=— o —
b d bc b
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2mn m

Ejemplo 1. Realizamos la division de .
7a 353

2mn+ m :(Zmn)<3532):10an
7a  35a° (7a)(m)

2m* +5mn+3n° 6m’+mn-5n°

m* - n’ m+n

Ejemplo 2. Dividimos:

2m* +5mn +3n* m+n

m* —n? 6m* + mn—5n

Factorizamos y posteriormente simplificamos factores semejantes.

Invertimos la segunda fraccion

<2m+3n)(m+n) (m+n) B 2m+3n B 2m+3n 2m+3n

(m+n)<m—n) (m+n)<6m—5n) - (m—n)(Gm—Sn)  6m* —5mn—6mn+5n> 6m*—11mn+5n°
Actividad 41. Dividimos en nuestros cuadernos las siguientes fracciones algebraicas.

N ﬂ_ﬂ 4 81a° —4b* _9a+2b 7 X . xty
5a°h°  25a°h 121x* +22x+1 22x+2 3x*-3y° x*-2xy+y’
2) 12mn? . 3m'n* 5 36m* +36mn+9n° _24m+12n 8 64° . 242
17a°b®  51ab* 12 6n (Za+3)3 (2a+3)
24xy  12y° 6 200x +240y _ 220ax —270ay ; ,
35m’n®  7m’n 39x-6y 65x° —10xy 9) 127 | 2a

(2a3 +1)§ (2a3 +1)§

Fracciones complejas: son fracciones que contienen operaciones en el numerador y el denominador, por ejemplo:
a-b b-c c-a

Ejemplol.lE’ectuar(b+c_a)(b_c_a> + (c+a—b)(a+b—é‘) + (a+b—6)(3—b_6)

Realizamos un cambio de signo a los dos factores de la primera fraccion:
a-b b-c c—a

:(a—b—c)(a—b+c) (a—b+c)(a+b—c)+(a+b—c)(a—b—c)

_(a—b)(a+b—c)—(b—c)(a—b—c)+(c—a)(a—b+c)
(a—b—c)(a—b+c)(a+b—c)

_az—bz—ac+bc+b2—c2—ab+ac+c2—a2—bc+ab: 0
((a—b)—c)((a—b)+c)(a+b—c) ((a—b)z—cj(a+b—c)

—e 7. Operaciones combinadas

Para resolver operaciones combinadas con fracciones primero debemos suprimir los paréntesis si existieran, de adentro
hacia afuera; potencias y raices si existieran; multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha, por ultimo las sumas y
restas.

- L ... 2a (5] 3 35a
Ejemplo1.Resolvemos el siguiente ejercicio:—+| — || — |[+——
3b \a)\p*) 8b

Cambiamos la division por multiplicacion y simplificamos los factores

ZaJ{ 15 ]{351_ Za+(£]_[2]: 2a 24 _(732)(Za)+(3)(24): 144" +72

36 \ap? )\ 86 ) 3b | ap? 35a) 3b 74%h 21a*h 21a%h

Ejemplo 2. Resolvemos el siguiente ejercicio:
2 2
(3&1 +10ab +8b ][ 6a j a+t2b

5a-2b 152% +17ab—4b? | 10a—4b

Descomponemos en factores el numerador y denominador, luego simplificamos los factores comunes.

[
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(a+2b)(3a+4b) 62 { 242D }12 - 6a(a+2b) | 2(5a-2b) )
(5a-2b) (3a+4b)(5a-b) | [25a-2b (5a-2b)(5a-b) || a+2b

12a-126%(52-b) 124-60ab® +125°
5a-b S5a—-b

Hallamos el m.c.m. y restamos

Actividad 42. En nuestros cuadernos resolvemos los siguientes ejercicios:

2|42 v 5 L 4 12500 25m 1
v e b 4 44n 120 m
43
4a (160> 24b° Xa+
2) —+ + - 6) ——X
7b 7a  14a 5
X—4-—
2 2 2 X
3 121m” —16n m°—5n . 22m+8n L )
4m* -20n )\ 11m—4n m* (2a+3)2  (a+1)
2 2 2 2 1 1
4 10P"=3pq-4q"  35p"-33pg+4g" p-g 2(a+1)2 2(2a+3)
4 6 2 7 2a+3

—e 8. Problemas de aplicacion con fracciones algebraicas

Problema 1. El 4rea de un rectangulo es (Xy+2X+,V+2)mZ y uno de sus lados mide (X+1)m . ¢Cudl es la medida del

otro lado?
Datos: Planteamiento: P
{rea= 2 Area=ladoa - ladob — ladob ="
Area (Xy+2x+y+2)m ndoa
Lado a:(X+1)m )
Xy +2x+y+2)\m
Iadobz( ) :(y+2)m
(X + 1)111

El otro lado mide (y + Z)m

Problema 2. La velocidad promedio es la razén entre una distancia recorrida, y el tiempo necesario para recorrer dicha
distancia. Si un movil tarda 6 horas en recorrer una distancia de 300 kilémetros, su velocidad promedio es:

Datos: Planteamiento:
Velocidad = M V= 300km simplificamos
tiempo
o 300km v =50 km
6h

Su velocidad es de 50 kildémetros por hora
Actividad 43. En nuestros cuadernos solucionamos los siguientes problemas.

1. Eldreade un rectangulo es (ZX_V +4x+2y+ 4)m2 y uno de sus lados mide (X + 1)m . ¢Cudl es la medida del otro lado?

2. Lavelocidad promedio es la razdn entre una distancia recorrida, y el tiempo necesario para recorrer dicha distancia.
Si un mavil tarda 8 horas en recorrer una distancia de 1600 kildmetros, su velocidad promedio es:

°
iREALIZAMOS LA VALORACION!

Actividad 44. Debemos entender que las fracciones son una de las expreciones de la matematica que aparecen con
mayor frecuencia en la vida cotidiana. Una cantidad enorme de productos se venden expresados como fracciones, ya
sea el kilo, litro, o incluso unidades arbitrarias e histéricamente establecidas para ciertos rubros. De igual manera es muy

112 utilizada en la economia, por ejemplo en la distribucion de recursos, que se realiza a través de una reparticidn equitativa
acorde a la cantidad y numero de personas. Nada de esto tendria sentido sin el aporte de hombres y mujeres que
dedicaron su vida a la matematica.

— ¢Conoces alguna mujer u hombre matematico? ¢ Conoces sus aportes en el avance tecnologico?
— ¢COmo aplicamos las fracciones algebraicas en la cotidianidad?
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“;7} iEs HORA DE LA PRODUCCION!
Actividad 45. Construimos un juego matematico con materiales de nuestro entorno y jugamos en equipos colaborativos:
e Eljuego estd diseflado para tres jugadores, cada jugador debe tener una ficha para recorrer las casillas del tablero.
e (Cada jugador lanza un dado debiendo sacar
6 para iniciar el juego L a+b Vuelve a la a+b a+b
) t s B partida Pt
e Cuando la ficha de un jugador cae en una
casilla el jugador debe resolver el ejercicio, Ll-+~:-
si es resuelto de manera errénea debe . gty
retroceder 2 espacios. Los demds jugadores : e : - Re‘;:;:;:’“ ("—- +“2:"; b.) —"': Y L
controlan la resolucién del ejercicio ademas e ’ LEid
del profesor. (3-"_+ 1)[43_‘]
e Gana el jugador que llegue primero a la A_ o = —
x> mn X X a + 4 x+1 1 L
meta. R i g 7 o ;L%!J
= DESARROLLO DE LA CIENCIA Y
) LA TECNOLOGIA
4@ | iINICIAMOS DESDE LA PRACTICA!
Analicemos la lectura "El Origen de las Potencias - Historia del tablero de Ajedrez" . .
Cuenta la leyenda que hace mucho tiempo reinaba en cierta parte de la India un rey llamado @ dc:sgﬁllga

Sheram. En una de las batallas en las que participo su ejército perdio a su hijo, y eso le dejo
profundamente consternado. Nada de lo que le ofrecian sus subditos lograba alegrarle.

Un buen dia un tal Sissa se presento en su corte y pidio audiencia. El rey la acepto y Sissa le
presento un juego que, asegurd, conseguiria divertirle y alegrarle de nuevo: el ajedrez.

Después de explicarle las reglas y entregarle un tablero con sus piezas el rey comenzo a jugary se
sintio maravillado: jugd y jugd y su pena desaparecio en gran parte. Sissa lo habia conseguido.
Sheram, agradecido por tan preciado regalo, le dijo a Sissa que como recompensa pidiera lo que

deseara.

Sissa solo pidié que le diera un grano de trigo. ¢Un simple grano de trigo? —contesté admirado
el rey. — Si, soberano. Por la seqgunda casilla, ordena que me den dos granos; por la tercera, 4;
por la cuarta, 8; por la quinta, 16; por la sexta, 32... — Basta —le interrumpid irritado el rey—.
Recibirds el trigo correspondiente a las 64 casillas del tablero de acuerdo con tu deseo: por cada

casilla doble cantidad que por la precedente.

Actividad 46. Respondemos las siguientes preguntas:

e ¢Como podemos representar la peticion del soberano?

e (Cudntas casillas tiene un tablero de ajedrez?

e (Cuantos granos de trigo tendra la décima casilla?

o

A "
‘.‘n"'i {CONTINUEMOS CON LA TEORIA!
W@rre

—o 1. Teoria de exponentes y sus propiedades

Aprendemos sobre el origen de

las potencias

Fuente: https://www.youtube.
com/@mechon239

Escanea el QR

[=%.

[=]

[=]

5

W

La teoria de exponentes, estudia los tipos y propiedades que las rigen. El teorema de exponentes consiste en la operacién
de tomar una expresion algebraica llamada base y multiplicarla por si misma cuantas veces nos indique el exponente.

a"=a-a-a---,donde "a"es labase y "n"el exponente.

Propiedades exponenciales:

la base y se restan los exponentes.

3x* -3

PROPIEDAD FORMA GENERAL EJEMPLO
Producto de bases iguales: si las bases son iguales, se co- 3 143 4
pia la base y se suman los exponentes. a"-a"=a"" (5x)(8x7) = 40x = 40x
Cociente de bases iguales: si las bases son iguales, se copia _'" _ g —27x’ _ =27 73— gyt

[
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PROPIEDAD

FORMA GENERAL

EJEMPLO

Exponente cero: cualquier expresion algebraica distinta de
0 elevada a cero es igual a 1.

a=1-a=0

(—21X8)0 -1

Potencia de otra potencia: si el exponente de una expre-
sion algebraica esta elevada a otra potencia, se copia la
base y se multiplican los exponentes:

(me2)3 — om3,23 _ 23m,6

— Si el exponente de la potencia es par el resultado
tendrd signo positivo.

— Si el exponente de la potencia es impar, el resultado
tendrd signo negativo, si el término es negativo.

—gimpar— _g

Exponente negativo: si el exponente de una expresion al- 4 -2 1 1
gebraica es negativo, se invierte la base con su exponente, | @~ =—— a"#0 (_ X) - 2 16.x2
donde el exponente cambia de signo. a (_4X)
Potencia de un producto: la potencia de un producto de ) 3\2 2.2 3.2 4 6
L. . . a n . pn Xy =x"y t=x"y
una expresion algebraica es igual a cada uno de los facto- (a : b) =a"-b
res elevados al mismo exponente.
. . 3

Potencia de un cociente: la potencia de un cociente de a) an xty? x*¥3op x2St
una expresion algebraica es igual al cociente de cada uno| | — | =— 2 = 23 = 6

s . . n
de los términos elevados al mismo exponente. b b z z z
Propiedad de signos en la potenciacion. par

—-a=a

(—ZX)2 = (—ZX)(—ZX) =4x°

(—ZX)3 = (—ZX)(—ZX)(—ZX) =-8x°

—=o 2. Reduccion de expresiones algebraicas aplicando las diferentes propiedades de potenciacion
Debemos aplicar las propiedades exponenciales para reducir la expresién mediante operaciones algebraicas.
2 1
(az +1) 3 (az +1)6
1
(az +1)2

Solucion: como las bases son iguales, se simplifica el numerador y después su denominador.

Ejemplo 1. Simplificamos la expresion

2 1 21 1
2 “3( 2 3 2 3'% 2 2
(a +1) (a1+1) :(a +1) : :(a +1)1 :(az +1),%,% :(a2+1)71 :a21+1
2 1 2 2 1 2 2 1 2
(4 +1) (a+1)  (a+1) Lo
Ejemplo 2. Simplificamos la expresion: - .
(ZX’2 -y(’) (2xy)
Solucién: resolvemos las potencias para cada uno de los paréntesis.
6
(ZX; .yzj 6 $ 2 6,2 5 6 2 5 6
_ 2x3.y°¢ _ 2xy 22Xy w27 5H) a5 6 4V
(2xp?) () (27207 )(2xp7) 27 2ty R
Actividad 47. En nuestros cuadernos simplificamos las siguientes expresiones:
33 1)? 4xSy” + 7 :
1) [X4yZZ3J 4’) (2X72y3 )72 [azsz;] 9) (X8y12 )14
L NS 1 2 7 RN (X y6)3
. [”J (a30)av30) {"J 1 7
_4 2, 2( .2 X "
) ) e | (o) |
xy 'z a3 8) — . (2xy~ Z
m o) o ) o) (0]’
(2xy) 11) [(4&2173 ) (24 ) }2
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x 1yt 0o 2\t a’b*(a?+b ab®+a’b
12) A A 13) b -b" 14) g 15) ———
x"—p" a-b a +b

—e 3, Radicales (raiz de indice natural de una expresion algebraica)
La radicacién es la operacion inversa a la potenciacidn, consiste en hallar la raiz del radicando o cantidad subradical,

por lo tanto:
(’/Zzbsiysolosib” =3

’—I> RADICAL

LVE]:R—’RMZ

RADICANDO 44—

[NDICE 4——

Propiedades de los radicales
PROPIEDAD FORMA GENERAL EJEMPLO

Raiz de un producto. El producto de radicales de
igual indice es igual al producto de las raices de 4%/a- b :{1/; : {1/; J4xy? :E/Z . {”/; Ry

cada uno de los factores.
Raiz de una raiz. Se multiplican los indices de los

radicales y se copia la cantidad subradical. { \q/{/; :p'q'\r/; JYV3x =3 4Y3x =43x

Raiz de un cociente. La raiz de un cociente es n T s 23
igual al cociente de la raiz del numerador entrela = a_ \/; 3 3a - 3a _4a ‘/§
raiz del denominador. b ifp 8v®  3gpt  2b

obtener el signo de la raiz utilizamos la siguiente
ley de signos. g =2
-
V-4 = 4(-1) =2
Pa,r[(—) =i valor imaginario

Propiedad de signos en la radicaciéon. Para Pa\r/m:(i) Impa\r/m:(Jr) \/R=i4;3/§=2

—=o 4, Introduccion de factores dentro del radical

Dada un radical, debemos introducir el coeficiente al radical. Para ello, se debe elevar el coeficiente a un exponente igual
al indice de la raiz.
Ejemplo 1. Introducimos el coeficiente al radical

9 9 2 2 18 2 18
S%y J22xy? =, [22xy° L5400 22xy° 25y | 11xy° 255y
4z° 16z* 8z*

47*
_ {275){3}/21
8z*

— 5. Extraccidn de factores de un radical y transformacion de radicales

Para extraer un factor fuera del radical, se divide el exponente de la cantidad subradical entre el indice del radical, el
cociente sera el exponente del factor saliente.
Ejemplo 1. Extraemos los factores del radical

6i/81xsyzz7 ~ 6i/27*3*X3 *xtk ytxg0x g _63XZZ\3/3X2yZZ _9xz’3x’y’z
64m’ 64* m’ am’ 2m’
—® 6. Operaciones con radicales

115

Suma y resta de radicales. Para realizar estas operaciones los radicales deben ser semejantes, factorizar estos radicales
y simplificar si es necesario.

Ejemplo 1 Sumamos y restamos: \81lx’z —5\/147}/ +\/12y ~J1252
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Actividad 48. En los Descomponemos los factores: 9X\/;—5\/49'3'y+\/4-3'y—\/25-5'2
cuadernos realicemos la

introduccidn al radical. Extraemos factores : 9X\/; —(5 * 7)\/3}/ +2+/3y —5+/5z
1) b*\abc

Sumamos y restamos : 9x+z —35y3y +23y —552
A y Vz =353y +2{3y -5

3) 3xz%32x° y*z 9X\/;—33\/§—5\/§
4) 57{3‘13 2ab’ Ejemplo 2 Sumamos y restamos: x+/12xy +\/98y3z —5\/3X3y - y\J18yz + x/3xy

LS = N .
5) 32 VF vz Simplificamos radicales X\/ZZ -3xy +\/2 T ytyz —5\/3xzxy —y\/Z 3% yz +x\3xy
ZXZyZ Z4
6) XLy 2
) z \3xy = X(Z\/3xy)+7y\/2yz —S(X\/3xy)—y(3 2yZ)+X 3xy
5y°
7 (X+1)3 x+1 =2X\/3xy +7y\/2yz —5X\/3xy —3y+2yz + x+/3xy
3x-6 ) |y+3
o 505 3
3y +3)V 5x =2x+[3xy +7y+2yz —5x+\/3xy —3y2yz + x3xy

Actividad 49. En nuestros =(2X—5X+X)«/3Xy +(7y—3y)\/2y2:—2X\/3xy +4y\2yz

cuadernos extraemos factores
del radical

) 4/16x4y Multiplicacion de radicales. Se aplican las propiedades de multiplicacion de radicales y
posteriormente se extrae la cantidad subradical.
2) 5v8a°b’c

Ry Ejemplo1. Multiplicamos:3x” /5y -lwl7xy
4) 9y*3250x" y'*2° L K 1 ) 2 \/F
5 5a [18047c? 3x* NEYVE 6#7Xy =(3X2 'gj\/Sy -7xy =X?\/35xy2 =X INSOX

7b 9a°d* 3
3x’y® | 288y

228 \45x°mz®

7) 63/(2)(—1)(8)(2 ~8x+2) Igualamos los indices +/3x -53x%y :5,6[<3X)3 'i/(XZy)Z = 5?/(3)()3 (Xzy)2
8) X M = 5?/27)(3)(4)/Z = 52/27){6xy2 =5x%27xy”
i) V

Divisidn de radicales. Se aplican propiedades division de radicales y posteriormente se extrae
el radical.

6) Ejemplo 2. Multiplicamos=~/3x - 53/ x*y

Ejemplo 1. Dividimos: 1543x°y +3+27x*

6 2 5
Extraemos del l"adicall—5 3x'y :54fX Y 5*£ \/;: X\/;
3 V27X4 9 3 3

Ejemplo 2. Dividimos: v/4x® +23/3xy

Obtenemos el m.c.m. en los indices

3
Yax® {(ax°) _ Neax® 1 J6ax’
81y*

2§/3Xy B 21\2/(3)(}/)4 ) 1\2/81,\'4}/4 2

—* 7. Racionalizacién
Racionalizacion de una fraccion si el denominador es monomio: Para racionalizar el radical del denominador cuando la
fraccién es un monomio, multiplicamos el numerador y denominador por un radical igual que el que se encuentra en el
denominador.

Ejemplo 1. Racionalizamos el denominador de: Xy
116 3V xyz

Racionalizamos el radical del denominador, multiplicamos la fraccién por /xyz en el numerador y denominador.

Xy



Racionalizacion de una fraccion cuando el denominador es un binomio: Para racionalizar el
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Sxy Sxy - / Sxy /X_,VZ 5X_V/ - 5xy /XyZ 5/xyz Actividad 50. _ErT nuestros

cuadernos multiplicamos los

3\ xyz 3\/Xy_Z \/7 3 Xyz XyZ \/ 3xyz 3z radicales:
\/ 3 XyZ 1 (4%)(6@)

denominador de una fraccién algebraica, se debe multiplicar el numerador y el denominador  2) (5\/;)(33/5)

por la conjugada del denominador.

Jx +3y 3)[%3 J[ “b)]

Ejemplo 2. Racionalizamos el denominador de: ————— 3
5(7yz —4N2x 4) 2 (3
Multiplicamos el numerador y denominador por el conjugado: (5 7yz +4-\/2X) 5) (Vm+n +4)( - 2)

8. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

(\/;+3\/;)(5 7«VZ+4\/§) :5 7xyz +4X\/E+15y\/z+12 2xy 6)((\/7)( )
(5 7yZ—4\/§)(5 7yz +4\/§) 25(7YZ)—16(2X) ” (\/;H/;)(\/;_\/Z)

_S\7xyz + 4X\/E+ 15yN72z +122xy Actividad 51. En nuestros
- 175yz -32x cuadernos  dividimos  los
radicales:

. . . . 2 - 2 - —
Para solucionar problemas, debemos obtener los datos y posteriormente realizar operaciones. DNa' -b"+va-b
Problema 1. Un comerciante realiza la compra de cierto nimero de pantalones'por Bs 256. 2y 2¢/x? - ¥8x
Sabiendo que el numero de pantalones coincide con el precio de cada pantaldn, écuantos

3 .
pantalones compré? 3) 54" ++3a
4) 34330 = 73n*
Datos: Planteamiento: 5 7 f J—
Sea x el niumero de pantalones |El nUmero de pantalones comprados por el precio de )
ue compra y el precio coincide |cada pantaldn es igual al importe total:
q I pra 'y I?j o p g p 6) 2 /8mH273/—6
con € numero de pantalones X x=216 - x* =256 > x* =/256 > x =16
comprados: 7) \/108m2y3 +\/36m3y

Compro 16 pantalones en total.

1
, , . 8) =x’y® +.6
Problema 2. La suma de dos numeros es 270, y la raiz cuadrada de uno de ellos es igual a la ) 2V v
raiz cuadrada del otro, aumentado en 18. éCudles son los numeros? Actividad 52. En nuestros

Datos: Planteamiento:

cuadernos racionalizamos los

Sea x el primero de los nimeros |La raiz cuadrada de uno de ellos es igual a la raiz

siguientes ejercicios.

buscados. cuadrada del otro, aumentado en 18: 1) ‘\*/;/3)(

El segundo numero sera 270—x &=W—)&=M—)X:ZSS—X 2)5/167

2

X
288
20288 > x == =144 3)57«/E
El primer nimero es 144, el segundo es 126. \/— \/’

Actividad 53. En nuestros cuadernos solucionamos los siguientes problemas que incluyen +2\/>
radicales. @ Job
1. Al extraer la raiz cuadrada de un nimero dado, se obtiene, por resto, 2; y si a dicho 10a-12b

ndmero se suman 27 unidades, la raiz cuadrada de la suma aumenta en una unidad y el Ix-2fy

resto en 4. ¢Cual es el nUmero? ) “x-8y
2. Un terreno cuadrado tiene una superficie de 324 m” ¢ Cudnto costara cerrarlo si el metro /X+y Jx

2

de valla cuesta Bs 3807 ’—XU/ Ax
3. Un propietario tiene un terreno cuyas dimensiones son 32 m de largo por 8 m de ancho,

y quiere permutarlo por un terreno cuadrado de la misma superficie. ¢ Cual debe de ser

el lado del terreno cuadrado?
4. Un terreno cuadrado tiene una superficie de 2209 m* y se quiere rodear con una valla que cuesta Bs 3,50 cada

metro. éCuanto costara la obra total?
5. Una caja en forma cubica tiene un volumen de 125000cm* . Si se corta la mitad superior, écudles seran las dimensiones

del recipiente resultante?
6. Lasuma de dos nimeros es 250 vy la raiz cuadrada de uno de ellos es igual a la raiz cuadrada del otro, aumentado en

5. éCudles son los nimeros?
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Actividad 54. La potencia estadistica, es la probabilidad de detectar un efecto cuando ese efecto existe realmente en la
poblacién o en el entorno. En igualdad de condiciones, una prueba basada en una muestra grande tiene mas potencia
estadistica que una prueba con una muestra pequefia. Esto sucede en el censo de poblacion y vivienda. También hay
formas de aumentar la potencia sin aumentar el tamafio de la muestra.

e (Consideras importante el estudio y andlisis de la potenciacién y radicacion algebraica?
e (Cual es la funcion que cumple la potenciacién y radicacion algebraica en la matematica?
e (lapotenciaciony radicacidn algebraica tiene aplicaciones en la vida real? Investiguemos para responder la pregunta.

. {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 55. Con materiales de tu contexto construye un tablero de ajedrez mas sus piezas, para fortalecer el desarrollo

del pensamiento légico matematico y realizamos un campeonato interno en la unidad educativa.

ECUACIONES ALGEBRAICAS EN LA COMUNIDAD -

a’%: iINICIAMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 56. En la Unidad Educativa Agustin Ravelo, de la provincia Chayanta del
Departamento de Potosi, los estudiantes de los diferentes afios de escolaridad
comparten responsabilidades en cuanto a la distribucién del desayuno escolar,
demostrando respeto entre varones y mujeres, practicando la igualdad de
género con identidad cultural que es demostrada en las diferentes actividades
deportivas y culturales.

e (Por qué es importante practicar la igualdad de género en la vida diaria?
e (Qué esidentidad? Menciona algunos ejemplos.

e (Qué es igualdad? Menciona algunos ejemplos.

—e 1. Ecuaciones lineales

Como observamos en el primer trimestre las ecuaciones lineales se resuelven mediante la aplicacién de operaciones
elementales en ambos miembros de la ecuacidn, hasta obtener el valor de la variable o incégnita.

Ejemplo 1. Resolvemos la siguiente ecuacion: 3x+8=12x-10
Reducimos términos semejantes. 3x-12x=-8-10

—-9x =-18
Multiplicamos la ecuacién por -1 (—1)(—9X) = (—1)(—18)

9x =18

xX=—=2

Ejemplo 2. Resolvemos la siguiente ecuacion: 9

(2x-3) —(x+4)=(2x +1)(2x -5)+Vx* +2x +1
Desarrollamos las potencias, productos y radicales:
4x® 12x 49— x—4=4x> ~10x +2x ~5+)(x +1)

118 Simplificamos el radical: 4x* -12x+9-x-4=4x"-10x+2x -5+ x+1

Trasponemos términos: 4x% —12x —x—4x? +10x —2x —x=-9+4—-5+1
Reducimos términos semejantes: —12x +10x — 2x = —9

—4x = -9
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Multiplicamos (-1) a ambos miembros ~ (—1)(—4x) = (—=1)(=9) Actividad 57. En nuestros
- . L cuadernos Resolver las
Multiplicamos y despejamos la ecuacion. 4x =9 o .
X = siguientes ecuaciones.
9 1) 4x+24=8x
X =Z 2) 30x+55=18x-3x+10

3) 14x+17 =7 +14x-5x

—e 2. Ecuaciones con coeficiente fraccionario #) 4-(3x+2) =12x-+ 14~ (4x+1)

Cuando aparecen fracciones en la ecuacidn, se elimina los denominadores al multiplicar los

dos miembros de la igualdad por su maximo comdn multiplo. %) 7[7(76)(712)]:724
X 3 10 6) [7(16+8X)+(46—2X)}:2—3X
Ejemplo1.Resolvemos la ecuaciéon: —+ x =—x ——
2 5 7 7) -(3x +2)+(2x-2)=—(3x+2)
2 7(3x)-5(10 21x — 8) — —(45—1)() - —(15—2x) =7x
Hallamos el m.c.m. de las fracciones Xrex ( ) ( ) —)3—X:X—50 [ } [ }
35 2 35
35(3X) _ 2(21X _ 50) —5105x = 42x —100 Actividad 58. En nuestros
cuadernos  resolvemos las
Transponemos y reducimos términos semejantes. 105x —42x =100 s'gu'.ehtes ecuaciones —con
coeficiente fraccionario.
1 1.1 5
63X:100—>X=£ Dgx-gtex=3
63
3 4 3 3
_ . a+6 2a-10 3a+5 a R R TR
Ejemplo2.Resolvemos la ecuacién: + = +— )
5 4 6 3) §+67%:?X+3
Hallamos el m.c.m. de cada miembro de la ecuacion. " 3x-5 . 2x-1 x+3_5x-1
5(a+6)+12(23—10) 3(3a+5)+23 52+30+242—-120 11a+15 2 3 4 8
= - = 5)X7+3_X774_1_X+1+2X+1
60 12 60 12 4 9 2 4 9
60(11a+15) 6 1(“3]_%[2%3}:,{_2
Reducimos términos semejantes 29a—-90=—————~ 2\ 3 ) 5 4
12 7) 1x+3x:5
292-90=5(11a+15) 2
3 5
292—-90=55a+75—>292—552=90+75—>—26a=165 B xri=garl

(-1)(-26a)=(-1)165 —>26a=165a :12_665

—e 3. Ecuaciones fraccionarias

Son ecuaciones en las cuales la incdgnita se encuentra en el denominador para resolver este tipo de ecuaciones
obtenemos el m.c.m. y quitamos los denominadores. Resolvemos las siguientes ecuaciones:

. - s 4x-11 5 11
Ejemplo1. Resolvemos la siguiente ecuacién = -
x*+10x+21 x+3 2x+14
4x-11 5 11

Descomponemos los denominadores (X N 7)(X 4 3) T x+43 Z(X + 7)

Hallamos el m.c.m. de cada miembro 4x—11 = 5(2)(X i 7) _ ll(X i 3)

(x+7)(x+3) 2(x+3)(x+7)

4x-11  10x+70-11x-33 i) e n
Gor)es) olxeaaer) AR

8x—-22=-x-37—>8x+x=22-37—>9x=-15
_15_ 5

9 3

—=o 4, Ecuaciones literales
Son aquellas en las que los coeficientes de las incégnitas y los términos independientes son letras, distintas de la incognita.

X+m x-m mx*
- =m+——
x-m Xx+m x2—m

Ejemplo 2. Resolvemos la ecuacién :
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Actividad 59. En nuestros
cuadernos solucionamos las
ecuaciones fraccionarias.

1 4
NN
8 2
2)(2x+3)+(2x+3)_2
= 1 +
(2x+3) (2X+3)
p3_ 5 8 1.1 1
4x 14 7x x 4 14x
2 3 9 3
DT
4 3
5)X2+5X+672X+6
67 4 3

(x+2) Tx+2 2x+4

2
g 36x +24—X+1=6
6x*+12x+3

Actividad 60. En nuestros
cuadernos resolvemos las
ecuaciones literales

1) ax—a*=bx-b*

2) mx —m* -2mn=n*-nx
pEi1=%_3

m n
4) ax® +12bx + ¢ =3bx +4c +ax’
5) (X+az)2 —6a* =(X—a)2+2X
6) m*x +mn=4m* —m*n+mn

X+m+2x—n_ 1
n m m

7)

. 5
luego laracices son x, =0y x, =7 | \

b)X2 —4X+4:O;factorizamos(X—2)(X—2)=0;X—2:Oyla raizesx =2

5. Formando un trinomio cuadrado perfecto 4
Ejemplo 1. Hallamos las raices de x> —6x—-2=0
Escribimos en un miembro los términos con la incognita y se pasa el término 4

Igualamos los factores a0—»> x =007x-5=0 . \ : /
t

(x+m)(x+m)=-(x—m)(x—m)

Hallamos el m.c.m. en los dos miembros de la ecuacion.
(x—m)(x+m)

m(X+m)(X—m)+mX2 X2+Xm+Xm+m2—(X2 —Xm—Xm+m2) III(XZ—IIIZ)+II1X2

(omem) (o) el

3 mZ

m
Luego x° +2mx + m* — x* + xm+ xm—m* = mx* - m* - mx* >4mx =-m* AX:—T:—T
m

—e 5. Ecuaciones de 2do grado con soluciones reales

Se llama ecuacién de segundo grado con una incégnita a toda ecuacion que puede escribirse
de la forma:

ax’+bx+c¢=0; dondea=0

En la ecuacidén x eslaincdgnita; a,b son los coeficientes de la ecuacidony ¢ es constante,

ax® > término cuadrdtico . bx— término lineal; ¢— término constante o independiente
;

Clasificacion de las ecuaciones de segundo grado
a. Ecuaciones completas: Si los coeficientes a, b y ¢ son distintos de cero la ecuaciéon
que se obtiene se llama ecuacion completa.
ax’ +bx+c=0

b. Ecuaciones incompletas: Si b o c son igual a cero, las ecuaciones de segundo grado
que se obtienen se llaman ecuaciones incompletas.
ax*+c=0 ax’ +bx =0 ax*=0
Métodos de resolucion de ecuaciones de segundo grado
3. Ecuaciones cuadraticas puras
Ejemplos: Despejamos x en las ecuaciones de segundo grado.
a) x*—4=0-x" =4 — x =+2,/as raices sonx, =+2;x, =—2

21 21 1
b) 2x*-21=0,— x* :7,].5151}911'0955017)(:i1 /7 :iE 41

4, Mediante descomposicion de factores:

Ejemplos: despejamos x en las ecuaciones de
segundo grado. \

a) 7x* —5x =0;factorizamos X(7X —5) =0.

independiente al otro miembro.

2
x* —6x =—2;sumamos 9aambos miembros x* —6X+9:2+9—>(X—3) =11

De donde x —3=24+/11,/as raices sonx =3++11
6. Aplicando la formula general (formula cuadratica); las soluciones de la ecuacién de segundo grado ax®+bx +c¢ =0,

viene dada por.

—b+~b* —4ac

2a

en la que b2 -4acrecibe el nombre de discriminante de la ecuacién cuadratica.

2
Ejemplo 1. Resolvemos 3x* —5x +1=.Dondea=3,b=-5, c=1. X = _(_S)i (_5) _4(3)(1) - 5+413
6

2(3)
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—e 6. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia Actividad 61. En nuestros
Problema 1. Halla dos nimeros cuya diferencia sea 5 y la suma de sus cuadrados sea 73. cuadernos resolvemos
Datos: Planteamiento: las siguientes ecuaciones
Primer nimero: x “la suma de sus cuadrados sea 73” cuadraticas.

Factorizando

Segundo nUmero:x-5 42 | (y _5)° =735 2x* ~10x ~48=73 > x* ~5x ~24=0 °
1) x"+5x+4=0

~(-5)+ (-5)2—4(1)(—24) 5411 2) x> +11x+30=0
= 2(1) =T A=K =-3 3) 22-30=13a
4)32*=a+2

El primer numero es 8 y el segundo es 3.
5) 102> —132-3=0

Problema 2. Calcula el radio de jardin circular sabiendo que, si aumentamos el radio en 6 m, ) )
6)-32ax —-15a" =-7x

el area se hace nueve veces mas grande.
2 2
Datos: Planteamiento: 7) 4x" +5ax=-a

“Si aumentamos el radio 9(7rR2):7r(R+6)2 1) x*+2x+5=0
en 6 cm se hace nue- 2) x% —4x +5=0
ve veces mas grande el 9R®-R’=36+12R —8R*=36+12R —8R*~12R-36=0 ) X —4x+5=

o 1 5
area 2 3)=a’+>a=0

Z X_—(—lZ)i (~12)" - 4(8)(-36) msse 3 )37+

9(;:1?2) =7(R+6) 2(8) 16 R 4) 362° - 24a=-85
1
El radio del circulo es 3 m. 5) b* —gab

Actividad 62. Resolvemos los siguientes problemas en nuestros cuadernos: 6)x*—25=0
1. Hallamos la altura de un tridngulo equilatero de lado 10 dm. 7) ax* —bx =0
2. Un rectangulo tiene de diagonal 25 cm y de altura 15 cm. Averiguamos la base y el drea.
3. Untridngulo isésceles tiene de base 8 cm y de altura 12 cm. Averiguamos el perimetro. Actividad 63. Investigamos
4. Un rombo tiene de diagonal 16 y 12 dm respectivamente. Averiguamos el lado, el sobre la representacién

perimetro y el area.

5. Lasuma de los cuadrados de dos nimeros naturales consecutivos es 181. Hallamos dichos
numeros.

grafica de una ecuacién de
segundo grado.

6. De un tablero de 1200cm® se cortan dos piezas cuadradas, una de ellas con 5 cm mas de
lado que la otra. Si las tiras de madera que sobran miden 83cm® , écuanto miden los lados
de las piezas cuadradas cortadas?

-4

iREALIZAMOS LA VALORACION! ° /

Actividad 64. Las ecuaciones nos permiten resolver problemas de la vida real
traduciéndolos al lenguaje algebraico. A partir del estudio del contenido analizamos B 9 2 |6 |3
reflexivamente para responder las siguientes preguntas:

C 7 1
e (iComoaplicamos las ecuaciones de primer grado en situaciones de tu cotidianidad?
. . . ) D | 2 6 | 1 5
e ¢Cémo podemos aplicar las ecuaciones en proyectos productivos?
e ¢Consideras importante transformar hechos de la vida real al lenguaje ® | 7 | 3 8 1°
algebraico?¢ Por qué? F 5 | 4 2 | 7

1 iES HORA DE LA PRODUCCION!

A2 2y 4315 C6 | 2(x+4)-5(2x+3)=71 Actividad 65. Construimos un juego matematico con materlalgs del
contexto, para llenar el sudoku con los resultados de las ecuaciones
2 2 —
AS x*+7x-35=x D2 8x+8=7x+16 planteadas:
B1 %x-%;{:% DS |  atx+b’x =34 +3b° e Llenar un sudoku consiste en llenar las casillas con los nimeros
del 1 al 9 sin repetir ninglin numero en las columnas, filas y
B3 | ax-10bx=52-50b | E3 | 3(x+6)-2(x+5)=9 cuadrados.
e Con ayuda de nuestros maestros disefiamos juegos de mesa
c1| 4(x+6)-3(x+2)=22 | Ea ax+3b=4a+3b . ;
como parte de nuestro proceso educativo. Posteriormente
g (X+3)2+5X:X2+42 Al v+9-18 podemos realizar una exposicion de los mismos.
Cc4 2x+3=x+12 F4 £+E=2
X X




——) EdUcCacion Secundaria Comunitaria Productiva

122

LABORATORIO MATEMATICO

8

e

ﬂ’% : {INICIAMOS DESDE LA PRACTICA!
Ciencia E‘ Actividad 66. Observamos el siguiente video y realizamos
@ divertida Escanea el QR un analisis para dar respuesta a las siguientes preguntas:
LA 5
Partimos del andlisis del * ¢Quéesel GeoGebrar

siguiente video. e (Quéacciones podemos realizar con esta herramienta?

e (Esta herramienta nos permite comprender de mejor
manera los graficos matematicos? éPor qué?

X jCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

—

—e 1. GeoGebra:

Escanea el QR Es un programa de software gratuito que permite a los estudiantes crear construcciones
matematicas y modelos donde pueden arrastrar objetos y ajustar pardmetros, para
i

IE

explorar algebra y geometria simultdneamente (junto con otros campos matematicos).
Estd basado en un navegador y también tiene subprogramas descargables para
computadoras y dispositivos moviles. Podemos descargar esta aplicacion de manera
gratuita del la pagina https://www.geogebra.org/ o del Play Store de tu celular.

—e 2. Graficas de ecuaciones

Ingresa al codigo QR, para Para graﬁgar ecuacione_:s en el softvyare GeoGel?ra, debemos igualar la ecuacion a
conocer las nociones bdsicas de £ X)oy, siendo x la variable en estudio de la ecuacién de grado n.

ajedrez. A través del QR podrdas descargar el manual de aplicacién de esta herramienta. Leemos el
capitulo 4y 5 para graficar y animar respectivamente las siguientes ecuaciones.

f(X)Z%X—%; y=-3; x=5 y=x"-4 g(X)Z—X2+2X—3

—e 3. Taller de pensamiento légico

Escanea el QR
Db+ OO 3530

5 v

Ingresa al codigo QR, para E E

encontrar las respuestas a -

los ejercicios de las diferentes Ingresa al codigo QR, para resolver

actividades. problemas de razonamiento, mate en dos
y mate en tres movimientos, a través de la
plataforma virtual Lichess.

&

{-’|Escanea el QR

N
iREALIZAMOS LA VALORACION!

Actividad 67. ¢ COmo aplicamos GeoGebra en la resolucién de problemas del contexto?
éPor qué crees que es importante el desarrollo del pensamiento l6gico matematico a través de juegos?

=5
W

! {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 68. Realizamos videotutoriales del manejo de GeoGebra y construimos piezas de ajedrez con materiales del
contexto.
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CIENCIA, TECNOLOGIAY PRODUCCION

Matematica

ECUACIONES ALGEBRAICAS APLICADAS A LA .
RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DESARROLLO
DE LA CIENCIA Y TECNOLOGIA

: | iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 1: Analicemos la pregunta de la siguiente imagen y subrayemos la respuesta correcta en el cuaderno de

practicas: ﬁ &Qué pesa mas?

1Kg de Hierro & 1Kgde Algodén
a) El Algodon
b) El Hierro
c) Ninguno

Justifique su respuesta.

Como podemos observar el concepto de igualdad, se utiliza incluso en asuntos tan simples como el que acabamos de
analizar, los cuales aplicamos constantemente en muchas mas situaciones de las que creemos.

—

1. Ecuaciones lineales Reglas del despeje de variables

Primero se separan variables de

Una ecuacion es una igualdad, donde los valores del lado izquierdo (primer cantidades, para eso aplicamos:
miembro), del signo igual, deben ser iguales a los valores del lado derecho
(segundo miembro). - Lo que suma, pasa a restar

- Lo que resta, pasa a sumar
Resolver una ecuacién es determinar el valor de la incégnita (o incégnitas), A continuacion se separa la variable,
que verifique la igualdad de la ecuacion. Para realizar dicho célculo se para eso aplicamos:
utilizan las reglas del despeje ya estudiadas, para luego observar y estudiar
la aplicacién en la resolucién de ecuaciones. - Lo que multiplica, pasa a dividir

- Lo que divide, pasa a mutiplicar.

Ejemplo 1: Resolvemos la ecuacién: 3x + 7 = 22 — 9x Ejemplo 2: Resolvemos la ecuacién: % - % =2+ 3—1x
Separamos expresiones: 3x+9x =22 -7 Multiplicamos C.D.= 30x: 105 —18x = 60x + 10
. L Separamos expresiones: —18x — 60x =10 — 105
Reducimos términos: 12x =15
Reducimos términos: —78x = —-95
. P 15 _ 5
Despejamos la incognita: r=5"1 Multiplicamos por (-1): 78x = 95
. NP 95
Despejamos la incégnita: x=_
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4 3 7

Ejemplo 3: Resolvemos la ecuacion: —-—— =
jemp x2-4  3x2-7x+2  3x2+5x-2

4 B 3 _ 7
(x+2)(x-2) (x-2)(3x-1)  (x+2)(3x-1)

Factorizamos los denominadores:

Multiplicamos C.D.= (x +2)(x —2)(3x—1): 4(3x—-1)-3(x+2)=7(x—-2)
Multiplicamos los productos: 12x-4-3x-6=7x—14
Separamos y Reducimos términos semejantes: 2x =—4
Despejamos la incdgnita: x=—2=-2

Actividad 2: En el cuaderno de practicas, resuelve las siguientes ecuaciones:

a)5x—17 =7 f)3x—8_5x+3=£
6 3 4
b)8x + 25 — 2x = 25 —9x + 45 Sx+1 6
g)5x-1=Z
O)7x —(x+2)+ (—x+6) =82x + 34
, 4x-5 3 2
D +4)x—4)=@x—-1) h e —m—z =%z =6
e)(3x)(x —7) = (2x + 3)% — x?

—o 2. Resolucién de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Las ecuaciones son una herramienta matematica, que nos permiten dar soluciones a problemas que se puedan presentar
en nuestro diario vivir. Veamos algunas situaciones donde pueden aplicarse estos conocimientos.

Ejemplo 4: Don Carlos, que es duefio de una tienda, hace el contrato con la empresa de refrescos “Bolivia Refrescante”,
donde establecen que se pagard Bs 0.50 por cada botella vendida durante el mes. La primera semana se vende 5 cajas y
24 botellas, la segunda semana se vende 8 cajas y 12 botellas, la tercera semana se vende 2 cajas y 35 botellas, la cuarta
semana se vende 7 cajas y 27 botellas; Don Carlos por motivos familiares viaja a una comunidad lejana, dejando encargo
a su hijo el negocio, casualmente en esos dias viene la empresa a realizar cuentas, el cual establece que se vendieron 24
cajas de refresco y como cada caja tiene 48 unidades, el monto a cancelar es de Bs 576 (el hijo de don Carlos duda que
ese sea el monto ganado) ¢Serd justa la duda del hijo de Don Carlos?

Planteamiento Ecuacion y Desarrollo Respuesta
1°: 5¢+24 5¢+24+8c+12+2c+35+7c+27=24c La caja no contiene 48
2°: 8c+12 5c+8c+2c+7c-24c=-24-12-35-27-2c = -98 | botellas, sino 49. Por lo
3° 2c+35 c=49 tanto, se debe recibir
4°:7c+ 27 0.5*%49*24=588 Bs.

Ejemplo 5: La mama de Carlitos va de compras al mercado y le encarga a su hijo vender una caja de pifias, a Bs 5 la
unidad, el nifio por flojera decide anotar de forma general las ventas, primero vendié la mitad de la caja, pero encontré
5 malogradas que tuvo que botar, luego vendié 2/3 de lo que quedd. Cuando llega su mama solo quedaron 7 pifias y su
hijo le entrego Bs 50 pero la madre duda que ese sea el monto ganado ¢Serad justificada la desconfianza de la mama?

Planteamiento Ecuacién y Desarrollo Respuesta
Total: x x_f_z(f_5)= La caja tenfa 22 pifias, como se
1o X 2 3\2 botd 5 y quedaron 7, entonces se
T2 x x 10 vendieron 10, entonces el monto
2 (E-5) X—573+t5 =7 ganado es Bs. 50
2
) x 11
o, X _——=—
a:2(5-5) 6 3
x =22

Actividad 3: Utilizando el modelo de resolucién que estudiamos, resolvamos los siguientes problemas, donde podemos
observar la aplicacidn de ecuaciones.

1. Carolina vende dulces y cada dia gana Bs 1 mds que el dia anterior, si en tres dias tiene una ganancia de Bs 219. ¢ Cuanto
ha ganado cada dia?
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2. Carmen tiene Bs 16y sus dos hermanos pequefios tienen Bs 2 y 3., los cuales deciden ahorrar para comprar un regalo
a sumama3, si cada dia que pasa, a cada uno le regalan Bs 1. { Cuantos dias han de pasar para que el doble de la suma de
los ahorros de los hermanos de Carmen sea la misma que la que tiene ella?

3. Vicente gasta Bs 21 en un cuaderno y una caja de lapices. No sabe el precio de cada objeto, pero si sabe que la caja de
lapices vale dos quintas partes de lo que vale el cuaderno .¢Cuanto vale el cuaderno?

4. Don Cornelio tiene tres corrales y 56 ovejas. Los tamaios de los corrales son pequefio, mediano y grande, siendo el
pequeiio la mitad del mediano y la grande el doble. Como no tenemos ninguna preferencia en cuanto al reparto de las
ovejas, decidimos que en cada uno de los corrales haya una cantidad de ovejas proporcional al tamafio de cada corral.
¢Cuantas ovejas pondremos en cada corral?

5.Queremos repartir 510 caramelos entre 3 nifios, de tal forma que dos de ellos tengan la mitad de los caramelos pero,
gue uno de estos dos tenga la mitad de caramelos que el otro. é Cudntos caramelos tendra cada nifio?

6. Una tienda vende en dos dias la tercera parte de sus productos. Al dia siguiente recibe del almacén la mitad de la
cantidad de los productos vendidos, que son 15 unidades. ¢ Cuantas unidades vendio en los dos primeros dias? ¢ Cuantas
unidades quedan en la tienda después de abastecerla?

7. Juan tiene Bs 400 y Rosa tiene 350, ambos se compran el mismo libro, después de la compra a Rosa le quedan cinco
sextas partes del dinero que le queda a Juan. Calcular el precio del libro.

8. Ester tiene el triple de dinero que Anay la mitad que Héctor. Héctor le da a Anay a Ester Bs 25 a cada una. Ahora Ester
tiene la misma cantidad que Héctor. ¢ Cuanto dinero tenia cada uno al principio?

9. La distancia entre las ciudades de Santa Cruz y Montero es de 50 km. A la misma hora, salen un camién de la ciudad
Santa Cruz, a 60 km/h y un ciclista de la ciudad Montero a 25 km/h. Se desea calcular cudnto tardaran en encontrarse si
ambos vehiculos circulan por la misma carretera, pero en sentido opuesto.

10. En una casa, el depdsito de agua se encuentra a 2/7 de su capacidad. Se duchan tres personas: el primero en ducharse
consume una quinta parte de la cantidad que hay en el depdsito; el segundo, una tercera parte de la cantidad que queda,
y el tercero, tres cuartas partes de la cantidad del primero. ¢Cual es la capacidad del depdsito y la cantidad de agua que
consumen los dos primeros si sabemos que el tercero consume 10 litros al ducharse?

i

iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 4: En grupos de dos o tres estudiantes, expresamos las dudas, curiosidades, inquietudes que hubo en
el desarrollo del tema y lo socializamos al curso, fomentando la confianza y el respeto entre todos para fortalecer la
autoestima.

1. Expresamos los conocimientos y las estrategias utilizadas en la resolucion de los problemas del contexto, observando
asi el apoyo y comprensién de los contenidos.
2. Escribe 5 ejemplos de la aplicacion de acuaciones .

) {ES HORA DE LA PRODUCCION!
A

Actividad 5:
1. Contruimos un tablero de ecuaciones como el de la imagen.

2. Planteamos el siguiente problema, el cual daremos solucion aplicando nuestros
conocimientos y el tablero de ecuacidnes.

"Don Jorge adquiere un paquete de tela y encarga a su hijo que lo venda, quien realiza
la actividad de mala gana y solo registra las ventas generales de la siguiente manera:
en su primera venta, vendié un tercio del paquete, luego la mitad de lo que quedo,
luego la quinta parte de lo que sobro, sobrandole dos metros al final del dia. ¢Qué
hara el hijo de don Jorge para saber cuantos metros tenia en total el paquete de tela?"
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN .

LA ACTIVIDAD PRODUCTIVA
DE LA REGION

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

: ﬂ..
L8
Actividad 6: Analicemos y expliquemos cémo determinamos el valor que tienen las dos

. . ., . e T T A
granadas (frutas)de la imagen, suponiendo que los niUmeros estan expresados en bolivianos. = “ “ 21
B == T R
Muy bien, las dos granadas que se muestran en la Gltima balanza valen Bs 12., porque como ™% A e
pudimos determinar, cada granada vale Bs 6, interesante ejercicio verdad!!! -ﬁ’ —p—
A
Analicemos la imagen anterior, en la primera balanza observamos que una pera equivale a ” ?
una granada y una naranja, esto en términos matematicos, es lo que llamamos una ecuacion, A

pero también te habrds dado cuenta de que cada una de las balanzas esta relacionada con
la otra, y solo jugando con todas es que podemos darle una solucion al ejercicio. Esto es conocido como Sistema de
Ecuaciones.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /

1. Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas

Un sistema de ecuaciones, es un conjunto de dos o mds ecuaciones con dos o mas incognitas, en los cuales se debe
determinar el valor de las incognitas, de tal forma que la igualdad se verifique. Tomando en cuenta la imagen anterior,
escribiremos un sistema de ecuaciones, donde lo que haremos es cambiar la imagen por una letra (naranja: n, granada:
g, pera: p), los cuales se llamaran incégnitas.

n+g= S . :
g=p El ejercicio escrito de esta forma se Illama sistema

3n = 21 de ecuaciones de 3x3, mas una relacion. Haciendo
algunos juegos matematicos, logramos determinar
ue: n=7; p=13;g=6, este procedimiento se conoce
n+g+p=26 9 i P=228=5, P ;
como resolucion de sistemas de ecuaciones.
2g =77

Ahora, un sistema de ecuaciones con dos incégnitas puede tener las siguientes formas:

2x + 5y = -3

2x — 3y = 15 ;gx;;{zz 2x — 3y = —1
Si 1x2 T — =
stema dx Sistema 2x2 + 7y =2

Sistema 3x2

Los sistemas de ecuaciones tienen como solucidn un par de valores, es decir, una soluciéon debe tener dos valores (de x
ey en este caso). Ahora segun sus caracteristicas, la de 1x1 tiene infinitas soluciones, la de 2x2 tiene una solucion, la de
3x2 puede tener 1 o 3 soluciones.

2. Métodos de Resolucion

Para resolver un sistema de ecuaciones tenemos varias alternativas, que nosotros los llamaremos métodos de resolucidn,
de estos estudiaremos cinco casos que los dividiremos en dos grupos.

1. Métodos analiticos, donde se aplican propiedades algebraicas y sus resultados son exactos
2. Método grafico, donde se grafican las ecuaciones y sus resultados son aproximados.

El siguiente cuadro nos resume los métodos que se aplicaran para resolver sistemas de ecuaciones.

METODOS DE RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

METODO METODO METODO METODO METODO
GRAFICO SUSTITUCION IGUALACION REDUCCION DETERMINANTES

METODOS ANALITICOS
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2.1. Método de Sustitucion:

El método consiste en despejar una de las incégnitas o variables de una ecuacion y reemplazarlo en la otra ecuacion.
Se sugiere despejar una incdgnita de manera directa

Ejemplo 1: Resolvemos el Sistema de ecuaciones x-3y=-1 ; 2x+3y=7 . N\
Procedimiento

x—3y=-1 Resolvemos la ecuacién obtenida
{ZX+3y= 7 6y—2+3y=7 -Sjmplliﬁcamos_glsistemaasu ma?s
. simple expresion y escogemos la
SOLUCION: 6y+3y=7+2 incognita a despejar.
Identificamos ecuaciones. 9y =9
- Despejamos la incognita
{’;;33;:__; (]?) y=2 escogida (no  olvidar la
V= () sugerencia), y reemplazamos la
Despejamos “x” de la ecuacion (A) y=1 equivalencia en la otra ecuacidn.
x—3y=-1 Sustituyo y = 1 en la ecuacién (C) .
- Resolvemos la ecuacién
x=3y—-1 (C) x=3y-1 obtenida y el resultado lo
x=31)—-1 reemplazamos en una ecuacién

Sustituimos el valor de “x” en la ecuacién (B) con dos incégnitas (mejor en la

x=3-1 que despejamos anteriormente).

2x+3y =17
x=2
2By -1 +3y=7 .
Gy-1+3y - Determinados  los  valores,

Sol. (2;1) C o . .
\_ Verificamos la equivalencia.

“y,n “w . n

En este caso despejamos “x”, pero también podemos despejar “y”, realizando el mismo procedimiento.

Actividad 7: En el cuaderno de practicas resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion.

l.—x—2y=-5 2.=5x+3y =20 3.x—2y=-1 4.—4x — 3y = —16 5. —2x—y=
—2x+5y =18 —5x—y=0 =5x +4y =11 —x—2y=-4 -2
—4x +3y =-14

2.2. Método de resolucion por Igualacion

Procedimiento )

Este método consiste en despejar la misma incognita de las ecuaciones,
para luego igualar sus equivalencias, obteniendo asi una nueva ecuacién la
cual nos permitira encontrar uno de los valores del sistema.

- Simplificamos el sistema a su mas
simple expresién y escogemos las
incégnitas a despejar.

Se sugiere utilizar este método, cuando el despeje se realize con fracciones - Despejamos las incognitas
o cuando existan cantidades idénticas. escogidas e igualamos las

equivalencias (no olvidar la
Ejemplo 2: Resolvemos el sistema de ecuaciones 2x-3y=5 ; 3x+4y=-1 sugerencia).

- Resolvemos la ecuacion obtenida
y el resultado lo reemplazamos en
una ecuacion con dos incognitas

{ 2x—3y=5 lgualamos X = x de la Ec. (C) y (mejor en las que despejamos
3x+4y=-1 (D) anteriormente).
SOLUCION: 3y+5 _ —4y-1 .

2 3 - Determinados los valores,
Identificamos ecuaciones. Resolvemos la ecuacién formada \_ verificamos la equivalencia.

2x-3y=5 (A oA
{3x+4-y=—1 (B) 3(3y+5)=2(-4y—-1)
9y+15=-8y—-2
Despejamos “x” de la Ec. (A) y Y

9y +8y =-15-2

2x—-3y=5
2x=3y+5 17y = -17
17
_ 3y+5 =_Y__4
x==- © y 17 Utilizando el programa
. _ GEOGEBRA,
Despejamos “x” de la Ec. (B) Sustituyoy = —1 enla Ec. (€) graficamos el sistema
3 ‘
3x + 4y _ _1 _ 3(_;)+5 e ecuaciones
4x + 3y =20
=—4y—-1 _
3x =4y x= 3524 —5x + 2y = —2
gy z 2

x="22 ()
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Actividad 8: En tu cuaderno de practica resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucién.

1. —2x—-3y=-7 | 2
—3x—2y=-8

—4x+3y=8 | 3

—3x+4y =6

2x+3y =5
4x+3y=1

=5x+9y=-7| &

—2x+y=5

—x—2y=-5
—2x+5y=28

2.3. Método de Reduccion

Conocido también como el método de sumas y restas, consiste en sumar (o
restar) miembro a miembro los términos de las ecuaciones, de tal forma que
se pueda eliminar una incégnita, para luego resolver la ecuacion resultante

para luego reemplazar y determinar la solucion.

Ejemplo 3: Resolvemos el sistema de ecuaciones

4x+3y =20

5 -5x+2y=-2

Eliminaremos “x” multiplicando
para igualas sus coeficientes con
signos diferentes.

4x +3y =20 (5)
—5x+2y=-2 (4)
20x + 15y = 100
—20x+8y=-8
SUMAMOS POR COLUMNAS
20x + 15y = 100
20x+8y =-8
0 +23y =92

_ﬁ_

ecuacion

4

4x + 3y = 20 Despejamos y del resultado.
—5x+2y=-2 23y = 92
SOLUCION:
_%2_y

Sustituimosy = 4 enla 1ra

4x +3(4) = 20

4x+12 =20
_20-12

X="7

x=E=2

Actividad 9: En tu cuaderno de practica

/Procedimiento

- Simpl

simple expresidon y ordenamos en
columnas de
independiente.

N

ificamos el sistema a su

wy,n o ou o n

x”, “y” y término

- Multiplicamos por un valor que
permita la eliminacion de una
incognita y posterior despeje de la
otra.

- Sumamos miembro a miembro y
despejamos la incognita.

- Reemplazamos el valor en una
ecuacién con dos incognitas y

N\, deter

minamos el segundo valor. /

Utilizando el programa
GEOGEBRA,
graficamos el sistema
de ecuaciones

4x + 3y =20
—5x+2y=-—2

resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion:

1.-3x+4y =13 2.
5x +4y =-11

7x —3y =19
4x -5y =1

3.

4x —3y =28
—5x — 6y =-10

4.

—-7x—4y =18
—5x+3y=-6

5. =5x -2y =-21
—-3x—-8y=1

2.4. Método de Determinantes

Conocido también como el método de Krammer, es un método que resuelve sistemas de ecuaciones mediante el calculo
de determinantes de una matriz. Pero antes de ingresar a resolver el método debemos definir lo que es una matriz y un

determinante.

Matriz, es un conjunto de niumeros ordenados en filas y columnas.

Determinante, es un nimero que proviene de la diferencia del producto de las diagonales de la matriz.

Ejemplo 4: calculamos el determinante de las siguientes matrices:

4 1
1 A > 3
-7 =2
2M—_5 ]
_[-4 13
3W_—3 11

> Det(d) = (4)(=3) — (2)(1) = —12 — 2 = —14
> Det(M) = (=7)(=1) — (5)(=2) = 7+ 10 = 17

> Det(W)=(—-4)(11) — (-3)(13) = —44+39=-5
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2.5. Método Grafico
Es un método que nos permite conocer la forma que tendra el grafico de la ecuacién en un plano coordenado.

Plano Coordenado.- Es el lugar geométrico de dos dimensiones que estan divididos en cuatro espacios, por dos lineas
rectas perpendiculares (llamados ejes coordenados “x” e “y”), sobre los cuales se van ubicando los valores de los puntos
(o soluciones de un sistema) A(3,2); B(-1,0); C(-2,-2); D(0,-3) los cuales se observan en el plano cartesiano.

Propiedad de la Linea Recta: “Dos puntos distintos determinan una linea recta”

Tomando en cuenta la propiedad anterior, para graficar y resolver sistemas de ecuaciones de 2x2, por el método grafico
utilizaremos la interseccidon con los ejes coordenados.

~\ Seala ecuaciéon: ax+by=c
Procedimiento c
Conx=0 a a(0)+by=c - y=5
- Consideramos valoresde:x=0 y y=0
- Reemplazamos dichos valores en la ecuacién y los _ N _ . _c
despejamos la incognita. Cony=0a ax+b(0)=c -~ x= a
- Los valores obtenidos los representamos en el
S plano coordenado y los unimos con una linea recta Ahora obtenemos los puntos que graficaremos
c Cc
Ejemplo 5: Graficamos larecta 3x -5y =-15 Py O;E y P, E'O
Sea la ecuacién: 3x—5y =—15
Conx=0 a 3(0)-5y=-15 . y=2=3 /
Cony=0a 3x-5(0)=-15 + x=-2=-5
Ahora obtenemos los puntos que graficaremos
P1(0;3) y P,(-5,0)
Procedimiento.
Actividad 10: En tu cuaderno de practica graficamos las siguientes ecuaciones:
1 —x+2y=3 2.—x—3y=-5 3. 2x—y=2 4.x+ 6y = -3 5. —4x +5y =18
—3x—2y=-15 —x—-y=-1 2x +3y =—6 x+y=2 —2x—y=-10

Nota.- Para resolver un sistema de ecuaciones, aplicamos el procedimiento de graficacion.
Ejemplo 6: Resolvemos el Sistema de ecuaciones 3x+2y=6 ; 5x-3y=15

Sealaecuacién: 3x+2y =6 \
Conx=0a 3(0)+2y=6 - y=-=3
Cony=02a 3x+2(0)=6 =~ x=5=2
Seala ecuacion: 5x —3y =15 y
| Sol. (%53%0.79)
Conx=0 a 5(0)—-3y=15 - y=—§=—5
R 15 3
Cony=0 a 5x—-3(0)=15 - x=?=3
/

Actividad 11: En el cuaderno de practica resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones:

1| —x+2y=3; —-3x-2y=-15 4|x+6y=-3; x+y=2
|2x—-5y=4; 2x—y=-4
2x—y=2 ; 2x+3y=-6 6. —4x+5y=8,; -2x—y=-10

(9, ]

2. —-x—-3y=-5; —x—-y=-1

[
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Para resolver un sistema de ecuaciones es necesario tomar en cuenta la siguiente férmula, la que depende de la
determinacién de las matrices del numerador y del denominador para ambas incdgnitas, que es la que nos permitira

resolver sistemas de ecuaciones por determinantes.

Sea el sistema: la solucion del sistema

Ejemplo 7: Resolvemos el Sistema de ecuaciones 3x+5y=1; 4x+7y=1

3 Noticiencia ORDENAMOS Hallamos el valor de “x”

El método de reduccion _ _ 1 s

es la base para la 3x+5y=1ax+7y=1 Xy = |1 7| _ (W@-G) . 7-5 2 _ 2

resolucion de sistemas - |3 5| T M-@GB) T 21-20 1

por el método de Gauss- RESOLVEMOS: 4 7

Jordan, mismo que es . “

usado en programas de Determinamos los Hallamos el valor de “y’

computadora. Coe;!;éen;c‘es. .
a= =
b=5"%%=7 y = |4 1| _®W-0® _ 3-4 _-1_
qup 3 5 BR)N)-4)(5)  21-20 1
c=1 1 4 7

110

ACTIVIDAD 12.En tu cuaderno de practica resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion.

L 3x+4y=13 ; S5x+4y=-11 4 —7x—4y=8 ; —5x+3y=-6
2.7x—3y=19 ; 4x-5y=1 5. ~5x —2y=-21 ; —-3x—8y=1
3.4x -3y=8 ; —-5x—-6y=-10 6 3x+4y=10 ; 4x-—-3y=-20

—e 3. Sistemas de ecuaciones de primer grado con tres incégnitas

Un sistema de ecuaciones con tres incégnitas, no es mas que un conjunto de ecuaciones con tres incégnitas. De este
tipo de sistemas, estudiaremos aquellas que tienen la forma 3x3, aunque también es aplicable para ecuaciones de nxn.

4. Métodos de Resolucion

Para resolver sistemas de ecuaciones, podemos utilizar los 5 métodos estudiados en la resolucién de sistemas de 2x2,
pero por la eficiencia y eficacia solo nos enfocaremos en dos: El Método de Reduccién y el Método de Determinantes.

4.1. Método de Reduccion

Como sabemos este método nos permite eliminar una incégnita permitiéndonos encontrar una nueva ecuacion, por lo
tanto, en un sistema de 3 x 3 eliminaremos una incégnita para convertirla en una de 2x2, para luego esta resolverla por
el método que dominemos mas.

~

Procedimiento

“yn o n

- Simplificamos el sistema a su mas simple expresidon y ordenamos en columnas de “x”, “y”, “z”,
término independiente y determinamos la incégnita a eliminar.

- Escogemos dos combinaciones de las tres posibles, para eliminar la incégnita determinada.

- En cada combinacién escogida, multiplicamos las ecuaciones, buscando la forma de eliminar la
incognita, convirtiendo asi el sistema a uno de 2 x 2.

- Resolvemos el sistema de 2 x 2 por cualquier método (mejor si es el mismo que el anterior).

\.
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Ejemplo 8: Resolvemos el sistema 2x+y-z=7; 3x-2y+2z=9; x-y+2z=0

flx +ty—z=7 A Unimos las ecuaciones.

3x—-2y+z=9 B 5x—y=16 D
1x—y+22=0 C 5x+y=14 E
SOLUCION: Eliminamos “y” de D-E.

Eliminaremos “z” de la combinacion A-B. 5x —y=16
2x+y —z=17 S5x +y=14
3x—-2y+z=9
10x =30; x=—=3
5x—-y =16 D
Reemplazamos x = 3 enE

“on

Eliminaremos “z” de la combinacién A-C.

2x+y—-z=7 (2)
x—y+2z=0

53)+y=14; y=14-15=-1

Reemplazamosx = 3;y = —1enB

4x+2y—2z=14 33)-2(-1)+z=9;z=9-9-2=-2
x— 2z=0

5x+y =14 E sol. (3;-1;-2)

Actividad 13: En el cuaderno de practica resolvemos los siguientes sistemas por el método de reduccion:

x+2y—z=-7;3x+y—-5z=-10; -2x+3y—2z=-11
2x+3y—4z=23 ; 3x—y+2z=-18; 5x+2y—2z=18
5x+2y—-3z=-1;3x—4y—z=-37; =2x+3y+5z=27
3x—y—2z=-14 ; -5x+3y+2z=22 ; 7x—y+3z=2

PWNE

4.2. Método de Determinantes

Al igual que en los sistemas de 2x2, el método determinantes responde a una férmula, los cuales dependen de calcular
el determinante de una matriz de 3x3. Veamos como calcularlos:

Ejemplo 9: Calculamos la determinante de la matriz C

0 5 0 det(C)
|- b = ODN@) + (=3)()(0) + B)E)(-1)
C=|-3 7 -1= “[B)7)(0) + (~4)(~1)(0) + (2)(=3)(5)]
3 -4 2 =0+0-15-(0+0—30)=—15+30 = 15

Actividad 14: En el cuaderno de practica calculamos la determinante de las matrices:

0 5 0 8 5 0 0 5 -8 6 5 9
A=|-3 7 -1 ;B=|-3 7 -1 ; €=|(-3 7 -1 ; D=|-3 -1 -1
3 4 2 3 0 2 3 0 2 0 -4 0
Para resolver un sistema de ecuaciones de 3x3 aplicaremos la siguiente férmula: 111

Las letras de la a,b,...,l
son los coeficientes de
. Solucién PR
Sea el sistema: ) las incognitas.
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Ejemplo 10: Resolvemos el sistema de ecuaciones:
-3 2 -1
s o s ) (35)
_ _ls 2 3| _ 9-16+30-(5-18+48) _ 23-(35) _ -12 _
X+ 2}/ —z=-3 = i 21 —31 T —3-246-(1+6+6)  1-(13)  -12 1
x—y+3z=28 1oz o3
— 1 -3 -1
x+2y+3z=5 -
_li s 3| 24-5-9-(-8+15-9) _10-(-2) _ 12 _
Yy=p =z 1= —3-24+6-(1+6+6)  1-(13)  -12
1 -1 3
1 2 3
1 2 =3
1 -1 8
_ 11 2 5| _ -5-6+16-(3+16+10) _ 5-(29) _ -24 _
2= 2 1| T T 3216-(14646)  1-(13) -1z
1 -1 3
1 2 3

Actividad 15: En el cuaderno de practica resolvemos los sistemas de ecuaciones por el método de determinantes:

x+2y—z=-7;3x+y—-5z2=-10; —-2x+3y—2z=-11
2x+3y—4z=23 ; -3x—y+2z=-18; 5x+2y—z=18
5x+2y—-3z=-1;3x—4y—z=-37; —2x+3y+5z=27
3x—y—2z=-14 ; —5x+3y+2z=22; 7x—y+3z=2

PUNE

Consideraciones sobre sistemas de ecuaciones superiores a 3x3

Los sistemas de ecuaciones pueden tener mas de tres incdgnitas, pero la forma de resolverlo es similar al de 3x3, es decir,
debemos reducir hasta conseguir una de 2x2, para ello basta con aplicar el método de reduccién en las combinaciones
que se pueden realizar de las ecuaciones. Ademas, cuando el sistema de ecuaciones es superior a 3x3, el método de

determinantes ya no es aplicable de forma directa.

—e 5. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

112

Los sistemas de ecuaciones son una herramienta muy Uutil, pues nos simplifican bastante la tarea de dar solucién a
diferentes problemas, como el ejercicio con las peras, naranjas y granadas que vimos al inicio del tema, el cual se redujo
a un sistema de ecuaciones de 3x3. Veamos cémo nos ayuda.

“'f
- l
-:L'—
31 A

Diferentes problemas de la cotidianidad se pueden expresar a través de sistema de ecuaciones que podemos resolverlos
utilizando el método de reduccién, determinantes u otros. En este sentido podemos concluir que los sistemas de
ecuaciones se aplican para dar solucién a diferentes fenédmenos o problemas de diferentes ciencias que se pueden

presentar en nuestro cotidiano vivir. Analicemos algunos:

Ejemplo 11: Una empresa de transporte que hace la ruta Tarija-Bermejo, sale todos los dias a las 9:00 de la mafana
con movilidades que viajan a una velocidad de 1500 m/min. El dia lunes llega un cliente a las 9:15 y pide que por favor
puedan enviar una encomienda en la movilidad que salié a las 9:00, la secretaria le indica que por realizar dicha peticién
se le cobrara Bs 5 por cada mil metros que recorrera el segundo auto si viaja a una velocidad de 2000 m/min, hasta
encontrarse con el que salid primero, lo que el cliente acepta. ¢ A qué distancia lograra darle alcance el segundo auto? ¢A
qué hora se encuentran los autos? ¢ Cudnto debera pagar el cliente? (no se olvide que V*t=d).

Solucion: Analizando los datos, vemos que la distancia es la misma para ambas movilidades, el tiempo para el segundo
es menos 15 minutos.

1500(t) = d ler bus Utilizando el método de igualacién obtenemos:

2000(t - 15)=d 2do bus t=60min ; d=9000metros ; costo=5x%x9=45

Respuesta. - Los autos se encontraran a 9000 metros de la parada, a las 10 de la mafiana y el sefior debe pagar por este
servicio Bs 45.
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Ejemplo 12: Dofla Carmelita tiene una granja de pollo, asi que se dedica a vender carne de pollo en el mercado, un dia
el técnico encargado del cuidado de pollo le indica que, para cuidar el abastecimiento y las ganancias, la venta de pollo
debera seguir la ecuacion - 3Q + 5P = 109, pero el Gobierno Municipal indica que la poblacién solo puede adquirir dicho
producto bajo la ecuacion 4Q + 3P = 77. ¢Cual serd el nuevo parametro de la cantidad de carne y precio, para que la
vendedora y el comprador estén conformes? (no te olvides que P: precio, Q: cantidad)

Solucion: Analizamos los datos, la distancia es la misma, el tiempo para el segundo es menos 15 minutos.

-3Q +5P =109 Vendedor Utilizando el método de Reduccién tenemos:
4Q+3P=77 Comprador

P=23Bs. ; Q=2Kg

Respuesta. De tal forma que Dofia carmelita cuide sus ganancias y la poblacidn quede conforme se establece que 2
kilogramos de carne deben venderse a Bs 23.

Actividad 16: En tu cuaderno de practica resuelve los sistemas de ecuaciones por el método de determinantes.

1. Maria cria en el campo patos y conejos, donde contaron 19 cabezas y 52 patas de los dos animales ¢ Cuantos conejos
y patos cria Maria?.

2. Un equipo de basquet anoto un total de 48 canastas, obteniendo un puntaje de 114 puntos. ¢ Cuantos tiros de campo(2
puntos) y triples (3 puntos) realizaron?

3. En un curso de 40 estudiantes, al 20 % de los hombres y 16% de las mujeres les gusta consumir frutas. Si en su total
de los estudiantes que les gusta la fruta es 7. ¢ Cuantos estudiantes mujeres y varones son en el curso?.

4. Juan pag6 Bs 350 por 3 cajas de manzanas y 5 cajas de naranjas. Pedro compré 5 cajas de manzanas y 7 de naranjas y
tuvo que pagar Bs 518. ¢Cual es el precio de cada caja de manzanas y de cada caja de naranjas?

5. Un hombre decide ir de paseo en su bote, es asi que remando a favor del rio avanza 10 kilometros en una hora,
mientras que si rema en contra del rio, solo avanza 4 kilometros. ¢ Qué velocidad estara aplicando el sefior al bote y cuadl
sera la velocidad del rio?

A YA
[ "
iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 17: En grupos de 3 a 4 estudiantes para realizamos las siguientes actividades:

1. Analicemos y escribimos 5 aspectos negativos y positivos de sistemas de ecuaciones.

2. Analicemos y escribimos las dificultades y fortalezas que se presentaron en el desarrollo del contenido.
3. Escogemos un ejercicio (del internet, de un libro, o inventado) y lo escribimos en una hoja.

4. Describimos 5 ejemplos de la aplicacion del sistema de ecuaciones en el texto.

| {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Utilizando Geogebra, mostramos el comportamiento de las graficas de las ecuaciones de los ejemplos 10 y ejemplo 11
analizados en texto y explicamos qué hicimos para poder generar dichas graficas en el programa.
De no contar con geogebra, realizamos las graficas manualmente y describimos el procedimiento realizado.

NUMEROS IMAGINARIOS .
Y COMPLEJOS EN
2 LA NATURALEZA
@ilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 18: Con la ayuda de una calculadora cientifica realizamos las siguientes operaciones en el cuaderno de practicas
y escribimos las observaciones:
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sl Noticiencia

Los numeros complejos son
muy aplicados en el drea de
electronica, electricidad y el
desarrollo tecnoldgico

Sean: el nimero 5 3 -7 OBSERVACIONES
Elevar al cuadrado el nimero 25
Sacar raiz cuadrada de la respuesta anterior 5
Elevar al cubo el nimero 125
Sacar raiz cubica de la respuesta anterior 5
Elevar a la cuarta el nimero 625
Sacar raiz cuarta de la respuesta anterior 5
Elevar a la quinta el nUmero 3125
Sacar raiz quinta de la respuesta anterior 5

Como habras podido notar algo interesante sucede cuando trabajamos con las raices de cantidades negativas, pero no te
asustes, tu calculadora no estd mal, todo tiene una explicacién, la cual estudiaremos a continuacion:

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /

Los conjuntos de numeros estudiados hasta el momento presentan algunos vacios, un caso es el que acabamos de
observar en el anterior cuadro, con las raices negativas de indice par, las cuales muestran un mensaje que dice: MATH
ERROR, este mensaje generalmente se presenta debido a que las calculadoras, no estdn programadas para trabajar o
realizar calculos con nimeros imaginarios.

1. El conjunto de los niimeros imaginarios

Los numeros imaginarios son aquel conjunto de nimeros que nacen de las raices Q
negativas de indice par, los cuales estan separados del conjunto de los nimeros

estudiados hasta este momento y cuyo conjunto podemos denotar como “Im”, el

cual vamos a representar en el siguiente grafico.

2. Unidad imaginaria y sus propiedades

La unidad Imaginaria es el nimero  +/—1el cual representaremos por la letra “ [”, por lo cual podemos decir que:
i = V-1 este es uno de los cinco nimeros de las matematicas, el cual a partir de este momento aparecerd en muchos
de nuestros calculos, motivo por el que no debemos olvidarlo. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Escribimos las siguientes raices, como ndmeros imaginarios.

V=4 =[4(-1) = Va/=1=2i

—V/=49 = —[49(-1) = —V49V/=1 = -7i

5V—144 = 5,/144(—1) = 5V144V—1 = 60i

7vV=3 = 7,/3(-1) = 7V3V—1 = 7\/3i

—3v—=12 = -3\/12(-1) = —3vV12vV-1 = —-3V4V3i = —12V3i

o R W NN

11V=150 = 11,/150(=1) = 11vV25V6V~1 = 55v6i

7 6\/—_§=6\/§\/—_1=6(§)i=4i

Como podemos notar siempre que exista una cantidad sub radical negativa, es necesario separar el signo el cual se
convierte en la unidad imaginaria j = V=1 .

Actividad 19. Racionalizamos las siguientes raices e indicamos si son nimeros reales o nimeros imaginarios (recuerde
que solo las raices de indice par de cantidad negativa, son imaginarias)



5.V/—45 =
6.V—144 =
7.4/98 =

9.v169 =
10.vV—-36 =
11.v/-100 =

13.v/—128 =
14.4/686 =
15.4/784 =

Primer Trimestre: Matematica

17.4/484 =
18.v—450 =
19.4/-3087 =

[

4. V125 = 8.4/—147 = 12.4/250 = 16.V/=1225 = || 20.4/6125 =

—eo 3. Potencias de la unidad imaginaria

Todos los numeros permiten realizar operaciones aritméticas, en especial cuando hablamos de potencia, estamos
hablando de multiplicaciéon de nimeros imaginarios, para eso estudiaremos el comportamiento de la unidad imaginaria
en los diferentes exponentes.

i’=1 =i*+i’=1D(D=-1
it=i V=i"+i3 =M (=) =—i
2 = (\/—_1)2 -1 B=i*xi*=DM =1

B =i?xi= (V1) *i=-i P=ifri=)xi=i
it=i2xit= (VD) (V=) = (D =1 [ =t =OED =1
P=itxi=)*i=i i =83 = (1)(=i) = —i

Analizamos atentamente el cuadro, observando el comportamiento de la potencia de la unidad imaginaria

Actividad 20: en el cuaderno de préctica, determinamos las potencias de la unidad imaginaria desde i12 hastai3?pajo el
mismo procedimiento que en el cuadro

—e 4. Numeros complejos y su representacion grafica

Los nimeros complejos es el conjunto de nimeros, que une al conjunto
de los numeros reales con el conjunto de los niumeros imaginarios,
complementando asi al conjunto de numeros, con los cuales las
operaciones con numeros, ya no tendrian restricciones, siendo estos los
que nos permiten gozar de los avances tecnoldgicos, ya que los nimeros
se pueden aplicar en diferentes ambitos de la cotidianidad.
La representacion de un nimero complejo se da bajo la forma binémica:

z=a+bi siendo a un nimero real y bi el nimero complejo, este tipo de nimeros se representan bajo un plano coordenado,
donde la abscisa corresponde a los valores reales y la ordenada a los valores imaginarios.

Ejemplo 2: graficamos en el sistema de cordenadas los siguientes nimeros complejos.

z.=3-2i
1 z
2,=-1-3i i ]
2,=-4 5 24 Noticiencia
=5+ i b
24_35. 3i Los numeros imaginarios
ZS: ! . | S también se pueden escribir
Zs"2+4' 4 iy como un par ordenado.
i a+bi=(a,b)
. . . 1 z1
—e 5. Operaciones con nimeros complejos Zs

Aligual que los diferentes tipos de nimeros, los nimeros complejos también gozan de las propiedades de las operaciones
de adicion, sustraccion, multiplicacién y division, los cuales estudiaremos a continuacién.

Suma y resta de nimeros complejos

Para sumary restar nimeros complejos, lo Unico que hacemos es sumar la parte real con la parte real, y la parte imaginaria 115
con la parte imaginaria, resultado de esta operacidn, obtenemos un resultado que también sera complejo, es
decir Zq i‘ Zy = Z3
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Ejemplo3:sea z, =2-3i, z,=—-4+5i , z3=7+1i ,simplificamos las operaciones:

2142, =(2—-30)+(—4+5i)=2—-3i—4+5i=—2+2i
21—23=02—-30)—(7+i)=2—-3i—7—i=-5—4

22, +323 =2(—4+5{) +3(7+i) = -8+ 10i + 21 + 3i = 13 + 13i

—47, + 523 — 221 = —4(—4 +5i) +5(2 = 3i) —2(2 — 3i) = 16 — 20i + 10 — 15i — 4 + 6i = 22 — 29i

NN N

Multiplicaciéon de nimeros complejos

En la multiplicacién de nimeros complejos, basta con aplicar la multiplicacidn por propiedad distributiva (o productos
notables), tomando siempre en cuenta la potencia del nimero imaginario.

Ejemplo 4: Multiplicamos y simplificamos las siguientes expresiones:

1. 5i(3 —2i) = 15i — 10i?> = 15i — 10(=1) = 10 + 15i

2. —7i(—4i+1)=28i*—-7i=28(-1)—-7i=-28-7i

3. (i—5)(4+2i)=4i+2i>—-20—10i = 4i+2(-1) — 20— 10i = —22 — 6i
4. (3—5i)2=9—30i +25i> =9 —30i + 25(—1) = —16 — 30i

Division de nimeros complejos

La divisidn de los nimeros complejos, no es mas que una fraccidn, pero debido a que las fracciones no permiten tener
raices en el denominador, es que tendremos que racionalizar y simplificar algunas expresiones. Veamos en los siguientes
ejemplos este proceso, teniendo en mente que existen tres casos.

Ejemplo 5: dividimos las siguientes expresiones.

caso1, 15-20i _ 5(3—4) _ 3-4i
25 5%5 5
2430 243i i 2i43i*® 2i+3(-1) -3+2i 3-2i
caso 2. = * - = = = =
5i 50 i 5i2 5(-1) -5 5

7—i  7—-i  2+i _ 14+7i-2i-i? 14+7i-2i—(-1) 15+5i _ 5(3+i)
caso03. — —  —— x— — = - —
2—i 2-i

24+i 4—i2 o 4—(-1) 5 5 3+1

Actividad 21: Sea z; =3 —2i;z, =—2+5i; z3 =7+, realizamos las siguientes simplificaciones.

1| zy+2zy = 5| 521+ 2, = 9. | zy +3z3 = 13.| —z1+4+ 5z, =
2.| 223 — 25 = 6.| 3z3 — 5z, = 10.| z3 — 2z = 14| —4z3 — 5z, =
3.| zyxz3= 1.| 2y x4z3 = 11.| 7z3 %2z, = 15.| 3z * 2z, =

4| z5/z4 = 8. | z,/5z3 = 12.| 623/z1 = 16, 23/10z; =

-V
S 1 .
iREALICEMOS LA VALORACION!

—

Actividad 22: Respondemos las siguientes preguntas de reflexidén en el cuaderno de ejercicios:

1. ¢COmo se aplica los numeros complejos en los circuitos eléctricos ?
2. ¢En la vida cotidiana como podemos aplicar los nimeros complejos en la resolucion de problemas?

3. ¢Como se aplican los nUmeros complejos en la geometria fractal?
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Analicemos la aplicacion de los nimeros complejos en el avance tecnoldgico y escribimos 5 ejemplos.

2

;ﬁ;{)‘ {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 23: Un fractal es un objeto geométrico irregular cuyas autosimilitudes se repiten a grandes escalas. Se define
los fractales a través de calculos con nimeros complejos:

1. Investiga sobre los fractales y elabora un disefio aplicando los nimeros complejos.
2. Una cartulina la dividimos en dos partes iguales, en la primera haremos un cuadro donde podamos observar ejemplos

de obtencion de numeros imaginarios, diferentes a los que vimos en el texto. En el segundo cuadro mostraremos las
potencias de la unidad imaginaria desde i° hasta i*?, el cual socializaremos con los compafieros en el curso.

ECUACIONESDESEGUNDOGRADOY FUNCION CUADRATICA

53 EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS °
(= ; DE NUESTRO CONTEXTO
&ilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 24: Escribimos lo que conocemos sobre la relacion que existe
entre, un tiro libre en un partido de futbol, el cable de electricidad en las
calles, las antenas satelitales que nos permiten tener sefial de televisién en
lugares lejanos, y el movimiento de traslacion de nuestro planeta.

Las situaciones planteadas se expresan a través de las matemadticas, con
lo cual muchas de las ciencias logran desarrollar diferentes usos para el
desarrollo de la tecnologia y la productividad. Estudiemos un poco mas este
tipo de figuras.

' jCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Funcién cuadratica y sus caracteristicas

Muchos de los fenédmenos que se presentan en nuestra vida diaria, no son de caracter lineal, sino que estan gobernados
por relaciones que reciben el nombre de funciones cuadraticas (es decir, curvas). Estas funciones tienen la caracteristica
de que su grado absoluto es dos, veamos algunos ejemplos:

y=x? y=5x*+4x—7 y? +x% =11

En vista de la diversidad de ecuaciones, empezaremos el estudio de la resolucidn de ecuaciones cuadraticas, por aquellas
que son de la forma ax? + bx + ¢ = 0 llamadas ecuaciones de segundo grado con una incégnita.

Las ecuaciones de segundo grado con una incdgnita, tienen dos soluciones (x1,%2) estas pueden ser de tres tipos,
soluciones reales, soluciones imaginarias y soluciones complejas.

2.Métodos de resolucion de una ecuacidén cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 de la forma
Como hemos podido conocer, la ecuacion cuadratica ax? + bx+c=0 |, tiene tres tipos de soluciones, por lo cual
debemos tener mucho cuidado al efectuar operaciones, de tal forma que obtengamos las respuestas correctas, porque

como se dijo en el anterior contenido, muchas veces un signo, puede provocarnos grandes desastres.

Al resolver una ecuacién cuadrética se pueden presentar tres casos: A) ax? + ¢ = 0,B) ax? + bx = 0,C) ax®> + bx +c =0
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de los cuales iremos estudiando su forma de resolucién. Pero nunca olvidemos que para resolver cualquier ecuacion,
siempre debemos simplificar, a su mds simple expresion.

., ., 2 _
Resolucidn de ecuacién de la forma ax“+c¢=0

Para resolver este tipo de ecuaciones solo se debe recordar las reglas del despeje y al final sacar la raiz cuadrada. Veamos:

Ejemplo 1: Resolvemos las siguientes ecuaciones de segundo grado.

1.x2-9=0 2.x2-12=0 3. 4x2-25=0 4.3x2-11=0
x?=9 x? =12 =3 =3
VxZ =9 VaZ = V12 e [ V= [2a [
x =43 x =423 c= i
X1 = = Xy = — =
— . — ! 3
x1_3’x2__3 x1=2\/§,‘x2=—2\/§ x1=§; x2=—§ :
Ejemplo 2: Resolvemos las siguientes ecuaciones de segundo grado.
1.x2+16=0 2.x2+18=0 3704190
x2=-16 x2=-18 ==
VaZ = V=16 = V16v—1 VxZ = V=18 = VI8vV=1 Vii= [-2o [ovmo s 2
x = t4i x = +3v2i
19 . 19 .
— A - — ; , . a=Jzt o 2==J7t
=4 ; x=-4 x; =320 ; x,=—3V2i

Resolucién de ecuacion de la forma ax? +bx = 0

Para resolver este tipo de ecuaciones solo se deben factorizar e igualar los factores a cero.

Ejemplo 3: Resolvemos las siguientes ecuaciones.

1. x>2—6x=0 2. 3x24+15x =0 3. 5x2—4x=0 4. 4x’+6x=0
x(x—6)=0 3x(x+5)=0 x5x—4)=0 2x(2x+3)=0
x=0;x—6=0 3x=0; x+5=0 x=0;5x—4=0 2x =0;2x+3 =0
x=0;x=6 x=0; x=-5 x=0;x=§ x=0;x=—§

Resolucién de ecuacidén de la forma .

ax’?+bx+c=0

Para resolver este tipo de ecuaciones existen diversos métodos, los cuales iremos estudiando por casos.

2.1. Completando cuadrados
En este caso, los primeros términos de la ecuaciéon
producto, (mx+n)’=m?x? + 2mnx + n?,

permitiéndonos factorizar y despejar la incégnita.

Ejemplo 4: Resolvemos las siguientes ecuaciones.

1.x24+10x—11=0
x24+10x +25=11+25
(x +5)%=36
J(x +5)2=+36
x+5=126
x=-54+6; x=-5-6
x1=1; x, =—11

2.2. Factorizacion

Utilizando los casos de factorizacién de trinomios (sugerencia el método de aspa simple), e igualando cada factor a cero,

2. 4x2—6x+3 =0
4x?2 —6x+9=-3+9
(2x—3)%=6
J(2x-3)2=+6
2x—3=1V6
_ 36, _ 326
1= 2 7 2= 2

ax®> +bx+c =0 deben parecerse a los primeros términos del
de tal forma que podamos obtener el ultimo término mediante una suma,

N) 9x? +30x +29 =0

9x2 + 30x + 25 = —29 + 25
(3x + 5)2= —4
JBx+5)2="d
3x+5=+2i

_ —5+2i _ —5-2i
X1 = 3 2T 3

como lo hicimos en el caso de la ecuacion incompleta con ¢ = 0 podemos resolver la ecuacién 2do grado.
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Ejemplo 5: resolvemos las siguientes ecuaciones:

1 xz_grs12=0 2 3

x=2)x—6)=0 (7Tx+2)(7x+2)=0 Bx—=2)2x+9)=0
x—2=0;x—6=0 7x+2=0;7x+2=0 3x—=2=0;2x+9=0
X1 =2;%x=6 2 2 2 9

Xy == X =—> X1=2 5 X =—3
1 772 7 1 372 2

49x2 4+ 28x+4=0 6x2+23x—18=0

2.3. Formula General

, . . . —b +Vb* — 4ac . . . -
Este método nos permite, mediante la formula x = , determinar las soluciones de cualquier ecuacion de
2a

2do grado de la forma ax? + bx + ¢ =0 veamos .

Ejemplo 6: resolvemos las siguientes ecuaciones:
1 2

3,2
x> +8x+16=0 x2—2x+2=0 3x*+5x—-7=0
_ —®+/®?2-41)(16) _ —(H/(=2~4D@) _ —(®)+J(5)2-4B3) (=7
2(1) 2(1) - 2(3)
e = = 2V _ 24V74 ~54125+84 _ —5+y109
2 2 2 2 = — = —

x, = 2¥0. 2840 2420 _ 2-2i x 6 6

1T 2T DT _ -54y109  _ _ —5-109
X =—4; x,=—4 X =1+4+i;x=1-i XM= 2T

2.4. Método de PO SHEN-LOH

Este método es nuevo, el procedimiento esta dado por férmulas, siempre y cuando la ecuacién este dado por la forma
x%+bx+c =0 ,enlacual se aplicaran las siguientes relaciones ,_ _1,, . _ z—¢ ylasoluciénserd: x=t+u
7D,

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 7: Resolvamos las siguientes ecuaciones.

: x2-5x+6=0 2 || 9x2—6x+10=0
2 10
x+—=0
tz__*(_S)ZE t=—1* z _1
w= (5)2 6) = 25 _ 1_ 1 w
A\ TN 4 TNa \} J \___l
_5 1_ 6, _5 1_ 4 x1:-+l .
Y=y T 2T ;757 bl X:1—3i
x =3 ; X, =2 s 7 s

Actividad 25: resolvemos las ecuaciones aplicando el método que corresponda o el que hayas comprendido mejor:

1.2x24+2x =40
2.2x%2+16x =40
3.2x%24+14x =136
4.4x%+12x =40
5.5x2+10x =4

6.2x2+6x=20
7.2x2+14x =16
82x%+14x =236
9.3x2+3x=36
10.2x%> +2x =40

11.2x%24+12x = 32
12.5x2+30x =35
13.2x%+4x =30
14.3x2+9x =30
15.2x* +14x =16

Ejemplo 8: Resolvemos las ecuaciones de orden superior.

1

x+2=0

X1 =-2

(x+2)(x2—2x+4)=0

x*+8=0
x2—2x+4
_ —(=2+/ (=224
2(1)
_24V-12  242V-3

2 2
X, =1++3i; x3=1—+/3i

16.2x*>+16x = 18
17.11x2+11x =22
18.4x%+32x =36
19.2x% +2x =40
20.2x%24+2x =24

2 Xt —3x2—4=0
x> =Hx2+1)=0
x*—4=0 ; x*+1=0
VeZ=v4 ; VxZ=+-1
x=12 ; x = =i
X1 =2; X, ==2; X3=1; X4 =—1I

—e 3. Propiedades de las raices de una ecuacion cuadratica

Las raices de una ecuacion, son las soluciones

(xl,xz,

bajo la condicion (x — x1)(x — x2) ... (x — x,) = 0 Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 9: Verificamos si las raices

»Xn)  las cuales nos permiten verificar o plantear ecuaciones

x1 =3 yx, = 4, pertenecen a la ecuacién x> —x +12 =0

119
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Sea:x; =3 yx, =4 > (x-3)(x—4)=0 > x> =7x+12=0
Por lo tanto, verificamos que x; = 3 yx, = 4 no pertenecenax? —x + 12 =0
b c
Asi mismo debemos saber que xq + x, = oY X1 * Xy = L lo que nos permite encontrar algunos resultados de forma

directa, sin necesidad de resolver la ecuacion.

Ejemplo 10: Determinamos la suma y el producto de las raices de la ecuacién 2x? + 5x — 11 = 0:

Suma:xl+xz=—@=—E Producto:xlalsx2=w=—E
2 2 (2 2
Ejemplo 11: Determinamos las raices y la ecuacion cuya suma y producto de raices es 2 y -15 respectivamente.
Suma: xq +x, =2 =E= —_—2= —é Producto: x; * x, = —15 =_—15=£
1 1 a 1
Por lo tanto, la ecuacidones: x2 _ 2y — 15 = 0 ycuyas raicesson: x; =5 ; xp = —3

—e 4. Sistemas de ecuaciones de segundo grado
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Un sistema de ecuaciones cuadratica, es aquel conjunto de ecuaciones, donde por lo menos una de las ecuaciones
debe ser de orden dos, para resolver este tipo de sistemas es necesario dominar todos los métodos de resolucion de
sistemas de ecuaciones (M. Sustitucion, M. Igualacion, M. Determinantes, M. Reduccidn), debido a que dependiendo del
sistema, la resolucion se simplifica o se hace mas facil, mientras que si se fuerza a un solo método el sistema se complica
demasiado. Veamos.

Ejemplo 12: Resolvemos el sistema de ecuacionesxy=-4 ; x-2y=6

Reemplazamos en la 1ra Reemplazamos y;; y, donde haya “x”
ecuacion

xy =—4 x=2(-1)+6 ; x=2(-2)+6

2y +6)y =—4

x—2y=6 (2y )y x=4 ; x =2
2y2+6y+4=0

Despejamos x de la segunda y y La solucidn es el par ordenado
Resolvemos la ecuacién

x=2y+6
y1==-1; y,=-2

Ejemplo 13: Resolvemos el sistema de ecuaciones 2 y2=25; x2 — 4y = —7

lgualamos x2 = x2 . Reemplazamos y;; y, donde haya
e
x? +y?=25 25—y2=—-7+4y
x? =25-(4)? ; x? = 25— (—8)?
x?—4y =7 —y? —4y+32=0
x?2=9 ; x?=-39
Despejamos x* de 1ray 2da Resolvemos la ecuacion
2 2 x =43 ; x = +v39i
x“=25-y 4. - _g
5 =% Y2 = La solucién es el par ordenado
xc==7+4y

Ejemplo 14: Resolvemos el sistema de ecuaciones
x?2—3y?=-3; 5x2+2y? =53

Reemplazamos en la 1ra Reemplazamos y,; y, donde haya “x”
x?—3y?=-3 (-5 ec. x?—3(2)?=-3;x*-3(-2)?=-3
5x% +2y? =53 2_68_ 4 x =43 ; x =13
Despejamos x de la segunda )= _:27 La solucién es el par ordenado

—5x% +15y%2 =15
Resolvemos la ecuacion
5x% +2y? =53

17y* = 68 V1=25 =2

Actividad 26. Resolvemos las ecuaciones en el cuaderno de precticas



Segundo Trimestre: Matematica @ —————

I. Resolvemos las ecuaciones de segundo grado.

2 _ A — 2 _ — 2 _ = —
1) x2—4=0 5) 4xt-64=0 x2+§x=0 13) x%2—221 = —4x
2) x2-25=0 2 ) 14) 2x2—-5x—7=0
6 5-1=0 10) 5x2 + 15x =0
3) x2-49=0 15) 5x2=12x—9
7) ¥P-sx=0 g e
4 x2-2=0 3 16) VA—2x=2—-Vx +2

8) x*+7x=0 2
12) x*=-7x+170

II Resuelva aplicando la formula general:
1) 18=6x+x(x—13) 3)x%+ (x +2)?=580 5)5x2 —12x+9 =0
2)  6x2+5x+1=0 4)4x? —6x+2=0 6) 2k* — 3 =5k

III. Resolver las ecuaciones de cuarto grado:

1) x*—625=0 2)x*—-16=0 3x*—-5x2+4=0

IV. Hallar las ecuaciones si se conocen las raices:

1)  —-13 A -3

2)2

3
A —1 3)=2na 3

—e 5. Resolucidn de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Las matematicas son herramientas muy utiles, que nos permiten dar soluciones a problemas que se pueden presentar
en las diferentes ciencias o situaciones de nuestro contexto, un ejemplo podria ser el de calcular el area de terrenos,
conocer el equilibrio entre la oferta y la demanda, conocer el comportamiento de los movimientos fisicos, establecer
parametros econdmicos, estudiar el movimiento de los fendmenos astronémicos, el desarrollo de la comunicacion, etc.

Todos estos y mas, en la mayoria de los casos, se reducen a resolver algunas ecuacidnes o un sistema de ecuaciones. En
ese sentido, es importante que recordemos sus propiedades y definiciones.

Ejemplo 15: Don Francisco se compra un terreno rectangular, donde instalara una cafieria de 25 metros de diagonal para
riego, ademas de la cafieria decide comprar malla olimpica, para evitar que los animales ingresen a la huerta. ¢ Cuantos
metros de malla debera comprar, si solo se acuerda que uno de los lados era 5 m mas que la otra?

PLANTEAMIENTO ECUACION Y RESOLUCION

RESPUESTA

Ejemplo 16: Los estudiantes de primer afio de agronomia, tienen como tarea construir y cultivar un huerto rectangular,
en un terreno alejado de la universidad, con las siguientes caracteristicas: Area de 288 m?, cuyo ancho sea el doble del

largo. Si ellos deben proteger su produccidon con puntales y alambre de puas (de 5 filas) ¢ Cuantos puntales y qué cantidad
de alambre tendran que comprar?

PLANTEAMIENTO ECUACION Y RESOLUCION RESPUESTA

Actividad 27: Resolvemos los siguientes problemas aplicando ecuaciones de segundo grado.
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1.Un triangulo rectangulo, es semejante a otro, cuyos lados son 3,4,5. hallamos los lados del triangulo, si su drea debe ser
de 24 u2. Calculamos la longitud de cada lado sabiendo que el area del tridngulo es 24 m?

2. Calculamos las dimensiones de un rectangulo cuya diagonal mide 75 m, sabiendo que es semejante a otro rectangulo
cuyos lados miden 36 m y 48 m respectivamente.

3.Una pieza rectangular es 4 cm mas larga que ancha. Con ella se construye una caja de 840 cm?® cortando un cuadrado
de 6cm de lado en cada esquina y doblando los bordes. Hallamos las dimensiones de la caja.

4. Encontramos dos niumeros positivos cuya diferencia sea 7 y la suma de sus cuadrados 3809.
5. Adivinamos el lado de un cuadrado tal que, al aumentarlo en 5 unidades, el drea aumente en 395 u?.

6. En 11 afios, la edad de Vicente sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia hace 13 afos. ¢Qué edad tiene Vicente
ahora?

7. Uno de los lados de un rectangulo mide 6 cm mas que el otro. ¢ Cudles son las dimensiones si su area es 91 cm??.

8. Los lados de un triangulo rectangulo tienen por medida tres nUmeros enteros consecutivos. Calculamos los lados del
triangulo.

9. Existen dos cuadrados, el mayor tiene un area de 44 m? mas que el area del cuadrado pequefio y el pequeiio tiene 2
metros menos de lado que el mayor. Calculamos los lados de los cuadrados.

A YA
Wi 1 ’
‘ iREALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 28. Analicemos y reflexionemos para responder las siguientes preguntas

1. éPor qué es importante el estudio de las ecuaciones de segundo grado?

2. ¢Qué aplicacion tiene las ecuaciones de segundo grado en nuestro contexto?

&
N

).} iES HORA DE LA PRODUCCION!
1@ g

Actividad 29.

1. Construye una maqueta tomando como referencia alguna curva (ecuacion de 2do grado), un ejemplo construir el
sistema solar con el movimiento de traslacidn de la tierra, que se observa al inicio del tema.

2. Escribe un problema que se pueda presentar en tu contexto y que podamos resolver utilizando ecuaciones de segundo
grado.

. DESICUALDADESE
ﬁilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 30: Escribimos una posible repuesta a la siguiente situacion

En segundo de secundaria existen 5 amigos que juegan muy bien a la pelota, los cuales para no olvidarse sus cumpleafios
deciden anotar la fecha de sus nacimientos en sus agendas, de la siguiente forma: Carlos (15-09-2008), Juan (05-01-
2008), Federico (29-11-2008), Ernesto (02-07-2008) y Marco (08-05-2008). Cierto dia, a la escuela llega una convocatoria
para participar en el campeonato sub 14, al escuchar esa noticia los amigos estaban felices, pues eran los mejores del
colegio, pero cuando dijeron que los participantes debian ser menores de 14 afios cumplidos el 31 de junio, dos de ellos
quedaron tristes ¢ Por qué sera que dos de estos amigos se pusieron tristes? ¢ Cuales son sus nombres?
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Como bien pudiste analizar, aunque todos tienen o cumplirdn 14 algunos lo haran después de la fecha establecida, lo que
nos indica que, algunos son mayores de 14 afios, por lo tanto, se les debe excluir.

En nuestra vida, existen varias situaciones donde se analizan las desigualdades, incluido en los fendmenos sociales,
siendo este el motivo por el cual los gobiernos como el nuestro tienen que implementar leyes que de una u otra forma
deben reducir esa desigualdad.

CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Desigualdad e inecuacion

Desigualdad.- Es la diferencia de valor que existe entre dos cantidades, para determinar las desigualdades vamos a
observar los simbolos que se utilizaran y su significado:

Simbolo (nombre) Significado Ejemplo
Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser mas grande que la de la
> (mayor que) 4>1<
derecha
< (menor que) Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser mds pequefia que la de la 5<10
derecha
> (mayor o igual Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser mayor o igual que la
. -22-7 323
que) cantidad de la derecha.
< (menor o igual Se entiende que la cantidad de la izquierda debe ser menor o igual que la
. -4<1 -1<-1
que) cantidad de la derecha

Inecuacion. Es una desigualdad que se verifica para agunos valores de las incognitas.

Ejemplo 1: interpretamos las siguientes inecuaciones.

x>1:Enlainecuacién estamos indicando que los valores de x tienen que ser mayores a 1 sino seria falso.

x < 7: En la inecuacion estamos indicando que los valores de x maximo deben llegar a 7, sino seria falso.

X +2>-3:En lainecuacion se indica que x + 2 nunca debe bajar de -3, sino seria falso.

Solucion de una Inecuacién. La solucion de una inecuacidén es un conjunto de puntos, los cuales deben cumplir la
condicion de la desigualdad planteada, es decir, su conclusion siempre debe ser verdadera, si fuera falsa entonces no es
la solucién de una inecuacién.

El conjunto de puntos de una inecuacion, sera conocida como intérvalo. Este intérvalo, puede ser abierto o cerrado,
dependiendo de los limites o extremos del intervalo, lo cual generalmente se reduce a conocer o interpretar las

desigualdades.

Intérvalo Abierto. - Es aquel intérvalo donde el limite no es parte de la solucidn, este intérvalo esta relacionado con las
desigualdades ( < 6 >) y las que generalmente se escriben con el simbolo (( ;)).

Intérvalo Cerrado. - Es aquel intérvalo donde el limite es parte de la solucidn, este intérvalo esta relacionado con las
desigualdades (< 6 > ) y las que generalmente se escriben con el simbolo ([ ;).

2. Intérvalo real y representacion grafica de los intérvalos
Un intérvalo es un conjunto de nimeros, que depende del tipo de conjunto de nimeros que estemos asumiendo como

respuesta, en el caso general, se toma en cuenta los nUmeros Reales Veamos cdmo se representaran las respuestas de
las inecuaciones, o lo que llamaremos, conjunto solucidn, tanto de forma algebraica, como su representacion grafica.

[
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Como podemos notar, el conjunto solucién de estas inecuaciones estd representado en el conjunto de los nimeros
reales, ademas como se indicd, los intervalos abiertos (ademas del infinito) se representan por “()”, mientras que los
cerrados se representan por “[]”

—e 3. Inecuaciones lineales de una variable PROPIEDADES DE INECUACIONES

Las inecuaciones de una variable de primer grado, son aquellas

que tienen una sola variable y cuyo mayor exponente es uno. Para | J€3:@<b > a+c<b+c

resolver estas inecuaciones, basta con respetar las propiedades | Sea:a <b > a-c<b-c
de las inecuaciones que se observan en el cuadro mostrado, con | Sea:a<b > axc<bxc < ¢>0
el objetivo de despejar la variable, como se lo realizaba en una | Sea:a<b > axc>bxc < ¢c<0
ecuacion, sin olvidar la propiedad de la multiplicacién por menos | Sea:a<b =2 a/c<bfc < ¢>0
uno, porque cambia la desigualdad. Seaza<b > afc>b/c < ¢c<0
Ejemplo 2: Resolvemos las siguientes inecuaciones.
1).2x+1<5 2)4x+9>-7 3) 9x —11 < 6x—11
2x<5-1 4x=>-7-9 9x —6x < —11+11
2x < 4 4x > —16 3x<0
4 16 0
x < 3 X = -7 x < 3
x <2 x=—4 x<0
EEEETET s o et o ow ek
CS: (—o0; 2) CS: [—4; ) CS: (—o0; 0]

Como habras podido notar resolver una inecuacién es casi lo mismo que una ecuacidn, solo que ahora ya no es un solo
valor, sino varios los que encontramos.

Ejemplo 3: Resolvemos las siguientes inecuaciones.

1) —=7—-4x <5 2) —12x+ 21 > -7 ex+7<11x—7
—4x <547 —12x = -7-21 6x —11lx < —-7—-7
—4x <12 (1) —12x > —28 (—1) —5x < —14 (—1)
4x > —12 12x < 28 5x > 14
12 28 14
x > - x < = x > =
T p—
14
CS: (——; )
CS: (—3; ) 7 5
CS: (—00;;]

En estos ejemplos te habras dado cuenta de que cuando se multiplica por (-1) el sentido de la desigualdad cambia.

Ejemplo 4: Resolvemos las siguientes inecuaciones.

1) -9<5x+1<16 2)  8<5-3x<16 3)-9=-8x+7<27
e _ —9-7<-8x<27-7
—9-1<5x<16—1 8-5<-3x<16-5
3<-3x<1(-1) -16<-8x<20 (-1)
—10<5x < 15 C3>3x>—11 16 = 8x > —20
16 —20
—?<x>15—5 —%2x2—13—1 ?2x>T
124 -
-2<x<3 —12x2—13—1 22>
R ”
Cs: (=2;3) cs: (—=;—1] S
=
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Aunque existen dos limites, el procedimiento es el mismo, solo hay que tener cuidado con el (-1)
4. Inecuaciones con valor absoluto

Valor absoluto, es una funcion matematica que indica que cualquier valor que ingrese dentro de ella, su resultado
siempre sera positivo. El simbolo de valor absoluto es “|x|”, por ejemplo, | 7|=7 pero si fuera |-7|=7

Una inecuacién con valor absoluto nos indica que debemos encontrar los valores de la variable de tal forma que se
satisfaga la desigualdad, para este efecto la cantidad del valor absoluto se dividird en dos desigualdades (una con signo
positivo y la otra con signo negativo) y se analizara sus soluciones, de tal forma que determinemos el intervalo donde se
cumpla la desigualdad.

Ejemplo 5: Resol

emos la inecuacion |3x-6] >3

+(3x—6) >3
3x—6>3

3x=>3+6

3
—3x=-3 (-1); 3x<3; xS§; x<1

-(Bx—-6)=3
—-3x+6=>3

—3x=3-6

Como podemos observar existen dos puntos x=1 y x=3 donde cambian resultados, asi que analizaremos puntos intermedios para
determinar valores de verdad de la inecuacion, en x=0, x=2 y x=5

Conx=0-> [3(0)—6]/=3 > |-6/=3 > 6=3 - Verdadero
Conx=2-> [3(2)—6|/=3 > [6-6/=3 > 0=3 - Falso

Conx=0~> [3(5)—6|=3 > [15-6|=3 > 9=3 - Verdadero

CS: (=00;1] U [3;0)

Ejemplo 6: Resolvemos la inecuacion | 5x+ 6| <14

+(5x +6) < 14
5x+ 6 < 14
Sx <14 —6

8
5x <8 ; x<§

—(5x+6) < 14
—5x—6< 14
—5x<14+6

20
—5x <20 (—1);5x>-20; x>—? ;x> —4

Como podemos observar existen dos puntos x=8/5 y x=-4 donde cambian resultados, asi que analizaremos puntos intermedios para determinar
valores de verdad de la inecuacion, en x=-7, x=0 y x=4

Conx=-7-> |5(-7)+6|<14> |-35+6| <14 > 29<14 - Falso
Conx=0-> |5(0)+ 6| <14> [0+6| <14 > 6 <14 - Verdadero

Conx=4-> [5(4)+6|<14> |20+ 6| <14 > 26 <14 - Falso

(-0 n(—40) O Csi(-4:D)

En este tipo de ejercicios el valor de verdad solo se cumple dentro de un rango, por lo cual su resultado puede darse como
la interseccion de dos intervalos.

5. Inecuaciones cuadraticas y de grado superior

Este tipo de inecuaciones tienen la forma ax? + bx + ¢ < 0o ax? + bx + ¢ > 0 , donde la solucidn parte de la determinacién
de las raices, para luego analizar los puntos medios y a partir de ahi conocer sus valores de verdad, que nos permitiran
conocer los intervalos de solucion.

Ejemplo 7: Resolver la inecuacion de segundo grado

Resolver estas inecuaciones significa calcular las raices por algin método de resolucién de ecuaciones de 2do grado, los
cuales hemos estudiado anteriormente.
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a) x*+3x—-4<0 a) 2x2-9x—-5=>0

x—1Dxx+4)<0 (2x

x=1; x=—4 x =

+1)(x—-5)=0

1
_E; x=5

a) x*—4x+4<0

x—2)(x—-2)<0
x=2,; x=2

Conx=-5 >(—=5)2+3(-5)—4<0
25—-15—-4<0
6 <0 FALSO
Con x=0 >(0)2+3(0) —4 <0
0+0-4<0
—4 < 0 VERDADERO
Conx=3 >(3)%+3(3) —4<0
9+9-4<0
14 <0 FALSO

CS: (—4;1)

Conx=-1>2(-1)2—9(-1) =5=0

2+9-5=0

6 >0 VERDADERO

Con x=0 >2(0)2 —9(—=0) —5=0

0-0-5=0

—5=0 FALSO

Con x=6 >2(6)2 —9(6) =5 =0

72—-54—-5=0

13 = 0 VERDADERO

CS: (—00;%] U [5; )

Con x=0 >(0)2—4(0) +4 <0
0-0+4<0
4 <0 FALSO
Conx=2 >(2)?—4(2) +4<0
4-8+4<0
0 <0 VERDADERO
Conx=5>(5)2—4(5) +4 <0
25—-20+4<0
9 <0 FALSO

cs: {2}

Ejemplo 8: Resolvemos la siguientes inecuaciones de segundo grado.

a) x*—10x2+9>0

(x2—1)(x2-9)>0

x=1,; x=—-1;x=3

xx—DDxx+1Dx-3)x+3)>0

; x =—3

a) 6x3+x2—-35x<0

x(3x—7)(2x+5)=0
7 5

x=0; xX=g,x=—3

Con x=-4 >(—=4)*~10(=4)*+9 > 0
256 — 160+ 9 > 0
105 > 0 VERDADERO
Conx=2 >(-2)*~10(—2)*+9 > 0
16 —404+9>0
—15> 0 FALSO
Con x=0 >(0)*—10(0)?+9 > 0
0-0+9>0
9 > 0 VERDADERO
Con x=2 >(2)*—10(2)2+9 > 0
16 —40+9>0
—15> 0 FALSO
Con x=4 > (4)*—10(4)?+9 > 0
256 — 160+ 9 > 0

91 > 0 VERDADERO

CS: (=0, —=3) U (=1, 1) U (3;)

Con x=-3 >6(—3)3 +
(—3)?—35(-3) <0

—162+9+105<0
—48 < 0 VERDADERO

Con x=-1 >6(—1)3 +
(—1)?-35(-1) <0

—6+1+35<0
30 <0 FALSO
Con x=2 26(2)% + (2)2-35(2) <0
24+4—70<0
—42 < 0 VERDADERO
Conx=32>6(3)%+(3)2—-35(3) =<0
162+9—105<0
66 < 0 FALSO

CS: (—oo; —g U [O;g]

Existen varios métodos de poder determinar las raices de un polinomio, como pudimos observar es solo analizar valores
intermedios. En los ejemplos solo trabajamos con valores intermedios enteros, pero puede ser cualquier nimero que

esté en el intervalo.

6. Inecuaciones lineales de dos variables

Una inecuacion de dos variables es aquella desigualdad que tiene la forma
representacion en el plano coordenado de donde escogeremos dos puntos a diferentes lados de la recta, en ese sentido

ax+ by > c

tendremos que determinar a qué lado de la recta se verifican los valores de verdad.

Ejemplo 9: Graficamos y determinamos la solucién de las siguientes inecuaciones.

f) x+2y>5
Graficamos y escogemos dos puntos

g)7x —6y < —3

Graficamos y escogemos dos puntos

, los cuales tienen una
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Analizamos los valores de verdad

Conx=27y=3 > (2)+2(3)>5

Analizamos los valores de verdad
Conx=07y=3 -> 7(0)—6(3)<-3

2+46>5 > 8>5 0-6<5 > —6<5
VERDADERO VERDADERO
Conx=17y=1 - (1)+2(1)>5 Conx=2"y=1 - 7(2)—6(1)<-3
1+2>5 —-> 3>5 FALSO 14-6<-3 > 8<-3 FALSO

CS:{x,y ER/x + 2y > 5} CS:{x,y € R/7x — 6y > —3}

Lo que nos indica que la solucidn es, todos los

Lo que nos indica que la solucion es , )
q a ! pares ordenados (x,y) que estén sobre la linea

todos los pares ordenados (x,y) que estén
sobre la linea

Debemos recordar la graficacion de ecuaciones de primer grado con dos variables.
7. Resolucidn de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Las inecuaciones estudiadas en este capitulo, tienen bastante utilidad para realizar analisis de situaciones donde se
necesita conocer qué valores pueden cumplir con una condicién dada, recordamos por ejemplo la situacién de los 5
amigos de 2do de secundaria que tenian que participar en un campeonato, de los cuales 2 no pudieron asistir porque
habian pasado su edad de participacion. Asi como esta, existen muchas situaciones donde se aplican las inecuaciones,
veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 10: Don Alfonso desea transportar duraznos de Camargo a La Paz, asi que contrata una movilidad que maximo
puede soportar 3000 kg, si todas las cajas en las que se trasportara el durazno pesan 344 kg y cada caja puede soportar
32 kg, écudntas cajas como maximo podran llevar en el camidn?, ési cada caja la vende en Bs 97 al por mayor, cuanto
obtendra de la venta?

Planteamiento y resolucién Respuesta.
32 *x + 350 <3000 Don Alfonso podra transportar como maximo 83

cajas de durazno a La Paz.

32x <3000 — 344
Si logra llevar las 83 cajas de durazno, entonces

2656 A
< — puede obtener 83*97=8051 bolivianos.

32

x < 83

Ejemplo 11: Dofia Prima desea comprar para su tienda dos tipos de soda (gaseosa) y cuenta con Bs 1566, si una de ellas
costard Bs 11y la otra Bs 8, ademas por el precio desea siempre tener el doble de cantidad de la mds barata que la mas
cara ¢Cudl es la cantidad maxima de sodas de cada tipo que podra comprar para su tienda?

Planteamiento y Resolucion Respuesta.
11*x+8+2x <1566 Dofia Prima, para cumplir con su objetivo de venta,
debe tener como maximo 58 unidades de la soda

<
27x <1566 mas cara y 116 unidades de la soda mas
X< 1566 econdmica.
27
x <58

Ejemplo 12: A la escuela llega una comision de salud, la cual tiene como objetivo analizar la salud fisica de los estudiantes,
tomando en cuenta su talla y masa muscular P=(2M+3T)/4, bajo los siguientes pardmetros:

| P < 80: desnutricién ] 80 < P <100 :normal ] 100 < P :sobrepeso |

Si Alex pesa 35 kg y mide 80 cm, Romina pesa 45 kg y mide 90 cm, junto a Miguel que pesa 47 y mide 110 cm se someten
a esa prueba, cudles seran sus resultados.

Planteamiento y resolucién Respuesta.
Alex: p= 2(35):3(80) =775 Alex tiene un cuadro de desnutricion.
Romina tiene un cuadro normal de alimentacion
Romina P = 2(45):& =90
Miguel presenta un cuadro de sobrepeso
Miguel P = w =106
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Actividad 31:
1. La siguiente seial de transito nos indican la velocidad maxima que tiene que ir una movilidad.
¢Como podemos expresarlo a través de una inecuacidn? ¢icrees que es importante aprender a
resolver inecuaciones?

2. En dos grupos de debate, analizamos las leyes sobre la igualdad

3. Menciona 5 ejemplos de la aplicacidn de Inecuaciones y desigualdades en la cotidianidad,
reflexionando sobre la importancia de su aplicacion.

/%404 {ES HORA DE LA PRODUCCION!

aﬁ‘ 3

Acividad 32:

1. Elaboramos diferentes carteles de informacién, de transito u otros, donde se aplique inecuaciones

2. Elaboramos un cuadro de desigualdades para el curso, donde se muestren diferentes ejemplos.

3. Investigamos alguna situacion dentro de nuestra comunidad, donde se presente alguna desigualdad y con la ayuda del
profesor lo matematizamos, para luego exponerlo en el curso.

FUNCION EXPONENCIAL .

Y LOGARITMICA
iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 33:
Analicemos la siguiente situacion problematica:

Don Fernando posee un terreno de 512m?, el cual quiere convertirlo en un huerto, pero como no tiene mucho dinero,
promete tener 1m? cultivado el primer mes, 2m? cultivados el segundo mes, 4m? cultivados el tercer mes, 8m? el cuarto
mes, asi sucesivamente hasta completar su huerto.

¢Cudntos meses tendrd que trabajar don Fernando para realizar esta actividad?

Como notaras, calcular la situacién anterior no fue complicada, pero que pasaria, si ahora te pongo el reto de calcular el
tiempo, pero con las siguientes condiciones:

Si una persona que tiene un terreno de 7503m? no quiere doblar su produccién con respecto al primer mes, sino producir
el 1,5 mas de su produccidn que el anterior mes écdmo podemos realizar el calculo de produccién?

/| {CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Concebir el desarrollo y avance tecnoldgico sin el aporte de los conocimientos de logaritmos y los exponentes seria
una tarea casi imposible, debido a que casi todos los software, programas o aplicaciones, que hay en los celulares y las
computadoras, basan su funcionamiento en estos dos conceptos.

En sus inicios los logaritmos fueron trabajados con la intencion de poder simplificar, calculos astronédmicos de una forma
mas sencilla, situacion que hoy aprovecharon los desarrolladores de tecnologia para mejorar sus procesadores y por
ende aumentar la tecnologia en las diferentes actividades de la evolucién humana, ayudando a mejorar, los sistemas de
salud, economia, poblacidn, educacion, etc.

1. Sistemas de logaritmos

Los sistemas de logaritmos dependen de la base (positiva y diferente de 1), abriendo la posibilidad de tener un sin fin de
sistemas, pero existen dos sistemas de logaritmos que son los mas utilizados.

- Sistemas de logaritmos decimales o de Briggs
Es el sistema donde el logaritmo adopta la base 10 (la cual se sobreentiende), 10810 M = log M
- Sistemas de logaritmos naturales o Neperianos
Es el sistema donde el logaritmo adopta la base es “e” (2.718281828...), log. M = In M
8e n
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Es importante destacar que: logM =n - M =10" vyque: InM=n - M=e"
2. Propiedades de los logaritmos

P-1: En todo sistema de logaritmos, la base solo puede ser positiva y diferente de 1.
logaM =n; con A€ R[+]—{0;1}

P-2: En todo sistema de logaritmos, solo existen logaritmos de nimeros positivos.

logsM=n ; con M€ R[+]—{0}
P-3: En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es 1.
logyM=1 - M =M

P-4: En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de 1 en cualquier base es 0.
log,1=0 - 1=n°

P-5: El logaritmo de un producto, es igual a la suma de los logaritmos de sus factores.
log,(A*B) = log,A+log,B

P-6: El logaritmo de un cociente, es igual al logaritmo del numerador, menos el logaritmo del denominador
A
log,, B = log, A —log, B

P-7: El logaritmo de una potencia, es igual a la potencia multiplicada por el logaritmo de su base.
log . A" = n=xlog A

P-8: El logaritmo de una raiz de indice “n”, es igual al logaritmo de la cantidad subradical, sobre el indice de la raiz.

n log. A
logc A= i

Cambio de base (C. B.): El logaritmo en base “c”, puede cambiar a otra base “n”, haciendo una division entre el logaritmo
en la nueva base, sobre el logaritmo de la base anterior.
log, A

log. A = —logn c

3. Funcién Logaritmo

Partiendo de la concepcion matematica, podemos decir que una funcion es la
relacién que existe entre dos conjuntos, donde para cada elemento del conjunto
inicial, se le asigna un unico elemento del conjunto final. Por lo tanto, la funcién
logaritmica seria  f(x) =log(x), donde para cada elemento del conjunto “x”,

existe otro elemento en el conjunto “y” afectado por el logaritmo, donde “x” e
“on

y” son la abscisa y ordenada del plano cartesiano. Es importante sefialar que la
funcién logaritmo, es inversa la funcidn exponencial.

4. Ecuaciones Logaritmicas

Una ecuacién logaritmica es aquella ecuacion que tiene expresiones logaritmicas, las cuales resolveremos aplicando
la definicion de logaritmo (D. Log.), sus diferentes propiedades (P-1 hasta C. B.), ademas de apoyarnos en la teoria de
exponentes y su propiedad de ecuaciones exponenciales. Veamos:

Ejemplo 1: Resolvemos las siguientes ecuaciones logaritmicas aplicando la definicién de logaritmos.

1 10gy+1)121=2 2.log, 8=x 3, 10g(3{/§)x =6 4. log 5 [4 +log(§)x] =2
Solucién Solucion Solucién Solucion
121 = (x + 1)2 8=2" 6 - (v3)
. ) X = (W) 4+ log(%)x = (\/5)
11% = (x + 1)? 2°=2
— 92 lognx=3-4
x=2 3
11=x+1 3=x
x=4 EVCA =
10=x =) o x=3

[
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Ejemplo 2: Resolvemos las siguientes ecuaciones logaritmicas aplicando las propiedades de logaritmos.

Ejemplo 3:

Ejemplo 4:

1 3+10gezs)1 +logs,(x? — 10)] =
0
Solucidon

1og(g25)[1 + logz,(x? — 10)] = —%
1+ logs,(x* — 10) = (0.25)‘%

logs,(x* —10)=2-1

2.1log 7(x — 1) + log 7(x + 3) = log 7 x(x — 4)

Solucion
log 7(x — 1)(x + 3) = log 7 x(x — 4)
x-Dx+3)=x(x—-4)

x> +2x—-3=x*—4x

4.logg3(2x —3) —logo3(5x +1) = log0_3;

2_10 = 1
#=10=E Solucién
x*-3x—-10=0 2x-3 2
logos (ﬁ) = logos >
x=5; x=—2(nousamos)
2x-3 _2
3.logz x +logs(x +8) = 2 5x+1 7
Solucién 14x — 21 =10x+ 2
23
logs x(x +8) =2 4x =23 5 x=7
x(x +8) = 32
*+8x-9=0
x=1; x=-9 (nousamos)
1 logs;(x* —2) —logs(x +3) =3 2.5xlog z(2x —1) =2 3. loazx(ZSX;-GOX‘r“) -1
Solucion Sclucicn Solucién
2-2 1 2x—1)°=2
logs, (’;?) =3 08z (2x = 1) ] log,. /2522 — 60x + 36 = 1
_1)5 = (V243
2o () (x =17 = (243) VEx - 6)? = (20"
x+3 2x—1)5 =243 G
x*-2 _
43 (2x-1)°=3° 3x=6
x*-2=2x+6; x*—2x-8=0 2x—1=3 =%
xX=4; x=-2 n=2

Resolvemos las siguientes ecuaciones logaritmicas (tener en cuenta el cambio de base).

7 2 < In(x +2) — ln(xz _ 4) —In (x_il) + |n(x2—120x+zs) 1 logsx + 2 +log,5 =3

SOLUCION

logs x + 2 *
In(x + 2)2 —In(x? —4) = In (ﬁ) +1In+y/x2 — 10x + 25 b logs x

In [(x:z)z] —In <«/x2—101+25)
*2—4 -1

(x+2)% _ VJx2-10x+25

x2-4 x—1
*x+2)2  _ J(x-5)2
(x+2)(x-2)  x-1
(x+2) _ (x-5)
x-2) ~ x-1

x+2)x—1)=(x—-5)(x—2)

x*+x—2=x%—7x+10

— . =3
8x =12 ; x=3

SOLUCION

logs5 _ o

(logsx)? + 2+ logs 5 = 3 * logs x
(logsx)? —3*logsx+2+x1=0
(logsx —2)(logsx— 1) =0
logsx—2=0; logsx—1=0
logsx=2; logsx=1

x=5%; x =51

x=25;x=5

1 5xlog,8—4x*log,x=1

Solucién
510828 4  logax
log, x log, 4
3
5, loBe2  , logex _ g
log, x log; 22
5, 30822, logpx _
log, x 2+log; 2
3 log, x
5 * — 45 282% _q
log, x 2

30 — 4 * (log, x)?2 = 2 * log, x

—4 % (log; x)2 — 2log, x +30 =0
2 % (logz x)? + log, x — 15 =0
(2 *log, x —5)(log, x +3) =0
2x*log,x —5=0; log,x+3 =0
log, x =

; logsx = =3

5
2
x=@5 x= @3

x=\/32;x=%

Actividad 34: Resolvemos todas las ecuaciones logaritmicas
mostradas, utilizando los ejemplos estudiados.
logsx =2
log,343 =3
logz243 =x—-1
log z[logz(x + 1)] = 0
1 8 +1 2x—1)|=1
087 [8 +log (2%~ 1]
log 55 3x +10g 55 5x = 2
logo.a1(x — 3) + 1080417 =108 41(2x — 1)

log(é)(x +3) — log@)(?’x —-2)=-1
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Tratamiento de la relacion exponencial

.z . . .. . .z n
La funcién exponencial tiene una relacién directa con la funcién b"=b*b*xbxbx--.....xbh,

’ . . Y
logaritmica, ya que una es la inversa de la otra, por lo tanto, al resolver nveces

ecuaciones o simplificaciones, recurriremos directa o indirectamente a

ambas.

5. Propiedades de los exponentes

Antes de proceder a conocer las propiedades que rigen a los exponentes, tenemos que definir el significado de un
exponente o potencia. Una potencia es el producto de multiplicar un nimero llamado base “b”, la cantidad de veces que

indique otro numero llamado exponente “n”.

. . a®=1 ; cona+#0
Exponente cero.- Toda cantidad diferente de cero, elevado al exponente cero, es uno.
Ejemplo 7: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios
0 3-(x-7)°  3-1_ 2 (1+ﬁ)°
0 — — . = 7Y —_ - = . _— —_ = — =
3m°+2(vV3) =3+2=5 ; a9 2128 G, 1=1-1=0
Exponente negativo.- Toda cantidad diferente de cero, elevado al m 1 1 . ay™ (b\™"
exponente negativo, invierte su posicién, cambiando el signo del | ¢ " Tgm 7 gm- % (Z) =<E>
exponente.
Ejemplo 8: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.
20+52-20_% . 3 _ .7 1*(2)‘3_1*(3)3_1*2_!
525 '’ 7-2 - ' 9 \3 “9 \2/ "9 8 2
m

Exponente fraccionario, - Toda cantidad, elevada al exponente fraccionario, se convierte en raiz
de la base, siendo el numerador el exponente, y el denominador el indice de la raiz.

Ejemplo 9: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.

a+2

4

55 — 352 — 25 ; 7300 = 7%22 ; (ﬂ)m - (%)Mz

Producto de potencias de bases iguales. - Para multiplicar potencias con la misma base, se | a™ x @™ = g™t

mantiene la base y se suman los exponentes.

Ejemplo 10: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.

23 4 25 = 23+5 _ 28; x2+m g 4 2m=5 _ ;2+m+2m-5 _ ,.3m-3 ; mt « yZ * M * y—7 =mS x y—5

am
Cociente de potencias de bases iguales. - Si dos potencias de bases iguales se dividen, se mantiene F =am™™"
la base y se resta el exponente del numerador menos el exponente del denominador.
Ejemplo 11: Aplicando la propiedad simplificamos los siguientes ejercicios.
8 2u+3 4, .~

2 _98-5_93 . M _ouy33u-3_ -u . 2" o5.om-2

25 - ’ m3u+3 - ’ 2-1,2 —
Potencia de otra potencia. - Si una potencia esta elevada a otra potencia, la base se mantiene (am)" = q™n

y se multiplican los exponentes.

Ejemplo 12: Aplicando la propiedades de exponentes, simplificamos los siguientes ejercicios.

8
(7—3)‘2 = 773D =76 . (xm—S)_3 = xM=5)(-3) = x-3m+15 | (2—2) _ 910
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Ecuaciones exponenciales. - A bases iguales, exponentes iguales y a exponentes iguales,

R a* =a™ x=m
bases iguales:
Ejemplo 13: Aplicando la propiedad de exponentes resolvemos las ecuaciones. x" = a" x=a
5% = 125 ; 5*=753 ; x=3
81% = 27 ;3% =33 ; 4x=3 2
2x 1
V9x=§/§ ; 32 =33 g %:% ;x:;
16"*4:% ;24422 =273 2442 =273 . 4x+2=-3 ,x=—%
a2xa3a7—3x =1 0 a2x+3+7—3x — aO . —x+10=0 - x =10
3, 2
r =29 TEAT7 R =T 2xta=1

6. Funcién exponencial

Partiendo del concepto de funcién, que indica que una funcidn es la relacidn existente
entre dos conjuntos de numeros, donde los nimeros del conjunto de partida, tienen
un unico elemento en el conjunto de llegada. Esta relacién es la que conocemos como

funcidén exponencial y vienen dada por la forma:

Podemos observar que la variable independiente “x” se halla en el exponente, lo cual

hace que la gréfica sea una curva.

7. Ecuaciones exponenciales

f(x)=a*b*

Una ecuacion exponencial es aquella donde la incdgnita de la ecuacidn se halla en el exponente, por lo tanto, la forma
de resolverla no es tan simple como parece, en ese sentido presta mucha atencion, pues utilizaremos propiedades de
logaritmos y la propiedad de las ecuaciones exponenciales que dice: “A exponentes iguales, bases iguales. Y a bases
iguales, exponentes iguales”, ademas de convertir las cantidades en sus bases mas simples. Veamos:

Ejemplo 14: Aplicando la propiedad, simplificamos los siguientes ejercicios.

1 8=16 | 1 3729=27
Solucién SOLUCION
(23)" = 2* V36 =33
23x — 24 32 — 33
3x=4
L . z =3 ; §= X
3 2=x

3 4

Solucion

&=

. @=2 |*

4%2*=32x8%

Solucion

22 4 2% = 25 4 (23)’r

22+x — 25 4 23x

22+x — 25+3x

24+x=5+3x

-3

=2x

. 3_
p THEE

(5%)* 343% 1\~4
1 =1 =(;
625 49478 (7)
Solucién Solucién
2
5x B -4
3 _q @) _
54 7247% (7)
512—4 =50 73x-2-x _ 74
x2—4=0 3x—-2—-x=4
x=2; x=-2 x=3

Actividad 34: Con el

Ejemplo 15: Apli

apoyo de los ejercicios mostrados resolvemos las siguientes ecuaciones:

1 128" =4+«

2 (aX)Zx = a3l xq19

Zx

X 3\ 2
3 ym :?z 3}
27%
v 3 D on=
4 81x9 = 64

7\*
1 (%) =343
2) 2B =1
?{/E,/a:ix — a?/avax

1

3

1) (2%)2;(—5 _
2) % =Yms

8 9x
243

3) 1253% % 5%¥=2 = 25(537%)2
%) msxm3tex = 1

cando la propieda

simplificamos los

iguientes eiercicios

4 mrdmt
1 Sew —1=0

Solucion

25 _
2 12545 -2 =0

Solucion
2
$ x5 -2=0
53+x — g2-4x
3+x=2-4x

xX=—-
5

3

3

g
3

5

5 3v-5 _ 2 3+x
2a@3% 5 —Za¥tr =
3 3

Solucién

2 3x-5 _ 2 3+x

37 =3@

3x-5=3+x
x=4

a~14(a5)"

(2

at a?x 4
Solucién
5 2 a~1:a5%
aax 5 __a3+x = ﬁ -
3 atxa’ 2% (2-1) 0
5 3x-5 _ 2 ;3+x _ o—1+5x—4-2x ZI
-a —-a**=a
3 3 ) 7
2X°-7 —
a3%5 _ g3x-5 _ §a3+x 272

X3 =t -1
128 _(4_X) =10
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Actividad 35: Apoyandonos en los ejemplos anteriores resolvemos las siguientes ecuaciones:

2x 3x-7 _ 2x vi25* 35 _

1)3m“* +2m =5m 3) 25 = 0

2) (a¥)*1 _ a’Xgt—x ~ 0 4) 3449% B E(ﬁ)_l _ (49)*-1 3 7x(2—1)2
a5 ax+3 T 686 4 \ 7% T 14 49

Ecuaciones exponenciales de bases diferentes

Existen ecuaciones donde la base del exponente suele ser diferente, por lo tanto, es necesario aplicar la funcién logaritmo,
ya que la propiedad de la potencia de un logaritmo, nos permite convertir el exponente como coeficiente.

Ejemplo 16: Aplicando propiedades de exponentes y logaritmos resolvemos las siguientes ecuaciones.

17 X7=5 > 2¥=3 3 3 1=-11 4 5*2 =13
Solucioén solucién Solucion Solucion
log33* 1 =log11 log 52 = log 13
log¥/7 = log5 log2* =log3
(3x—1)log3 =log11 (x+2)log5 =1log13
87 _ 1oo5 xxlog2=1log3 | 3, .10g3—log3 =log1l | x+log5+2+log5 = log13
X
_log3 — log 11+log 3 e log 13-2 <log 5
_log7 x= log 2 3+log3 - log 5
- log 5
5 25x+3 — 7x—2
Solucion
log 25%+3 = Jog 7%~2 Aplicamos logaritmos.
(5x+3) *xlog2 = (3x —2) xlog7 Aplicamos log de Potencia.

5x*log2+3+*log2 =3x+*log7 — 2 +log7 Multiplicamos.
5x*log2 —3x+*log7 = —2+log7 — 3 xlog2 Ordenamos los términos
x(5+log2 —3xlog7) =—-2+*log7 — 3 +log2 Factorizamos la incégnita

_ —2xlog 7—3+log 2
- 5xlog 2—3+log 7

“y,n

Despejamos “x

Actividad 36: En nuestro cuaderno de practica resolvemos las siguientes ecuaciones.

1) 5¥ =2 3) 5—7x =3 5) 11x—3 = 2% 7) 4_7x+1 — 52x 9) 65x+3 — 171—x
2) Z3x =7 4) 3x+5 =4 6) 72x+1 — 11x—7 8) 133x — Zl—x 10) 92x—7 — 113x+1

Ecuaciones exponenciales de 2do grado.

Ejemplo 17: Aplicando propiedades de exponentes y logaritmos resolvemos las siguientes ecuaciones:

1 49 —7x7*+12=0 2 4* —5x2*+4=0
Solucién Solucién
(72)x —7x7*+12=0 Convertimos a base 7 (Zz)x —5x2*+4=0

(7%)% — 7 * (7%) + 12 = 0 Volvemos ec. 2do grado (2)2-5+(2%)+4=0

(7*—-4)(7*-3) =0 Factorizamos. 2*-4)2*-1) =0
7*—4=0; 7*—3 =0 lIgualamosa Cero. 2*—4=0;2*-1=0
7*=4 ; 7*=3 Despejamos “x”. 2¥=4; 2*=1

_ log4 | _ log3 x=2,; x=0

Aplicamos Logaritmos

’

- log 7 - log 7
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Actividad 37: En nuestro cuaderno de practicas, resolvemos las siguientes ecuaciones.

1) 25*—30%5°+125=0 4) 4 +6+2*—16=0 7) 25 —7x5+10=0
2) 9 _14%3*+45=0 5) 4 —5%x2¥*—24=0 8) 121¥*—10%11*—11=0
3) 49*—8«7*+7=0 6) 9 +25%3*—54=0 9) 9*—30%3*+81=0

—e 8. Sistemas de Ecuaciones Logaritmicos y Exponenciales

Los sistemas de ecuaciones de este tipo, pueden estar formadas por una ecuacion exponencial, una ecuacién logaritmica
0 ambas en un mismo sistema. Para su resolucién utilizaremos los métodos ya estudiados:

Método de sustitucion, se despeja una incognita y se reemplaza en la otra ecuacion.
Método de igualacion, se despeja la misma incégnita y se igualan sus equivalentes.
Método de reduccion, se busca eliminar una incognita previa multiplicacion adecuada.
Método de determinantes, se aplica las férmulas de los determinantes de las matrices

Ejemplo 18: Resolvamos los sistemas de ecuaciones aplicando propiedades de logaritmos y exponentes.

1. In2+Inx=1In(5-y) 3 _1
81y
a* 1
& a logyx +log,y=1
Solucién
In2x = In(5 —y) Suma de logaritmos. {3"‘43' =30
a* 3 =a!'  Cociente de la misma base logaxy =1
2x=5-y Eliminamos logaritmos x—4y =0 Aplicamos bases iguales
x—3y=-1 Aplicamos bases Iguales xy =4 Definicion de logaritmos
Resolviendo el sistema por cualquier método Resolviendo el sistema por cualquier método tenemos:
tenemos: x=2y=1 x=4y1=1 n=-4y,=-1

Ejemplo 19: Resolvemos los sitemas de ecuaciones aplicando propiedades de logaritmos y exponentes.

1. 3log,8—2log,49 =5 Reemplazamos log, 8 = 3 en la 1ra ecuacion
2 log,8+5log,49 =16 3(3)—2log,49=5
Solucién: Usamos Reduccidn —2log,49 = -4
3log,8—2log,49=5 (5) log, 49 =2
{2 log, 8 + 5log, 49 =16 (2) Usando propiedad de logaritmos despejamos “x” e “y”
15log, 8 — 101l0g, 49 = 25 log,8 =3 log, 49 = 2
{ 4log, 8 + 101og, 49 = 32 23 =8 72 =y?
191log, 8 =57 2=w T=y
log,8 =3
Ejemplo 20: Resolvemos los sistemas de ecuaciones aplicando propiedades de logaritmos y exponentes.
1. 5x2*—-3x3Y =13 Reemplazamos 2* = 8, en la 2da ec.
7x2*—6x3Y =2 7%x(8)—6x3Y=2
SOLUCION: Usamos Reduccién —6%3Y = —-54
5%2*—-3%3Y =13 (-2) 3=9
<7 *x2¥—6x3Y =2 Usando propiedad de exponentes despejamos “x” e “y”
134 {—10*2x:yx=—26 2* =8 3¥=9
7x2% ~6x3Y =2 2% =23 37 =32
—3%2% =-24 x =8| =2

2* =8
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Actividad 38: Apoyandonos en los ejercicios resueltos resolvamos las siguientes ecuaciones

5 1
1. {—2 +logs(x2 +y%) =0 3) {E -5=0
2% x2Y-128=0 l°gJ3x+5—y2 x+ log‘/31+5_yz(x +3)=2
2 {3log@x+4logo,zsy=2 4)) 3%5%+2Y =407
' 5log 3x +logozsy =11 5¥—2x2Y =61

—e 9. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Como habiamos mencionado en el momento de la teoria, las funciones logaritmicas y exponenciales, han empezado a
tener bastante aplicacion en el desarrollo tecnoldgico.

- En psicologia La Ley de Fencher, § =K+ CInE, nos habla de la medicidn de los estimulos y las sensaciones

- La datacion de Fosiles utilizando t= _T,,’Zz*ln(x—g)'

- La determinacion de la magnitud de un terremoto en la escala de Ritcher, logE = 11,8 + 1,5 « M.

- La medicidén del pH de las soluciones, pH = —log[H30"] el cual nos permite calcular la acidez o alcalinidad de
algunos productos domésticos.

- En la estadistica, especificamente en el crecimiento demografico, P,= Po (1 +r)".

Y
oy i :
, jREALICEMOS LA VALORACION!

—

Actividad 39 :
Los logaritmos y exponentes se aplican para el estudio de diferentes fendmenos como ser el crecimiento poblacional, el
calculo de distancias entre planetas y otros, como lo analizamos anteriormente.

Ahora respondamos reflexivamente las siguientes preguntas:
- ¢Qué fendmenos naturales pueden estudiarse a través de logaritmos y exponentes?

- ¢Aplicas funciones exponenciales y logaritmicas en tu contexto?
- ¢éSi tuviéramos que utilizar funciones logaritmicas podrias realizarlo? detalla 5 ejemplos.

&7
/7. iEs HORA DE LA PRODUCCION!
W

Actividad 40:
1. Plantea una situacién problematica del contexto que se pueda resolver utilizando logaritmos.
2. Investiguemos y escribamos dos aplicaciones de las ecuaciones exponenciales, exponentes y logaritmos.

3. En grupos de 3 a 4 personas, analizamos los trabajos de investigacion de cada compafiero y escogemos uno para
exponerlo al curso, utilizando diapositivas o cuadros didacticos.

SUCESIONES, PROGRESIONES
- ARITMETICAS Y GEOMETRICAS

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Analizamos la siguiente situacion problematica: Johann Carl Friedrich Fue un matematico,
astrénomo y fisico
alemdn que contribuyd
significativamente en
muchos dmbitos, incluida
la teoria de numeros, el
andlisis matemadtico, la
geometria diferencial, la
estadistica, el dlgebra, la
geodesia, el magnetismo
y la dptica.

1. Un cientifico realiza una combinacién de sustancias, en un vaso de
precipitados, mientras pasa el tiempo observa que esta sustancia dobla
su volumen cada minuto. Si el vaso de precipitados estd lleno después de
una hora, ¢Qué tiempo el vaso se encuentra a la mitad?

Escribe la respuesta en tu cuaderno.
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2. Investiguemos el motivo, del porqué no se pudo pagar el premio al creador del ajedrez y escribamos una opinidn sobre
la investigacion realizada.

En ambas situaciones se aplica progresiones, lo cual tiene una anécdota muy interesante con el matematico Gauss,
ademads con el ajedrez, el cudl lo investigaremos.

& .
‘E’; iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

—e 1. Sucesion de Fibonacci

En matematica, la sucesidn de Fibonacci (mal llamada la serie de Fibonacci), es un conjunto de nimeros, que a partir de
la base 0y 1, van formandose otro sumando las dos ultimas cantidades.

Sucesioén de Fibonacci 0;1;1;2;3;5;8;13;21;34;55;89;144;233...
Esta sucesion es estudiada debido a la gran aplicacion que tiene en diferentes areas de conocimiento.
—@ 2. Sucesiones numéricas
Sucesion.- Es un conjunto de niumeros, cuyos elementos estan enumerados ordinalmente (primero, segundo, tercero,
etc.) indicando asf la posicién que ocupan, y cuyo valor es construido por una funcién generatriz, que en este texto sera
definido como U , donde “n € N”, serd la variable que nos permita determinar el valor del elemento en esa posicion.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Determinamos la sucesion de numeros bajo la generatrizl/,, =2 +n—1
Por lo tanto, la sucesidn obtenida es el conjunto de los nimeros Impares {1,3,5,7,9,11,13,15,17,...}

Ur=2)—1] U,=2Q)—1 | U3=20)-1 | Uz=204)—1 | Us=2(5)-1 Us=2(6)— 1 Us=2(7) -1

2-1=1 4-1=3 6-1=5 8-1=7 10-1=9 12-1=11 14-1=13

Ejemplo 2: Determinamos la sucesion de nimeros bajo la generatriz .

Por lo tanto, la sucesidn obtenida es {1/2;2/3;3/4;4/5;5/6;6/7;7/8;8/9;9/10;...} v, =2

n+1

€))] () 3) 4 (5) (6) (7)
V=i | "o | e | "o | "Ter1 | YT V=1
11 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 77
1+1 2 2+1 3 3+1 4 4+1 5 5+1 6 5+1 7 7+1 8

Ejemplo 3: Determinamos la sucesion de nimeros bajo la generatrib. —p_1
.=

Por lo tanto, la sucesidn obtenida es {0;3/2;8/3;15/4;24/5,35/6;48/7,63/8,;80/9;99/10;...}

1 1 1 1 1 1 1
U1=(1)*E Uz=(2)*m U3=(3)*@ U4=(4)*m U5=(5)*6 U6=(6)*@ U7=(7)*m

1 8 1 15 1 24 1 35 1 48
2-== 377=E 4-—=— == 6—-=— 7——=—

3
2 2 3 1 1 5 5 6 6 77

Actividad 41 : Generamos 5 elementos de cada generatriz mostrada, empezando en n=1

3n-1
4) Up=-=+1 5 Up="73

n

2xn—1 n-1
1) Un = n 2) Un = n_

+1
m—c 3. Sumatorias y sus propiedades

Desde el punto de vista de la matematica, la sumatoria, se emplea para representar a la suma de varios o infinitos
elementos de un conjunto de numeros. Esta operacion se representa por la letra griega Sigma (Mayuscula) "X", la cual
iremos detallando a continuacioén:

2
n
3) Un:m
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XiZ

?:1Xi =X1 +X2 +X3 +X4_+"‘+Xn

son los elementos del conjunto
i = 1:elinicio de los elementos a tomar en cuenta.

n: el numero de elementos a tomar en cuenta

Propiedades de la sumatoria

La suma del producto de una constante por una variable, es igual a k veces la sumatoria de
la variable.

La sumatoria hasta “n” de una constante, es igual a “n” veces la constante.

La sumatoria de una suma es igual a la suma de las sumatorias de cada término.

La sumatoria de un producto no es igual al producto de las sumatorias de cada término.

La sumatoria de los cuadrados de los valores de una variable no es igual a la sumatoria de la
variable elevado al cuadrado.

4. Progresiones Aritméticas (P. A.)

Una progresién aritmética (P. A.) es un conjunto de numeros, que a partir del primer
término (U), los siguientes se obtienen sumando una cantidad constante llamada razén (r),
al anterior término. Segun la bibliografia que se estudie, la nomenclatura de los elementos
de la P. A. puede cambiar, en nuestro caso utilizaremos los siguientes:

Sea la P. A. {Uy; Uz; Us; Ug; Us; Uss; oo s Uy 5 Un )

Ui Primer término de la P.A.
U,,: Ultimo término de la P.A.(o Término Enésimo)
r : Razdn de la P.A. (Suma o resta)

n :Numero de términos de la P.A.

r= UZ_Ul =

n n
Zk*Xl =Zk*Xl
i=1 i=1

L

n n n
Do+ =Y x4+,
i=1 i=1 i=1

n
k=nxk
=1

n n n
D Xr¥ir Y xx YN,
i=1 i=1 i=1

n n 2
inz * (in)
i=1 1

i=

FORMULA DEL TERMINO ENESIMO

(Un)
Sea:
U, =U,
U, =U;+1r

Us=U;+r=U;+2x*r
Uy=Uz3+r=U;+3*r
Us=Us,+r=U;+4*r

Ug=Us+1r=U;+5*1r

Us-U,=Ug—-Us=Uy; - Uy

Nota. En una P. A. la razdn se obtiene restando dos términos consecutivos, el término posterior menos el término

anterior. Es decir: Uy=2 ;U,=23 :n=8 ;r=5-2-20—17=3

Ejemplo 4: Determinamos los elementos de la P. A.: 2; 5; 8; 11; 14; 17; 20; 23.

U;=37 ;Uy=-12 ;n=7 ;r=30-23=-5-2=-7

Ejemplo 5: Determinamos los elementos de la P. A.: 30;23;16; 9;2;-5;-12

) 7 1 1 4 13
6’3" 27 3" 6
Ejemplo 6: Determinamos los elementos de la P. A.:
13 7 5
Up=2 ;Up=-— ;n=6 ;r=——2=—_+-=—-
Actividad 42: Resolvemos los siguientes ejercicios.
1). SealaP. A.: —15; —11; =7; —=3; 1; 5; 9; 13; 17;21; 25 Determinamos U;= ;U,= ;n=
2) SealaP.A.:91; 80; 79; 68; 57; 46; 35; 24; 13 Determinamos Uy = ;U, =

13 11
3030

3) SealaP.A.:5; 3; %; g; 1; %; —%; -1 Determinamos U, = ;U, =

Determinacién de los elementos de una P. A. partiendo del término enésimo (U )

FORMULA DEL PRIMER TERMINO (U 1)
Uy = - - (- - .) L} o
FORMULA DE LA RAZON (T")

U, =U,
==

]
n-—1

FORMULA DEL NUMERO DE TERMINOS (1)

-.-—--.+1

Tr

in=;r=
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Determinar unos cuantos elementos de una P. A. es sencillo, ya que solo debemos sumar o restar la razén y asi generar
los siguientes niUmeros, pero resulta moroso e incluso inexacto si los elementos a calcular fueran demasiados, es en ese
sentido, la férmula del dltimo término (o término enésimo) U = U, + (n - 1) * r, nos simplifica determinar dichos valores,

aunque a veces tengamos que despejar incognitas. Veamos.

Ejemplo 7: Calculamos el trigésimo quinto término
delaP.A. 1; 7; 13; 19
Determinamos los Utilizamos
datos.
U,=U0;(m=01)xr
U1 =1
Up,=1)+@B5-1)=(6)
U,="7?
U,=1+34+6
n=35
U,=1+204
r=13-7=6
U, =205

Ejemplo 8: En una P. A. de 49 términos, el primer

P .7 -
término es — 24, la razén T Calculamos el ultimo

término
. UtilizamosU,, =U; + (n—1) *r
Determinamos
los datos. 7
U,=(-24)+49—-1) « (—)
U, =-24 4
U,="? Up=—24 + 48+
n =49 U,=-24+84
re= % U,= 60

Ejemplo 9: Una P. A. tiene 85 términos, si los
e P 11 25
ultimos términos son -5 T —7. Calculamos el

primer término.

Ejemplo 10: El primer término de una P. A. de &
términos, es /3 y el ultimo'SXCalculamos la razén.

Determi i
o5 dat Utilizamos
namos <l)Js1 _a ?-‘% f=Un-U1ln-1
Un:33 r=(33)-(-11)67-1
n=67" r=33+1166=4466
_"A 15
r=

Determinamos los Utilizamos
datos. Up=U,—(m—1)*r
U,=7 3
Up,=-7 U, = (—7)—(85—1)*(——)
n =85 3 4
r=-7+2 Un=—24-+84*1
4
_ 3 U,=—-24+63=39
"TTa
Ejemplo 11: Determinamos la cantidad de términos
que tiene la P. A. donde el primer término es §, el
ultimo es /&Y la razén es'/30
Determinam
s los datos. Utilizamos
Up= 69 | m="""41
U,=-63 —63)— 63—
n n= ( 63)11(69) +1= 631169 i1
n=7? 7 T
11 -
r=-— n=—7+1=84+1=85
7

Ejemplo 12: Calculamos la razén y el primer
término de la progresion aritméticasi Ug = —3 y
Unu=-1 -
) Utilizamos: U, = Uy B
Determinamo (m=1)r
s los datos.
U8=U1+7*T=—3
U, =?
Uiy =U;+13xr=-1
Ug = —3 14 1
Resolviendo el sistema
Uis =-1 obtenido por algun método,
n= 15 tenemos:
=7 ~16 -1
" Ui=3 v 1=3

Actividad 43: En el cuaderno determinamos los elementos indicados en cada uno los incisos:

1) Determinar el nonagésimo séptimo término de laP. A.: 5,9,13,...

_ 37 37
2)EnunaP AU1=7 ¥ =7 calcularUso

3) Los ultimos términos de una P. A. de 39 elementos es: -334,-347,-360. Cual es el valor del primer término.
2
4) El ultimo valor de una P. A. de 61 términos es ﬁ, sila razén es 3 calcular el valor del primer término.
9
5) La P. A. tiene los siguientes datos: U; =24 vy U, = 15. Calcular la razén

6) El dltimo y el primer nimero de una P. A. de 87 términos son -1037 y 425 respectivamente. Determine la

138 razon.

7) Determine la cantidad de términos que hay en la P. A. 169,...,-34,-41.

8) Enla P. A. de razén 3/4, primer término 2 y Gltimo término 20. Determinar cuantos términos la componen.
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9).Determinamos la razén y el primer término, si el noveno termino es 4y el SUMA DE TERMINOS DE UNAP. A. (S

décimo segundo es -1 U+ U xn

n
10). Calculamos el vigésimo octavo término de la P. A. que tiene Ug =27 yUq9 =7 z
La demostracién estd dada
por deduccidn, y explicada en
la anécdota del pequefio

Gauss, en su clase de

matematica, situacion que lo
hizo merecedor de la

proteccion del rey.

Suma de términos de una progresion aritmética (Sn)-

Partiendo de la anécdota de Gauss niflo, sobre la suma de los 100 primeros numeros
naturales, comprendemos muy bien que, la suma del Ultimo nimero con el primero, es
igual a la suma del penultimo con el segundo, igual a la suma del antepentltimo con el
tercero y asi sucesivamente. Veamos

1+24+3+4+--4+97+98+99+ 100
En la suma:
Observamos que: 1+100=101 ; 2+99=101 ; 3+98=101

El mismo numero se obtiene 50 veces, por lo tanto, la suma es 50*101=5050, respuesta que dio el pequefio Gauss, el cual
fue considerado como el primcipe de las matematcas.

Ejemplo 13: Sumar los 247 primeros términos de la P. A.
5401; 5378; 5355,...

Ejemplo 13: El primer término de una P. A.
de 71 términos, es 25, el ultimo 235.
Determinar la suma de todos los
elementos de dicha progresion.
Determinamos los datos.

Determinamos los datos.

Uy =5401;U,= 7,n= 247; r = 5378 —

2

_ [260]%(71)

Sn 2

s, =130 71 =9230

U, = 5401 — 245+ 23

U, = 5401 - 5635 = —243

) 5401 = —23
Uy =25U,= 235n=71,S,="7
(U1 +U, ) Utilizamos S, = W
Utilizamos §,, = ——2— Utilizamos Uy, = Uy + (n — 1) x 1
2 o 5401 + (-243)] - 247)
¢ e9+e3son U, = (5401) + (246 — 1) + (~23) n= 2
n=" 5

[5158] * (247)
Sp= —
Sp = 2579 * 247

S, = 637013

Actividad 44: En el cuaderno de practicas calculamos las sumas indicadas:

1) Sumar los primeros 75 términos de la P. A. 241,230,219, ...

2) Sumar los términos de la P. A. que empieza en 13/10 y termina en 153/10 a una razén de 2/5

3) Don Alberto decide abrir una cuenta de ahorro en el banco, donde desea depositar las ganancias del mes,
en enero abona Bs 3000, en febrero Bs 3500, en marzo Bs 4000 y asi sucesivamente hasta diciembre ¢ Cuanto
dinero tendra el 31 de diciembre en su cuenta de ahorro?

Aplicacion de las progresiones aritméticas

Las progresiones aritméticas, por su enfoque y caracteristicas, dan paso a utilizarlo en diferentes actividades que se dan
en la vida real, como lo podemos ver en el Ultimo ejercicio de practica, es asi que es muy util en otras areas, veamos.

Ejemplo 15: Don José, desea comprarse una moto que cuesta Bs 7500, pero solo tiene Bs 2450, asi que decide ahorrar Bs
135 de su sueldo cada mes. ¢ Cuantos meses debera ahorrar para comprarse la moto?

Solucién. Antes de proceder al calculo debemos comprender que los ahorros solo deben completar el saldo. Por lo tanto,

Un=7500-2450=5050

5050 — 135

= 1=36.41+1=37,41
n 135 + 36 + 37,

Datos: Un=5050; U1=135 r=135; n=7?

Rta.- Exactamente necesita 37,41 meses, pero como los sueldos se pagan a fin de mes, se debe concluir que necesita 38
meses para comprarse la moto.

Ejemplo 15: La profesora Telma, en el mes de enero, apertura una cuenta de ahorro en el Banco Unién con Bs 175, yen
los meses posteriores, decide ahorrar Bs 17 mas que en el mes anterior ¢ Cual sera el monto de dinero que depositara en
el mes de diciembre? ¢ Cuanto de dinero tendra ahorrado en el afio?

Solucién. Determinamos el monto que depositara en diciembre.
Datos:

r=17, n=12

U,=7; Uy =175; U,=175+(12-1) %17 = 362
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Rta.- En el mes de diciembre depositara Bs 362.

Determinamos el monto acumulado hasta diciembre.

(135 +362) 12
n= 2
Ejemplo 16: Un joven desea mejorar su aspecto fisico, asi que decide consultar con su instructor de gimnasio, sobre
una rutina. El instructor le indica que después de levantarse debe realizar 10 flexiones, 20 sentadillas y 15 abdominales,
repetir eso dos veces seguidas, eso durante 3 dias, luego debe aumentar 1 flexidn, 1 sentadilla y 1 abdominal por otros
tres dias, luego aumentar 1 flexion, 1 sentadilla y 1 abdominal por otros tres dias y asi sucesivamente. ¢Al final del
mes, cuantas flexiones, sentadillas y abdominales ya realizara, los ultimos tres dias del mes? ¢Durante el mes cuantas
sentadillas, abdominales y flexiones realiz?

Rta.- En el afio la profesora lograra ahorrar Bs 2982.

= 2982

Solucion: analizamos la cantidad de ejercicios.

ler dia 2do dia 3er dia Total 4to dia 5to dia 6todia | Total
Flexiones 20 20 20 60 22 22 22 66
Sentadillas 40 40 40 120 42 42 42 126
Abdominales | 30 30 30 90 32 32 32 96

Determinamos cuantas flexiones, sentadillas y abdominales hace en los ultimos dias del mes.

Sentadillas : U, = 120+ (10 — 1) * 6 = 174 (en los ultimos 3 dias del mes)
Abdominales: U,, = 90 + (10 — 1) * 60 = 144 (en los ultimos 3 dias del mes)
Determinamos el total de flexiones, sentadillas y abdominales que realizé en el mes.

Flexiones 1S, = (60+114)+10 _ 870 (en el mes)
Sentadillas : S, = 22217910 _ 1470 (en el mes)
_ (90+144)+10

Abdominales: S, = = 1170 (en el mes)

5. Progresiones Geométricas (P. G.)

FORMULA DEL TERMINO ENESIMO

Una progresion Geométrica (P. G.), es un conjunto de nimeros que se generan a partir de (U,)
n

un primer elemento (U,) (diferente de cero), al cual se debe ir multiplicando una cantidad
constante llamada razén (r- diferente de cero). La simbologia que utilizaremos sera la | Sea:
misma que para progresiones aritméticas, para evitar confusiones, ya que el orden y las U.=U
posiciones son las mismas, solo se diferencian en las operaciones 1 !
Up,=Uy*1

U3:U2*TZU1*T2

SealaP.G. {Uy; Uy Uz Uy; Us; Us; oo Up_q 3 U} Upy=Us+r=Us+13
Uy: Primer término de la P.G. Ug = Ugsr = Uy 1t

= Y4 R |
U,:  Ultimo término de la P.G. (0o Término Enésimo)

Ug=Usxr=Ugx15
Razbén de la P. G. (Ahora multiplica o divide)

n : Numero de términos de la P.G.
Un = U1 * Tn_l

Nota. - En una P. G. |la razdn se obtiene dividiendo dos términos consecutivos, el término FORMULA DEL PRIMER TERMINO

_ U2 _Us_Us_Un 01)

posterior dividido por el anterior. Es decir: T U, T Uy Us U

Ejemplo 17: anote los elementos de la P. G.: 5; 10; 20; 40; 80; 160; 320

FORMULA DE LA RAZON (1)

_n1(Uy
r= U,

U1=5 ;Un=320 ;n=7 ;T_?—E 2
Ejemplo 18: anote los elementos de la P. G.: -8/27;4/9;-2/3; 1;-3/2;9/4;-27/8;81/16 "’R"””‘“’E“""("”E)"‘“’f TERMINOS
n
2 9 U
__8 g o_s8 C_T3__a3__3 tog 72)
Ul——E 'Un_1_6 ,n—8 ,T—g——_—%——i n= logr1+1



Actividad 45: Determinamos los elementos de las progresiones:

1

1)Sea la P. G.:—%;E; —1; 2; —4; 8; —16; 32; —64;128; —256
U= sUn= in= iT=

2) Sea la P. G.: 486; 162; 54; 18; 6; 2;§

Tercer Trimestre: Matematica

[

U, = 3 Un = ;n= ;T =
5 5 5 5 5 35 245 1715
3)560/0P.G..-m,—%, %’_E'_E'_?'_T'_T
U, = i Un = ;n= ir=

Determinacién de los elementos de una P. G. a partir del término enésimo (U )

Determinar unos cuantos elementos de una P. G. es sencillo, ya que solo debemos multiplicar o dividir la razén y asi
generar los siguientes nimeros, pero resulta cansador calcular los elementos, debido a que sus valores son demasiado

grandes, es en ese sentido, la formula del dltimo término U, = U,
aunque a veces tengamos que despejar las variables. Veamos.

x r"~1 , nos simplificard determinar dichos valores,

Ejemplo 19: Calcular el décimo segundo
términodelaP.G. 1; 2; 4; 8

567
es —,
320

la

Ejemplo 20: En una P. G. de 13 términos, el primer término

3 2 - _
razon —=. Calcule el ultimo término

U,=12.000004...= 12

Determinamos  Utilizamos Determinamos los Utilizamos Uy = Uy + 14
datos. _
los datos. _(sery [ 2\131
U U,=U; 11 <67 U"_(szo)*( 3)
1 = _ U, =22 _ 34,7 212
U. = 7 U, = (D)= (2)*1 P Un = 5" 5m
n— - U 1 %211 Un : U_7*_26_ 448
n=12 n— n=1 m 75438 T 32805
rzzzgzz Un:2048 r:—z
1 4 3
Ejemplo 21: Una P. G. tiene 8 términos, si los Gltimos Eiemplo 22: El 1.er término de una P. G. de 15 términos,
o 7 14 28 _3 it Armi _ wn
términos son — —; —; — . Calcule U. es—-— Y el ultimo término es —96. Calcule “r”.
125’ 625 3125
. U Determinamos Utilizamos 7 = "1 [Yn
Determinamos Utilizamos Uy = -2 amosr = U
rm los datos. 1
los datos. 2
U, = —(_@2 U 3
3 2\8- 1= “F49
- __3 - 512
Uy 512 (5
Un =-96 7422 7422 Un =-96
— _ 85 _ _s5 _ 175
n=15 Vi=5 =" =% n=15
r="7 57 57
r="7
Ejemplo 23: Determine la cantidad de términos que tiene la P. G. donde el primer término es p— el
ultimo es 486y larazénes 3
- tog(;”)
Determinamos Utilizamos m = —— Opcién sin calculadorall,, = U, * ™1
los datos. 2 n-1
.y (2 486 = (75) * ®
1= 755 _ 729
7% = Tog) T 2+35=2x36,3n1
U, =486
neg
n=7 ' 5=n-7
3 n=11.000004..+1 12=n
Tr =
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Suma de términos de una progresién geométrica (S ).
Partiendo de la curiosidad, sobre la imposibilidad de pago al inventor del ajedrez, podemos mencionar que los resultados

son un tanto exagerados, por tal motivo muchos de los resultados tendremos que expresarlos como potencias.
Observemos como se determina la suma de una P. G.

Sea la suma: Sp=Us+ U+ U3+ U+ +Up g+ Uy

Lo T*8S, =U,+Us+Uy+Us++U,+1+U,
Multiplicamos por (r):

Sp—T*Sy=Us+ Uy +Us+Uy+ -+ Up g+ U,
Restando las dos sumas:

Uy =Us—Uy—=Up 1 —Up—1xU,4
Por lo tanto, . Uy—r=U,
Sp—T*S,=S,(1-1)=U;—1+U, & Sa=—"7_,."
Ejemplo 25: Calculamos la suma de los primeros 9 Ejemplo 26: Calculamos la suma de los primeros 9 términos
términos que tiene la P. G. 3; 6; 12; 24 que tienelaP.G. 3; 6; 12; 24
Determinamos | Utilizamos U,, = U, * r"~1 Determinamos los | Utizamos Un = Uy * 1
los datos. U,=(3)*(2)°1=3+2%=1768 Datos U,= (=5) * (=3)1571 = —5 4« 314
U;=3 - U, =-23914845
u,="7 Utilizamos S, = 2-"Un Up=-5
n_ 9 ' L u,="7 Utilizamos S, =%
n Tor 6 ~ (3)—(2)*(768) n=1s5 g o (531
- _ n — — _ n 1-(-3)
TT12T3° 2 1-(2) r=%§=§=—3 -5-5x31% 71744540
3 -1536 Sn= 1+3 == 4
n=——y = 1533

Actividad 46: Determinamos los elementos que indican los incisos tomando como en cuenta los ejemplos estudiados:
1) Determinar el décimo quinto término de la P. G.: -1; 2; -4;...
2) Hallar el valor del término doce de una P. G., donde el primer elemento es -11664/3125 y la razén 5/6.

3) Los numeros 5/72;5/42;5/2592 son los Gltimos términos de la P. G. de nueve términos. Hallar el valor del
primer elemento.

4) Se sabe que la P. G. tiene como octavo término a -1875, una razén de -1/5, por lo tanto, se pide determinar el
valor del primer término.

5)EnlaP.G.,, U=7 y U’=-5103. Calcular la razén de la progresion.

6) Sila P. G. de doce términos empieza en 5/128 y termina en —80. Cudl serd la razdn que formo la progresion.
7) Hallar el nimero de términos que tiene la P. G.: 2/243,2/81,...,54

8) Si la informacion de la P. G. es, U'=-675/343 ; U"=-49/1125 ; r=7/15 . Determine la cantidad de términos que
hacen posible la progresion.

9)Sumar los seis primeros términos de la P. G.: 1,-7,49, ...

10)Sumar todos los términos de la P. G., si U'=-2 y U&=-4374.
—e 6. Suma en una progresidon geométrica-infinita decreciente

Existen progresiones geométricas, donde cada término va decreciendo de tal | SUMA DETERMINOS DEUNAP.G. (S},)
forma que sus términos se aproximan a cero, analicemos el siguiente conjunto

{2. 01.1,1.1, } en decimales, el conjunto se puede entender como: s = Uy —r=U,
L3 Te = —
1-—r
{2;1,0.5;0.25;0.125;0.0625;...}, entonces vemos que los valores cada vez son mas E P G d iente. U
pequefios, a esto es lo que se llama progresion infinita decreciente. nunar. o ecreciente, Un
se va haciendo cero, por lo
142 Por lo tanto, si seguimos incrementando la cantidad de términos, nuestro Ultimo tanto la formula cambia a:
término se hace cero, por lo cual nuestra férmula de suma cambiaria.
S !
Ejemplo 27: Sumamos todos los términos de la PG 3 —1. L. -1 n 1-r
. . ) ) 3'
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Solucidén: Determinamos los datos.

3
Uy=-5 o Uy 3 3 _7_9
! UtlllzamosSnzrlr a Sn=_1=_1=%=z
11 () 15 5

TT3 773

—e 7. Problemas del contexto aplicados a la ciencia y la tecnologia

Las progresiones geométricas, al igual que las progresiones aritméticas, por su enfoque y caracteristicas, dan paso a
utilizarlo en diferentes actividades que se dan en la vida real. Veamos algunos casos.

Ejemplo 28: la sefiora Guadalupe Ortiz abre una cuenta de ahorro con Bs 7000,00 en el banco FIE, el asesor le indica
que los intereses se pagan por dia a una razén de 1,000083 (asi el interés ganara otro interés). Si la sefiora decide sacar
su dinero cumplido un afio, ¢ Cudl serd el monto acumulado? ¢ Cuanto tiempo debera dejarlo en el banco para ganar un
interés de Bs 1000, 00~.

Solucién. Calculamos U_cumplido un afio, entonces: U =7000 ; r=1,000083 ; n=365
U, = 7000 * (1.000083)365_1 = 7000 * 1.00008336% = 7214,70

Rta.- Al cumplir el aiio de ahorro, la sefiora tendrd un monto de Bs 7214,70
Calculamos el tiempo “n” que deberd esperar para ganar un interés de Bs mil entonces: U ,=7000 ; r=1,000083 ;
U,=8000=7000+1000 (intereses)

log (Va log (8000
_ 2\ _ _B\7000 +1= 005799 +1=1608.88 + 1 = 1609.88
logr " 10g1,000083 '~ 0,000036044 : - ’

Rta.- La sefiora Guadalupe tendrd que esperar 1610 dias para ganar un interés de Bs 1000.

Ejemplo 29: el crecimiento poblacional en Bolivia se ha ido dando a una razén de 1.19 cada 10 afios. Si en 1990 teniamos
una poblacién de 6.86 M (millones), ¢ Qué poblacién tuvo Bolivia el 20207, ¢ Cual sera la poblacidn de Bolivia en 2030y
2050)?

Solucién. El calculo se lo realiza cada 10 afios. Por lo tanto (1990): U,; (2000): U, ; (2010): U_; (2020): U,
Calculamos la poblacion el afio 2020:
P U, = (6.86) * (1.19)*! = 6.86 x 1.193 = 11.56

Rta.- En el afio 2020 Bolivia tuvo una poblacién de 11.56 M de habitantes calculamos la poblacién el afio 2030:

U, = (6.86) * (1.19)5"1 = 6.86 * 1.19% = 13.75

Rta.- En el afio 2030 Bolivia tendra una poblacién de 13.75 M de habitantes
Calculamos la poblacién el afio 2050:
U, = (6.86) * (1.19)7"1 = 6.86 * 1.19° = 19.48

Rta.- En el afio 2050 Bolivia tendra una poblacion de 19.48 millones de habitantes.

Actividad 47: Resolvamos el problema planteado a continuacién en tu cuaderno de practica.

Un joven consigue ahorrar Bs 5000,00 después de trabajar durante un afo, dicho monto decide ponerlo al banco para
que no pueda gastarlo ademds de que vaya ganando intereses. El banco le ofrece dos tipos de pago de intereses; |) De
recibir cada mes Bs 10,20. Il) De recibir la multiplicacién por 1.002 del monto acumulado.

Pago de intereses FORMA | Pago de intereses FORMA ||
MESES INTERES SALDO INTERES SALDO
Inicio 0,00 5000,00 0,00 5000,00
ahorro
1 10.20 5010,20 5000,00*(1,002) | 5010,00
2 10,20 5020,40 5010,00*(1,002) | 5020,02
3 10,20 5030,60 5020,02*(1,002) | 5030,03

Respondamos a las siguientes situaciones.
a) Siendo amigo de este joven, a primera vista ¢ Que opcidn de pagos le recomendariamos escoger? y ¢ Por qué?
b) Analicemos el monto acumulado en las dos opciones de pago, al afio, y a los dos afios.
c) Sera posible que podamos aconsejarle que cambie la opcidn de pago, ési?, éno?, épor qué?.

d) Si es posible hacer el cambio de la forma de pago, ien qué mes exactamente deberia hacerlo?
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" \REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 48: Formamos equipos de 3 o 4 personas para desarrollar la reflexion de los
contenidos desarrollados a través del debate en funcidn a las siguientes preguntas:

1. éPor qué es importante aprender sucesiones y progresiones?

2. En la produccidn, icomo aplicamos sucesiones y progresiones?

Realizamos un circulo de reflexion, para realizar un debate en funcion al analisis efectuado
en cada grupo.

/4| iEs HORA DE LA PRODUCCION!
&'{, -

Actividad 49: Realicemos las siguientes actividades.

- Realizamos un cuadro didactico de la sucesiéon de Fibonacci, analizando matematicamente su conformacion vy
mostramos en recortes o dibujos las aplicaciones que se pueden apreciar en el mundo real.
- Contruimos materiales didacticos con la sucecion de Fibonacci.

MATEMATICA
FINANCIERA

Escanea el QR

by o

(b z
bl iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 50: Analicemos los siguientes casos:

1. Una madre abandona a dos de sus hijos por la falta de trabajo.
2. Un nifio muere en la sala de un hospital, por el alto costo de la intervencion.
3. Un padre de familia debe conseguir hasta tres trabajos para sostener a su familia.

De las oraciones expuestas ¢ Cudl crees que es el motivo de estos problemas?

Para acceder a los documentos
Estas situaciones son las que generalmente se presentan en nuestro diario vivir y como de matemdtica financiera del
podemos analizar el problema es el dinero, por lo tanto, vamos a estudiar en este contenido Banco Central de Bolivia.
como administrar adecuadamente nuestros recursos econémicos.

—

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Importancia de la Matematica Financiera

Hoy por hoy, uno de los mas importantes fendmenos de analisis al crecimiento econémico, administracién y pérdidas que
se dan del dinero. Siendo este aspecto el que se puede estudiar mediante las matematicas financieras.

La matematica financiera, es el estudio del dinero en el tiempo, donde intervienen elementos como capital, interés,
generalmente se hacen contratos de préstamos de dinero, para alguna compra o inversién con el fin de obtener ganancias
economicas.
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—=o 2. Valor del dinero en el tiempo

El dinero tiene un valor, el cual va cambiando mientras pasa el tiempo, un ejemplo de
ello es el cambio del precio del pan, hace 30 afios podias comprar 10 panes por Bs 1,
pero hoy por hoy solo puedes comprar 4 panes por Bs 2, por ese motivo el estudio del
dinero en el tiempo es importante. Analizar el dinero en el tiempo nos permite entender
que:

- Bs 100 el dia de hoy, es diferente a Bs100 del dia de mafiana.
- El valor del dinero permite analizar distintas oportunidades.
- Existen riesgos financieros a la hora de invertir.

—e 3. Interés y tasa de interés

o e Imagina por un momento que estas en el campo y te quedas sin crédito,

pero necesitas hacer una llamada urgente a tu mama, asi que le dices a tu

: amigo que te pase Bs 10 de crédito, pero tu amigo te dice que tendrds que
@
© L

éEstarias de acuerdo con ese trato?

S AN En la vida sucede que muchas veces cuando nos prestamos dinero, este

tiende a crecer con el tiempo, es incremento viene dado por dos elementos

“{% APITAL FINANCIERO T o que llamaremos a) Interés y b) Tasa de Interés, los cuales iremos conociendo
mas adelante.

—e 4. Interés simple

Es el crecimiento del dinero en un tiempo determinado, donde observaremos el comportamiento de los elementos que
describimos a continuacion, los cuales forman parte de férmula: M=C+r.

Capital

Interés (r). Es la cantidad de dinero ganado en un determinado tiempo,
generalmente estd basado anualmente, pero si se desea en unidades mds
pequefias se debe dividir.

Ahora iremos a estudiar la formulaM =C+r,donder=C*i*t
Por lo tanto, M=C+C*r*t=C(1+r*t)

Ejemplo 1: Determinemos el interés y el monto que genera un capital de Bs 3000, depositados en el banco a una tasa de
interés del 5% (0.05), durante 7 aios.

Calculamos el interés Calculamos el monto Respuesta.
r = 3000 * 0.05 * 7 = 1050 M = 3000 + 1050 = 4050 Al finalizar los 7 afios, los Bs 3000.
se convirtieron en Bs 4050

Ejemplo 2: Determinemos el interés y el monto que genera un capital de Bs 3000., depositados en el banco a una tasa de
interés del 5% (0.05), durante 7 afios.

Calculamos el interés Calculamos el monto Respuesta.
r = 3000 * 0.05 * 7 = 1050 M = 3000 + 1050 = 4050 Al finalizar los 7 afios, los Bs 3000,
se convirtieron en Bs 4050




——) EdUcCacion Secundaria Comunitaria Productiva

—e 5. Emprendimientos productivos

La matematica financiera nos permite realizar diferentes actividades, desde el préstamo para la apertura de un negocio, o
la planificacidn de pagos de la compra de una casa. El objetivo de la matematica financiera es hacer que el dinero trabaje
para obtener beneficios econdmicos para las personas, de tal forma que podremos mencionar aspectos en los cuales
podemos aplicar las matematicas financieras.

Efectuar pagos de préstamos a entidades financieras, de tal forma que podamos evitar intereses elevados.
Realizar depdsitos de dinero, de tal forma que vaya ganando intereses (ahorro, intereses a plazo fijo, bonos, etc.).
Emprendimientos individuales de préstamo de dinero a personas de escasos recursos. B Préstamos para pequefias,

medianas y grandes empresas.
A
g

‘ " iREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 51:
1.En grupos de 3 o 4 personas contamos alguna experiencia que se haya tenido con préstamos,
e intereses, ya sea entre compafieros o quiza algun familiar.

2.Socializamos las experiencias, de tal forma que se pueda generar debate sobre aspectos—;
positivos y negativos de los préstamos bancarios. =

3.Por ultimo, reflexionamos sobre la importancia de la matematica financiera para el beneficio
de nuestros proyectos, si tuviéramos que recurrir a un banco.

/40 \ iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 52:

1. Realizamos un cuadro didactico donde podamos describir los elementos que se estudian en la matematica financiera,
de tal forma que nos sirva como recordatorio.

2. Realizamos un sociodrama considerando la importancia de la matematica financiera en la administracién correcta de
nuestros recursos econémicos.

LOGICA Y EL DESARROLLO DEL

PENSAMIENTO LOGICO
MATEMATICO

@ilmcumos DESDE LA PRACTICA!

Actividad 53: Analicemos las situaciones que se plantean en la
imagen y escribamos una respuesta.
En nuestra vida diaria existen situaciones donde nosotros

Que reaccién

PN

debemos aprender a decidir o dar una respuesta o solucién, tendrias si por
aunque es cierto que cada uno de nosotros es un mundo diferente accidente deporte es
y las respuestas, como soluciones pueden ser diferentes, existen EVERHT el mas

. . . chompa con tu
situaciones donde aunque quisieramos no podemos negar su vl damime

razon.

practicado

Subrayamos la palabra que corresponde a la oracion planteada
en tu cuaderno de ejercicios.
- Laura utiliza el color................... , para pintar el cuadro de una
noche estrellada.

a) Rojo b) Negro c) Verde d) Amarillo
- José y Rodrigo agarran su................... ,yvanalae...... ha jugar futbol.
a) Bate b) Plaza c) Pelota d) Cuarto e) Raqueta f) Cancha

- Por la educacion recibida en casa, cuando una mujer embarazada sube al trasporte publico, tu te........cceue...e.
a) Haces al dormido b) Pones a chatear c) Insultas d) Levantasy cedes el asiento

146

Como te habras podido dar cuenta, hay cosas que evidentemente no podemos negar o evitar, es decir se tienen que dar
si 0 siy ese tipo de respuestas o conductas se dice que son LOGICAS.
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iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Antes de iniciar con el desarrollo del contenido, es necesario conocer la definicion de la palabra ldgica y cudl es la relacion
que tiene con lo analizado en la anterior seccidn.

Como sefiala Lazo (1999, pag 1) “La Ldgica, es la disciplina que trata de los métodos, modos y formas del razonamiento
humano. Ofrece reglas y técnicas para determinar si un argumento es valido o no”.

Por lo tanto mediante la l6gica, podemos mejorar nuestro lenguaje, comprender situaciones vy planificar proyectos con
resultados esperados. Es asi que en este capitulo analizaremos como incide la Iégica en nuestras actividades diarias,
ademads de establecer de qué forma se conectan y representan utilizando el lenguaje matematico.

1. Proposiciones simples y compuestas

Proposicién, Una proposicion es una oracién (o enunciado) declarativa, la cual solo se puede establecer si es verdadera
o falsa, pero no ambas. Por lo tanto de una oracién declarativa, solo pueden establecerse dos afirmaciones, o bien es

Verdadera (V) o bien es Falsa (F).

Ejemplo 1: Establecemos los valores de verdad de las siguientes afirmaciones y subrayamos el correcto.

Don Alberto ha nacido en Chuquisaca, por lo tanto es boliviano. V. o F
En clase de matemadtica se aprende sobre el uso de anticonceptivos. V. o F
El teorema de Pitagoras es una propiedad de los tridngulos rectos V. o F
Solo los hombres, son los que ejercen violencia a las mujeres V. o F
Por un punto pasan infinitas rectas. V o F

Hay que entender que no todas las oraciones pueden ser proposiciones y por ende, no se puede establecer un valor de
verdad, ya que existen oraciones interrogativas, de las cuales no se sabe si son verdaderas o falsas, veamos dos ejemplos:
A) La casa estd sola B) El perro es del vecino

Proposicidn Simple.- Es aquella oracidn declarativa que solo tiene una proposicién que analizar. Los ejemplos analizados
anteriormente son un ejemplo de proposicion simple.

Proposicién compuesta.- Es aquella oracidn declarativa que consta de dos o mas proposiciones que analizar, las cuales
estan unidas por conectivos légicos. Veamos algunos ejemplos:

- Los numeros pares son los que tienen como unidad: 0, 2, 4, 6, 8, entonces el 49 es par.

- En la clase de educacion fisica observamos que Julio levanta a José y José levanta a Maria, por lo tanto Julio levanta a
Maria.

- Las operaciones opuestas son: la suma con la resta y la multiplicacion con la potenciacion.

Las operaciones compuestas son las que nos permiten comprender algunos razonamientos, los cuales debemos validar
y establecer una posicion, para establecer esas validaciones aplicaremos lo que conoceremos como conectivos logicos.

2. Notaciones y conectivos l4gicos TRV TR

.. .. L. e INTERPRETACION MATEMATICA.
Notacion.- Es la representacion matematica que se utilizard, de tal forma que nos Descripcion Literal Simbolo

permita comprender mejor y simplificar las operaciones que realizaremos. Para | Negacion “NO” "
las proposiciones simples utilizaremos las letras minusculas del alfabeto (a,b,c,d,...

X o . N Conjuncion “Y” "A"
,2); mientras que para las proposiciones compuestas ademas de las ya indicadas : _
utilizaremos los conectivos ldgicos. Disyuncion 0 v
Implicacién “Sl..., ENTONCES” "o
Conectivos Légicos.- Son simbolos matematicos que dependiendo de la accion que Doble Implicacion “SIY SOLO S | ™ < "

se realicen entre las proposiciones, adopta ciertas operaciones. Veamos:

Disyuncion Exclusiva “0”

[
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Negacion.- Es la operacién logica que niega una proposicidon, veamos como negar una proposicion:
- Esta mafiana llovid por Sucre... negando la proposicion... Esta mafiana no llovid por Sucre.

Conjunciodn.- Es la operacion logica que une dos proposiciones con la letra “y”, las cuales tienen que suceder una después
de otra, Veamos cémo se presenta en las oraciones.

- Siempre debemos tener luz en casa, compremos los focos y las utilizaremos cuando se quemen.

Disyuncion.- Es la operacidn légica que une dos proposiciones con la letra “o inclusivo”, lo cual nos indica que una de las
operaciones se pueda dar aunque no la otra.

- El cielo esta nublado, puede hacer sol o puede llover, de cualquier forma saldré.

Implicacion.- Es |la operacion logica que indica que una proposicidén debe suceder para que suceda la otra proposicion, se
representa por el simbolo “=2” (Ilamado entonces). Veamos cémo se presenta:

- El paramo ayer estaba seco, pero esta mafana llovid, entonces hoy el paramo esta mojado.
Doble Implicacidn.- Es la operacion logica que nos indica que una proposicion debe cumplirse, bajo la condicion de que
la otra también se tenga que cumplir. Se representa por el simbolo “4<>” (llamado si y solo si). Veamos como se presenta
en una oracion.

- Alfredo debe correra en una maratoén si y solo si puede cumplir la marca minima.

Disyuncion Exclusiva.- Es la operacion légica que indica que se pueden realizar dos acciones independientes, su
representacion es la “o excluyente”, Veamos cdémo son estas proposiciones.

- Mafiana iré a trabajar al campo si hace sol, o me quedaré en casa a reparar las paredes si llueve.
NOTA.- Como podemos notar existen dos tipos de Disyuncidén que apareceran en las oraciones o proposiciones una es
incluyente y la otra excluyente, la diferencia radica, en que la incluyente permite realizar una accidn sin importar si una
de las proposiciones no se cumple, mientras que la excluyente, nos obliga a realizar una accién diferente segun sean las
condiciones.

3. Operaciones proposicionales

Es la interpretacion matemadtica de las proposiciones utilizando los conectivos légicos, ademas de la representacion de
las proposiciones por letras que permitan desarrollar las operaciones.

Ejemplo 2: Representamos matematicamente, las siguientes proposiciones.

Proposiciones Representacion légica Representacién matematica.
1 p: Jaime ird a la escuela en la tarde
Sea: 14
Jaime ird a la escuela en la tarde Negando la proposicion
Negando: ~ (p) =~ p
~ p:Jaime noird a la escuela en la tarde
2 | parair al cine, me debo bafiar y cambiar | P* me debo bafiar PAg
de ropa. q: me debo cambiar de ropa.
3 | Hare mi tarea hasta terminar, no p: haga frio en la noche
importa que haga frio en la noche o haga pvVq
calor en el dia. q: haga calor en el dia.
4 | si corro a la escuela entonces llegaré p: correr a |a escuela p-q
temprano q: llegar temprano.
5 | Participaré del campeonato siy solo si p: participar en el campeonato
tengo la edad establecida en la P& q
convocatoria q: tener la edad establecida
6 | Tengo Bs 200y viendo el precio de la p: comprar un pantalén
ropa, me compro un pantalén o una pq
campera. q: comprar una campera




Tercer Trimestre: Matematica @ ——

—o 4, Tablas de valor de verdad
Valor de verdad.- Es el establecimiento de la Veracidad o Falsedad de las proposiciones, tomando en cuenta las diferentes
posibilidades de cada proposicion. Analizaremos los valores de verdad de las operaciones ldgicas, los cuales nos serviran

para demostrar algunas proposiciones.

Para verificar o demostrar los valores de verdad de las proposiciones, es necesario asumir las posibles combinaciones de
verdad o falsedad de cada proposicidn, los cuales iremos detallando en los ejemplos.

Ejemplo 3: realizamos las tablas de verdad de las operaciones légicas (negacion, conjuncién, disyuncion, etc.), para lo
cual asumamos que p, g, r, son proposiciones.

Negacion Conjuncion Disyuncion
p ~pP PAgq PVvVyq
|4 F

F v

mTmSISS
m<ITISEK
T TS
R ins RRANEASE o~
WIS<ITISK
E> ISR NI

Doble Disyuncion
Implicacion Exclusiva
P q|p<q || p|q) piq
ViV V Vv F
VI F F VIF| VvV
FlV F Flv!|I Vv
F|F V FIF| F

Ejemplo 4: determinamos el valor de verdad de la proposicion ~p->(~q M ~r), aplicando las leyes Idgicas estudiadas
anteriormente.

- (~q ~T)

F

~
8
=

= wm om owm| < <] | s
o< o< om|] ow o< o< e
o <) o m| o< owm o< ow| s
<| <| <| <| = = = =
= <) < om| o< sl s s
<| <| = = <| <[ =
<) o< om| ow <)o) o
<| = <| = <[ = <| =

F

[uny
[uny
[uny

1ra operacion
2da operacién 2
3ra operacion (valor de verdad de la 3
proposicién)

La conclusién de la proposicion es la columna 3, el cual es el valor de verdad de la proposicién compuesta.
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—e 5, Clasificacion de formulas proposicionales (Tautologia, Contradiccidon y Contingencia)

Como ya se haindicado, las proposiciones deben tener una conclusion (resultado), el cual desde un punto de vista logico,
tiene tres posibles respuestas, analicemos dichas conclusiones.

a) Tautologia

Es la conclusidn légica de una proposicidn, donde todos sus valores de verdad son verdaderos (V), lo que nos indica, que
dicha proposicion es verdadera.

b) Contradiccion

Es la conclusidn légica de una proposicion, donde todos sus valores de verdad son falsos (F), lo que nos indica, que dicha
proposicion es falsa.

c) Contingencia

Es la conclusion logica de una proposicion, donde los valores de verdad son falsos y verdaderos, lo que nos indica que la
conclusién de la proposicion es indeterminada.

Ejemplo 5: Analicemos la conclusidn de la proposicion ~p->(~q ~r) resuelta anteriormente.
Solucion: la conclusion fue  V,V,V,V,F V,V,F Porlotanto es CONTINGENCIA.
Ejemplo 6: Analicemos las conclusiones de las proposiciones siguientes:

a) (p-q@eo(pr~q
P q (~p
%4

>

(~p ~q)

%4

F

o o< m| <
o< < <)L
o< wm <
=l o= =m om| g
<| <| =™ =
<| = = =
<| = <[ =™

F

1ra operacion 1 1 1 1
2da operacion 2 2
3ra operacion final 3

Como toda la columna 3 es falsa la conclusion de la proposicién es CONTRADICCION
b) (p<>~q) B ~(pAq)

55T Y I ST B §

= <| =] x| =
= m| <] <
ol <) <) =
<| = <| =
<| = = = &
<| <| <| =
= om| < <
= om| owm| o< s
= <] = <

F

1ra operacion 1 1 1 1
2da operacion 2 2
3ra operacion 3
4ra operacion final 4




Tercer Trimestre: Matematica

Como toda la columna 4 tiene falsos y verdaderos la conclusién de la proposicion es CONTINGENCIA
) [(*p>a)A~al->p

p q [(~p - L)) A ~q] - p
%4 14 F %4 14 F F %4 %4
74 F F %4 F %4 74 %4 %4
F %4 14 %4 %4 F F %4 F
F F 1% F F F %4 4 F

1ra operacion 1 1 1 1

2da operacion 2

3ra operacion 3

4ra operacion final 4

Como toda la columna 4 es falsa la conclusién de la proposicién es TAUTOLOGIA
Actividad 54: En nuestro cuaderno de practicas determinamos las conclusiones de las proposiciones siguientes:

1) o= ~g)apl¥(~pAgq)
2) [(vp¥ra)r o= ~)] votop o)
6. Equivalencia ldgica 3) {pag)vipn(~pvgl}¥Y~(p = ~g)

La equivalencia légica se presenta cuando existen dos funciones proposicionales, las cuales tienen la misma tabla de
valores en cada renglén que se analice.

Ejemplo 7: Demostramos la equivalencia logica de las siguientes proposiciones, Pi:p<>q y P2:~(p¥q)

p q p 4 q ~ (4 ] )]
%4 %4 %4 %4 %4 4 %4 F 4
|4 F %4 F F F %4 %4 F
F %4 F F %4 F F %4 %4
F F F %4 F 14 F F F
1ra operacion 1 1 1 1
2da operacién 2 2
3ra operacion 3

Las proposiciones 1y 2 son equivalentes como lo podemos observar en la tercera operacién del verde y la segunda del
color plomo, ambas son una contingencia, pero lo mas importante se demuestra la equivalencia de ambas.

Actividad 55: Demostramos la equivalencia de las siguientes proposiciones.

Pi: ~(p A q) es equivalente a P,: ~p V ~q

Pi: p = q esequivalentea P,:~pV q

Pi: (p Aq) Aresequivalentea Py:p A (g AT)

Pi: pVv(qAT)esequivalentea P:(pVg)A(pVT)
Pi: p <> gesequivalentea Py:(p > q) A(q = p)

7. Algebra de proposiciones
Mediante las propiedades del algebra, podemos simplificar todas y cada una de las expresiones algebraicas, de tal forma
gue una operacion (suma, resta, multiplicacién divisidn, etc.) pueda realizarse de una forma mds rapida y exacta. El

mismo principio podemos aplicarlo al algebra de proposiciones, los cuales se podran lograr mediante el uso de las leyes
de equivalencia, de las cuales algunas ya pudimos demostrarlas mediante las tablas de verdad.

Las leyes légicas que nos permitiran realizar operaciones con las proposiciones son las siguientes.

PAP =D PAGQ=qAp
N Leyes de 12 Leyes
Idempotencia pVp=p conmutativas pVq=qVp
~(~p) =p
L (PA@)AT=pA(gAT) Leves d
i3 eyes L4 eyes de PA~p=F
Asociativas (pvq)Vr=pv(qVvr) negacion

pV~p=V

[
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AV = ~(pANq) =~pV~
s Leyes de P b 6 Leyes de ®ro) pY=a
Identidad pVF=p Morgan ~(pVvq) =~pA~q
PA@VI)=@AQV(pAT)
7 Definicion de pPoqg=~pVgq 8 Leyes
Implicacion Distributivas [ pV(qAT) = (V@ A(pVT)
pA(PVQ =p
d pv(iPAQ =p Definicién de
lo| levesde L oble P& a=@-DA@~P)
Absorcion PAF=F 0 o,
implicacion
pvV =V

Con estas equivalencias, podremos realizar la simplificacion de operaciones con proposiciones ldgicas.

Ejemplo 8: Simplificamos las siguientes proposiciones.

1. pA@V~q Usamos L4 1. ~qV(~pAp) Usamos L4
pAV Usamos L5 ~qVF Usamos L5
p Simplificado ~q simplificado
1. ~(pA~qQ)Vgq Usamos L2 1. ~p=>~QAp Usamos L7
qVv~{pA~q) Usamos L6y L4 ~(~pV~q) Ap Usamos L6, L2, L4
qVv(~pVQq) Usamos L3y L1 (pAQ) Ap Usamos L3y L1
~pVq Simplificado pAq Simplificado
1. qVv(p - ~q) Usamos L2 1. ~pAQ AP - Usamos L6y L7
qV (~pV~q) Usamos L3y L4 (~p 3)~q) A(~pVq) | UsamoslL8
~pVvV Usamos L9 ~pV (~qAQq) Usamos L4
4 Simplificado ~pVF Usamos L9
~p Simplificado

Actividad 56: Simplificamos las siguientes proposiciones.

L(p>APV~q
2 pv~(p—r)

3 pAlgVv(pA~q)]
4 [qrn(@->~p)]-> @A

| {REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 57:
1. Respondemos las siguientes preguntas.

- ¢Por que es importante la légica?

- ¢Como aplicamos la légica en el enlace tecnologico?
2. Mencione 5 ejemplos de la aplicacion de la logica en la cotidianidad
3. Elaboramos cuadros didacticos sobre las leyes y conectivos légicos, los cuales nos permitan retroalimentar y reforzar
nuestro aprendizaje.

#ﬁég‘ iES HORA DE LA PRODUCCION!
T

Actividad 58:
Elaboramos e investigamos diferentes ejercicios sobre las tablas de verdad en proposiciones de la vida real y las damos a
conocer a nuestros compafieros utilizando los recursos tecnolégicos.

!&T‘ﬂ Escanea el QR

Ingresa al codigo QR para
resolver problemas de
razonamiento (combinaciones),
a través de la plataforma virtual
LICHESS.

Escanea el codigo QR para Ingresa al QR para aprender
encontrar las respuestas a las nocidnes bdsicas del
los ejercicios de las diferentes ajedrez.

actividades.
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CIENCIA TECNOLOGIA Y PRODUCCION

MATEMATICA

APLICACION DE LAS PROGRESIONES ,
EN LA COTIDIANIDAD

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Depreciacion

Dejando a un lado los casos en que un objeto adquiere valor pre-
cisamente a causa de su antigliedad y rareza, todo bien (vehiculos,
casas, maquinarias, equipos de computacion, etc.) va disminuyendo
de valor afio a afio debido al desgaste, la desactualizacion y el enve-
jecimiento. A este proceso se denomina “depreciacion”. Al final de
su vida util (el tiempo en que puede ser utilizado y aprovechado) un
bien tiene un valor que se conoce como “valor en libros”.

Actividad 1

n Un bus de transporte interdepartamental es adquirido en Sus 130 000. El ritmo de
depreciacion es de 7% el primer afio, 6,5% el segundo, 6% el tercero y asi sucesivamente,
porcentajes calculados sobre el costo original del vehiculo. (Cudl serd su valor en libros al
cabo de sus 12 afios de vida util?

B Construyamos la tabla en el cuaderno de ejercicios y completemos los datos faltantes:

Afio 0 1 2 3 4
% de depreciacion - 7% 6,5% 6%
Depreciacion - 9100 8450 7 800
Valor al final de afio | 130 000 | 120 900 | 112 450 | 104 650

B Respondemos las siguientes preguntas en el cuaderno de ejercicios:

1. ¢Qué porcentaje va depreciandose cada afo?
2. éQué precio tendrd el autobus al cabo de 10 afios?

3. ¢Qué entiendes por la palabra sucesion?

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

=%

—e 1. Progresiones y sucesiones
Una sucesion {ap} es un conjunto ordenado de nimeros: a,a:,as,...,an donde a cada uno de ellos se los denomina como término de la sucesion.

En una sucesién a1, ap, a3,..., el subindice indica la posicién del término. Asi, por ejemplo, ag es el quinto término y ap 121
es el término n-ésimo de la sucesion.

Formas de determinar una sucesion.
La férmula directa (llamada también férmula del término general) indica cémo hallar un término cualquiera de una
sucesién conociendo el lugar que el término ocupa.
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La féormula recursiva indica como hallar un término a partir del término anterior.

Actividad 2: Nos familiaricemos con algunas sucesiones. Descubre el patron de
cada sucesion y escribe al menos tres términos siguientes:

3,4,6 9 138 |[ | 2,357 13 |[ |[]
5,1, -3, -7, ][] 11,2351 )[]
. — -3
Ejemplo 1: Calculamos a) a, =2n-1 b) b, = 3"

‘ Actividad 3 los 5 primeros términos 1
Calculamos los primeros 5 de cad? sucesié'n a partir a=2-1-1=1 b,=3"3=3"2 =—
términos de cada sucesion, de la férmula directa. a,=2-2-1=3 i)
dada la férmula directa. —22-3 _ -1 _

f a3:23_1:5 b2—3 3—3 —§
n(n+1)
b dn= > a4=24—1=7 b3=33_3=30:1
2 hn=3n_3 a5:25_1:9 b4=34_3=31=3
» ap=3n—1 La sucesién formada b-=3""3=32=9
n2 es: La sucesion formada es:
v Up = 1,3,5,7,9, .. 1'}'1’3’9'_"
9°3
(- , . . . . \
Ejemplo 2. Encontramos la férmula directa de las siguientes sucesiones:
A | 14, 21, 28, 35, 42
5...10, 15, 20, 25, .. » , ’ g
oy —y Por tanto, la . ~F =7 ST Em, E
@ @ @ @ formula directa @ @ D@ féormula directa
La secuencia estd comprendida por los La secuencia estd comprendida por los multiplos . =
miitiplos de 5, es decir 5*la posicién que sera: a, = n de 7, sin embargo, la sucesion no inicia desde 7, de Sera'm
ocupa el término en la . tal manera gque no se puede
Unicamente con lo expresion 7*n, es necesario
sumarle 7 para que el primer término seo 14,
_ J
s N\

2, 5 8, 11,
oy

Hoy que sumarle 3 al t€rmis

® ® @

anterior

Por tanto, la formula
recursiva sera:

término anterior a by,.

.

Denotamos como b,_, como el

bn:bn_1+3,b1:2

Ejemplo 3. Encontramos la férmula recursiva de las siguientes sucesiones:

1, 1, 2, 3, 5 8,
@D @D @3 @G
Ci ida como la 5 in de Fib

hay gue sumar los dos términos anteriores.

Por tanto, la formula directa sera:

conf; =1f;=1

mAcﬁvidad 4

Calculamos los primeros 5
términos de cada sucesion,
dada la formula recurrente.

_enn

,
an-1

a; =3

n

Ejemplos:
5

Zai=a1+a2+a3+---+an

i=1

a;: son los elementos del conjunto.
La expresion i = 1 indica donde

empieza la suma.

Sumatorias y sus propiedades
Desde el punto de vista de la matematica,

la sumatoria o sumatorio se emplea para
representar la suma de varios o infinitos

elementos de un conjunto de niumeros.
Esta operacion se representa por la letra

griega Sigma (Mayuscula) "2" la cual
iremos detallando a continuacion:

n: el numero de elementos a tomar en
cuenta, donde termina la sumatoria.

B (2= 4+ + (-2 + (-2 4+ (-D*+(-2)°=1-244-8+16—-32 =

k=0

42i+1_2(0)+1 2)+1 2 +1  23)+1 2(4)+1

i=02i—1_2(0)—1+2(1)—1+2(2)—1+2(3)—1 2(4) -1

Tu turno:

5 .

c) Z L
Lii+1
i=1

5 7
—1+3+z+=+=-=

9 |667

357 |105




—eo Propiedades de la sumatoria

Primer Trimestre Matematica @&————

Sumatoria de una Sumatoria de una constante de Sumatoria de una suma o de una
constante unha sucesion diferencia
n n n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

—e Progresiones aritméticas P.A.
Una progresion aritmética (P. A.) es aquella en la que cada término, excepto el primero, se obtiene sumando al anterior

una cantidad constante d llamada diferencia.

ay: ler término
>

>y =a, +d

?1=a1|
[aa]= [ [d]
[2] =[] [d][4]
o (o ] [a]]

Ejemplo 1:

Determinamos los elementos de la P. A.:

2; 5; 8; 11; 14; 17; 20; 23

a, = 2,

a,=23,n=8d=3
La diferencia es posible calcular
restando algun término de la P.A. con
su término anterior.

d=a2_a1=5_2=

' Para pensar un poco

Ejemplo 4:
Encontramos los cinco primeros Sl:
a,=2yd=7

n=2+Mn-1)7
n=2+7n—-7
a,=7n—5
Calculamos los cinco primeros
términos de la sucesion:
a, =2
a,=7-2—-5=9
a;=7-3-5=16
a,=7-4—-5=23
as=7-5-5=30

—e Interpolacion Aritmética

En una progresion aritmética, los términos que se encuentran entre los dos términos extremos dados, a1 y ap, se llaman

| }a3:a1+2d
11 s 04 =0y +3d |

&“! _,a5=a1+4d

a,: Término general
ay: ler término

d: Diferencia
Ejemplo 2:

Calculamos el trigésimo quinto
términodelaP.A.:1,7,13,19

a, =1 n =35
d=7—-1=6 a, =7
Utilizamos:

a,=a;+(n—1)d
ass=14+35-1)-6
azs=1+34-6

azs =1+ 204

El General Irahola decide formar su tropa en forma de
triangulo de talmanera que la primerafila tenga un soldado,
la segunda dos, la tercera tres, y asi sucesivamente. Si hay
1 225 soldados, écudntas filas puede formar?

Ejemplo 5:
. 1
Hallamos azq siaq = ;3 Ya12 = 6

Calculamos la diferencia:

_673

Calculamos el término pedido:

1 1
1 29
a30=§+ -

a,=a; +(m—

Formula directa

n: Numero de término

| Farmula del 1er término: |

|
1)-d a=a,—(n—1)-d
Férmula de la diferencia:
. R a
=1
Farmula del nimero de términos: |
' pie o aas
A TS
Ejemplo 3:
Una P.A. tiene 85 términos. Si los tres
ultimos términos son —%,—%, -7.
Calculamos el 1ler término.
a; =7 n=85 a,= -7
d=—7 25 _ 3
a 4] 4
Utilizamos:
a; =a,—(n—1)d
=-7—-(85-1) 3
al - 4
=-7—-84 3
a, = 2
a;,=-74+63=
Ejemplo 6:
é¢Cuantos términos tiene la
sucesion?: 4,8,12,16,...,512
a, =4 a,=>512
d=8—-4=4
Encontramos el numero de
términos:
512 — 4
n=————+1
_ 508 _ 512
T T T,

medios aritméticos entre a1 y ap; los términos a1 y ap se denominan extremos.
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Actividad 5. Resolvemos los Realizar una interpolacién aritmética de p términos entre dos nimeros dados significa

siguientes ejercicios: hallar p medios aritméticos entre a 'y b: a1, X1, X2, s Xp, An
———————
1. Determinar los elementos de la p términos
P.A.: . R
23; 20; 17; 14; 11, 8; 5 Ejemplo 1: Ejemplo 2:
. - Interpolamos tres medios aritméticos Interpolamos seis medios aritméticos
2. Calcular el décimo sexto término tre2v 14
delaP.A:2,7,12,17 entre VZ : 14 5 entre 3y 38.
) - ) a=2;a, = , n=
3. Una PA tlenel 35'term|nos4 Silos 1 n a; = 3‘. a, = 38‘ n=8
tres ultimos términos son
Calculamos la diferencia: . .
_% =%, =7 Calcula el ter 14 — ]; 12 Calculamos la diferencia:
término. d= =_"--3 38—-3 35
4. EnlaP.A. entre-10y 5, ubicar 4 5-1 4 d=8—1=7=5
- EnfaiA entre =20y, ubicar Interpolamos:
términos centrales. Interpolamos:
a, = 2
5. EnunaP.A. el3ertérminoes5y a, = 243=5 3’ 8’ 13’ 18’23’28’33’38

el 7mo término es 3. Calcula el

az=2+2-3=8
a,=2+3-3=11
6. EnunaPA.t,=2(n—1)+7. as = 14

Calcula: ty¢, paran = 10.
2,5,8,11,14

10mo término.

Suma de términos equidistantes

En toda sucesion aritmética finita a4, a,,as, ..., an_3,a,—1,ay se verifica que la suma de dos términos equidistantes
de los extremos es constante e igual a la suma de los extremos a4, + a,.

Es decir, en la sucesidon Ay, Az, e, Ay, An_1, 1, Se verifica:

a1+an=a2+an_1 =a3+an_2 =a4+an_3 B

—eo Suma de n términos de una sucesion aritmética

_nla; +a,) 6 s = n(2a; + (n—1)d)

Su= 2 " 2 Ejemplo 2: LUCHEMOS CONTRA LA VIOLENCIA
Ejemplo 1: Desde que Victoria decidié rehacer su vida después de haberse
En una P.A. de 7 términos, el término central es separado de su pareja por violencia intrafamiliar, abrié una cuenta
18 y el segundo 22. Calcula el 6to y 7mo de ahorros en un banco con 120%us, el 2do mes deposité 145$us y
términos y la suma para 10 términos. el 3er mes 170$us. ¢Cuanto ha ahorrado en un afio y medio y
a, =18;a, = 22, n=7 cuanto el tltimo mes?

P.A.:120,145,170, ...
Calculamos la diferencia:

_ 18 —22 _ —4 __2 a, = 120$,n = 18meses,d = 25$,S5 =?,a, =?
3 - 1 2 . . ’ .
Calculamos el 6to y 7mo término. a; = 24 Calculamos el dltimo término:
ag =24+ (6-1)-(=2) ajg = 120 + (18 — 1) - 25
ag =24—10 = aig = 120 + 425 = [545%us
a; =24+ (7-1)-(-2) Para saber el monto ahorrado, calculamos la suma hasta a,g:
a; =24-12 =
Calculamos la suma paran = 10. Calculamos a, _18(545 +120)
8=
2
Ao =24+(10-1)-(-2) =6
18- 665
S = —— =[5985%us
10(24+6) 10-30 2
10 = 2 = 2 =
Respuesta. Victoria ahorré 545 ddlares el ultimo mes y 5985 ddlares
Actividad 6. durante el afio y medio, demostrando que se puede salir adelante.

Resolvemos los siguientes ejercicios

. o -, L 11 7
1) Encontramos la suma indicada en la siguiente progresion aritmética: _E’Z’l’Z’ w3 S0

2) Hallamos el nimero de términos para que 2+8+14+20+--=3640
3) Sobre una recta en el suelo hay una canasta y 30 manzanas distribuidas en la misma recta. La canasta esta a
3m de la primera manzana y las manzanas estan a 1,5m una de la otra. Una persona parte de la canasta, recoge
la primera manzana y regresa a ponerla en la canasta; hace la misma operacién con la segunda manzana y asi
124 sucesivamente.
a) ¢Qué distancia ha recorrido al recoger y colocar la vigésima manzana?
b)éQué distancia ha recorrido en total al recoger las 30 manzanas?
4) Un dentista arregla todas las piezas de un cliente, por el primer diente cobra Bs 80 y por cada diente después
del primero cobra Bs 7 mas que el anterior. Si el cliente tiene la dentadura completa ¢ Cual serda el honorario del
profesional y cuanto cobré por el ultimo diente?




—e Progresiones geométricas P.G.

Primer Trimestre Matematica

En una sucesion geométrica cada término (exceptuando el primero) se obtiene multiplicando el término anterior por una
cantidad fija r llamada razén geométrica. La formula directa (o término general) es:

al-[a

o 7]
@] a7
[ [

%Er

7]

as =[a [ 117 1 |={r
ol R 5 s s f i

Ejemplo 1:

Determinamos los elementos de la P.G.:

5;10;20; 40;80; 160: 320

a1=5,
n=3200n=7r=2

La razon es posible calcular dividiendo
algun término de la P.G. con su

término anterior.

an

An-1

r

Actividad 7. Resolvemos los

siguientes ejercicios

Determinamos los elementos
delaP.G.:2; 6; 18; 54;162
Hallamos ag dela

progresion: ; :1:3:

El 62 término de una
progresidon geométrica es

50 vy larazon 2. Hallamos el
primer término.

En una progresion
geométrica, a; =8 y a; =

. Hallamos la razén

512

Un hombre trabajé durante 8
dias y cada dia gand % delo
que gano el dia anterior. Si e
82 dia gano Bs. 1. ¢{Cuanto
gano el primer dia?

Interpolaciéon geométrica

Realizar una interpolacion
geométrica de p términos entre dos
términos extremos a y b significa
hallar p términos, X1,X2,--Xp talles
que estos y los extremos formen una
sucesion geométrica. Los términos

interpolados se llaman medios
geométricos.
@, X1, X2, X3, s Xp, b

sucesion geométrica

2. e ——
L —=——7)

=

| Formula del 1er término:

aq: ler término e
> = 1= a1
o g | = g <1 it
@ Qy; =a;°r 2 1 Formula de la razan:
8y = 1ty “F? ' Férmula directa et et
- a,,: Término general = G‘._
Qp=4ag°r ay: ler términa -~
1 g n: Nimero de término | Férmula del ndmero de términos: |
Hsr =t 1 Razén (an)
log i
=
Ejemplo 2: 1‘_’_3_7"_ .
Hallamos el primer término de una
progresion geométrica cuyo Ejemplo 3:
quinto término es 432 y su Hallamos el nimero de término de la P.G.
razon es 6. dondea; =2, a, =486y r = 3.
a, =7 n=>5 n=7
r==6 as = 432 Utilizamos:
Utilizamos: a
log (—”)
__Gn A LSV
a = =1 logr
432 432 432 | 486
agGT =—=—=— —_—
T6ST 6t 129 (7)),
1 log3
a, = § n= El
Ejemplo 5: Calculemos el término
Ejemplo 4: pedido en cada P.G.

En una progresion geométrica el
término a; = 18 y el término
as = 162, hallar a5.

Para calcular la razon: Podemos trabajar con

as que puede ocupar el espacio de a; y as
que funge como as.

aq,a,, a3,a4,a5, a6,

a as
Hallamosrcona; = 18y a; = 162,n = 3.

3-1 162
r= —\5=[3]
HaIIamosal:
18 18 18
a1=F=¥=?=

Hallamos a,:
a,,=2-312"1=2.31

aqp; = 354 294

Ejemplo 1:
Interpolamos 3 medios geométricos entre 2 y 162.
a, =2;a, =162, n=>5
Calculamos la razén:

T:51’162 ﬁ—.

Interpolamos:
a, =2
a,=2-3=6
a;=2-32=18
a, =2-33=54
as =162

it 2, 6,18, 54,14

1,v2,2, ..
a; =1 r=+2
Calculamos el décimo término:
9
QA9 = 1- (\/E)

aw:ﬁ
a10=\/28'2=24\/z=

Halla la razén r de una sucesién
geométricasi:ag = 4374ya, = 6

Ejemplo 2:

Interpolamos 4 medios geométricos entre 4 y ﬂ

1215
4 128
5 1215’
Calculamos la razon:

128
o 5132
z 24

Interpolamos:

a, =—;a, = n==6

u1-li-

Q
S
Il

2
'3
.1323_128

" 5’15'45’135’ 405’ 1215

N
|
Hlm

I-P U'II-PU1I-P
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Suma de términos de una progresion geométrica

Dada la progresion geométrica: a,, @y, @z, Ay, As, v, A1, Ay Ejemplo 1:
Obien:a;, ay 1, a; 1%, ay 13, ..,a - 7"! Una persona ahorré bs 128 en el mes de enero, y de ahi
en adelante solo ha podido ahorrar la mitad de lo que
Vamos a obtener la expresién matemdtica que nos permita determina la ahorré el mes anterior. ¢ Cuanto ha ahorrado en el mes de

suma de los términos de una progresion geométrica. S,, .
prog g octubre y cuanto es su ahorro total?

So=a ta;-r+a-ri+ a4 4 a1t (1)

EsdecinS, =a; +a, +as+ ag+ .+ @y, +a, (2) a; =128 r=1/2,n =10

Multiplicacién (1) por r Calculamos el ultimo término:
reSy,=a;-r+arortacrior+arior+ 4 acrvter -1
reS,=artarita it oagcrtt Lta 4 gt ajp = 128.<_) =5= 0.25

reSy,=atazta,tas+ o +a,+a,+a " (3)
Restando miembro a miembro (1} y (3)
TS, =05t 9§ +alt ol gl +ag bag Tt
—Sp = — @ — @ — .~ Ay — 0
rS,—S,=a;"r"—a,
Sp(r—1) =a,(r"—1)

Calculamos la suma total:

_z((3)"-1) _nes (2
_d) )y

10

1

2z 2
1023

S0 = 2 - 255.75

Rpta. En octubre ahorré apenas 25 centavos y en total

[ o " —1) ahorré 255.75 bs.

S
" r—1

2. Resolucidn de problemas del contexto y la tecnologia
Actividad 8. Resolvemos los siguientes ejercicios

. . L 1
1. Hallamos la suma de los 5 primeros términos de la progresion: :: 6 : 3 : 17 HIN

. A L 11
Hallamos la suma de los 10 primeros términos de la progresién: :: 77 1:
El dia lunes gané Bs 2 y cada dia después gané el doble de lo que gané el dia anterior. ¢Cudnto gané el sabado y cuanto

de lunes a sabado?

. 1
4, Siay =1,r= > calculamos Sy

La leyenda del ajedrez

Una leyenda acerca del origen del ajedrez en la India cuenta que Lhaur
Sessa, el inventor del juego, ante el ofrecimiento del rey Ladava pidiod
que se le recompensara entregandole un grano de trigo por la primera
casilla del tablero de ajedrez, dos por la segunda, cuatro por la tercera
y asi sucesivamente. El rey se sorprendié ante la aparentemente misera
peticién y ordend calcular la cantidad de trigo. Los matematicos, después
de mucho trabajo, le comunicaron que no estaba en condiciones de
cumplir el pedido de Sessa debido a la exorbitante cantidad de trigo que
se necesitaba. La historia cuenta que Sessa liberd al rey de su promesa y
se convirtié en su consejero. ¢ Cudntos granos de trigo pidio Sessa?

Con los datos brindados en la lectura tenemos que: a1 =1,r=2,n =64

Calculamos la suma Sg,.

1.2 -1) 21
Sea = ( ) = =264 _1
21 1
=[1833 581560671830 015 | granos de trigo

iToda la produccion de trigo de un siglo no seria suficiente!

Actividad 9. Analizamos y resolvemos el siguiente problema

Te ofrezco un trabajo por el que ganarias Bs 1 el primer dia, Bs 2 el
segundo dia, Bs 4 el tercero; es decir, cada dia ganarias el doble de lo
que ganaste el dia anterior, ¢ Cuanto ganarias en 30 dias de trabajo?,
éte conviene?, ¢aceptarias el trabajo?

126 Actividad 10. Resolvamos el siguiente problema

Historia familiar
éCuantos antepasados tienes en 10 generaciones anteriores?
a1=2 (padres),ay=4 (abuelos),a3=8 (bisabuelos)




Primer Trimestre Matematica @&————

—

' ;REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 11. Respondamos las siguientes preguntas:
Formamos grupos sociocomunitarios de tres o cuatro personas para reflexionar y debatir los contenidos desarrollados,
en funcidn a las siguientes preguntas:

- ¢Enla leyenda del ajedrez, qué opinidn te merece la decisién del rey al aceptar la forma de pago a Sessa?

- ¢En qué aspectos de la naturaleza se observan sucesiones numéricas? Mencionamos al menos tres.

- En el campo de la economia, éen qué circunstancias se aplican las sucesiones?

-Valoremos lo maravillosos que pueden ser los nimeros y anotemos dos sucesiones que nos llamaron mas la atencion.
Formemos un circulo de reflexion para debatir en funcidn al analisis efectuado en cada grupo sociocomunitario.

& :
/A jES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 12. Elaboremos materiales:
- Elaboremos un cuadro didactico de la sucesion de Fibonacci, analizando matematicamente su conformacion.

- Construimos un calendario de ahorro (30 dias) y proponemos una progresion para llevar adelante el ahorro. (Segun
nuestras posibilidades). Calculemos el total de dinero a recaudar al finalizar el mes.

- Socialicemos el calendario de ahorro en nuestras familias incentivandoles a cumplir el reto.

ANALISIS COMBINATORIO EN .
SITUACIONES CONCRETAS

/| jINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 13. Respondamos a las preguntas de acuerdo al caso

Isabel es una nifia que nacié en pleno confinamiento por la pandemia,
como las restricciones iniciales eran muy rigidas al inicio, su madre no
podia acudir a las tiendas cercanas para adquirir nueva ropa para su
hija. Solo disponia de 5 poleras, 4 pantalones, 3 pares de calzados. En
equipos de trabajo, determinamos todas las posibles formas diferentes
de vestir a Isabel y respondemos las siguientes preguntas.

- ¢éCuantas son las posibles formas de vestir a Isabel?

- Asumiendo que, a Isabel la deben cambiar 2 veces al dia. ¢{Para
cuantos dias abastece su ropa?

- é¢Cémo se llama el célculo realizado para determinar todas las
posibles formas de vestir a Isabel?

- ¢En qué otras situaciones es necesario saber todas las posibles
formas de hacer algo?

El principio fundamental de conteo establece que si hay p formas de hacer una cosa, y q formas de hacer otra cosa,
entonces hay p x q formas de hacer ambas cosas. También se le conoce como el principio multiplicativo.
Expresado algebraicamente tenemos: p-qr...

Ejemplo: Actividad 14. Resolvamos
¢Cudntos numeros divisibles por 5 formados por 4 digitos distintos se pueden formar el siguiente problema
con los digitos 0,1, 2, 3,4,y 5?

Para ir de la ciudad A a
la ciudad B hay cuatro

_— _ R i R _ e i caminos; para ir de B a C
3 posibilidades 3 posibilidades hay 5 caminos; y para ir de
4 posibilidades 4 posibilidades la ciudad C a /¢.7 ciudad D hay 127
5 posibilidades 4 posibilidades Z;;ri‘:”gg‘;i ¢p i‘;‘;’;ﬁ’stg "’rt,‘;i
5-4.-3=60 4-4-3=48

para ir de la ciudad A a la
ciudad D, pasando por las

Por consiguientes es posible formar 60 + 48 = 108 nimeros. ciudades By C?
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—e 5. Variaciones simples

—e 2. Factorial de un nimero natural y sus propiedades

El producto de 5-4-3-2-1 se suele simbolizar 5! que se lee “cinco Ejemplos: Calculemos:
factorial”. 1) 6!=6-5-4-3-2-1=720

El factorial de un niumero natural n se representa por “n factorial” o 2) 5!=5.4-3.2-1=120
“factorial de n” y se define como:

3 6 _ 654321 _ 720 _ g0
n'=n-(n-1)-(n-2)-..-3-2-1 (6-4)! 221 .
. . Calcula cada una de las siguientes expresiones.
3. Permutaciones simples 1) 8=8-7-6-5-4-3-2-1=40320

Dado un conjunto n de elementos, se llama permutacién simple de n
elementos a cualquier agrupamiento ordenado de esos n elementos,
8! _ 87654321 _ 40320 _

de modo que dos agrupaciones se diferencien solo en el orden de  2) o= =—"-=1"56
aquellos.

L. El nUmero de permutaciones simples de n elementos estd dado por:
Actividad 15. Resolvamos P P P

los siguientes problemas Ph=nl=n(n-1)(n-2)-..-1

- - — Ejemplos:
1.- éCudntos numeros distintos | ,
de 5 cifras se pueden formar 1. éDe cudntas maneras pueden sentarse 5 personas en una banca?

con los digitos 4, 5, 6, 7y 8?
2.- ¢Cudntos anagramas se 5!=5-4-3-2-1=120 maneras

pueden formar con las letras de
Beatriz? ¢Cudntos comienzan

2. Un equipo de futbol de saldn tiene 6 jugadores, de los cuales el arquero y un delantero

con la letra Z? son inamovibles ¢de cudntas maneras se puede disponer de los jugadores del equipo?
3.- Orlando tiene un CD

de musica de 8 pistas. ¢De A BCEFD

cudntas  maneras  distintas

podria escuchar su CD en el Pok = m—-K)!- Peo = (6-2)=41=4-3-2-1

modo de “Secuencia aleatoria” = 24 maneras

(Random)?

—e4. Permutaciones con repeticion
Si en un conjunto de n elementos uno de ellos se repite n_1 veces, otro se repite n_2
veces y asi sucesivamente, entonces el total de permutaciones estd dado por:

Actividad 16. Resolvemos

los siguientes problemas pruNze. _ n!
. . n - n,!-n,!--.--
1.- Con los digitos 1, 1, 2, 2, 2, Ejemplo: 1 2
3 3,3y 3, ¢Cudntos numeros Calculamos el nimero de anagramas que pueden formarse con las letras de la palabra
distintos podemos escribir ,
en el sistema de numeracion MARA.El nimero de elementoses4:n=4
decimal? La letra A se repite dos veces: nq = 2
2.- ¢Cudntas sefiales formadas
por 6 banderines pueden 41
formarse con un banderin rojo, P2=—=4.3=12 permutaciones
uno amarillo, uno verde y tres 4 21
azules?

: . . Ejemplos:
Si con Ias.Ietras Qe la p‘alakfra AMOR construimos secuencias ?de 1.- éCuéntas variaciones se pueden obtener
3 letras (sin repetirlas), ¢ Cuantas secuencias podriamos formar? con las letras a, by ¢ tomadas de 2 en 2?
- Comenzando por A: AMO, AMR, AOM, AOR, ARO y ARM n=3 k=2
- Comenzando por M: MAO, MAR, MOA, MOR, MRA y MRO . n 3
a2 TG
- Comenzando por O: ...... 3.2:1 : :
- Comenzando por R: ...... == = (6]
Una variacién sin repeticién de n elementos tomados de k en k 2.- Diez personas esperan para subir a un

funicular que sélo tiene capacidad para 6. ¢de
cuantas maneras distintas se pueden sentar 6
de esas personas en el funicular?

(donde k<n) es un grupo ordenado de k elementos distintos que
se pueden formar a partir de los n elementos.
La cantidad de variaciones de n elementos se calcula mediante:

0 n=10 k=6
Vog=n-n—1)-n—2)--(m—k+1)=——— donden >k _ 1ot 10!
' (n —Kk)! Vs = @06y~ @
6. Variaciones con repeticion 10:-9-8-7-6-5-4!
Si con las letras de la palabra AMOR formamos secuencias de 2 letras, = 41
pero de tal manera que pueden repetirse las letras hasta dos veces, =

¢Cudntas secuencias podriamos formar?
- Comenzando por A: AA,AM,AOQ,AR

- Comenzando por M: MA,MM,MO, MR, etc.

Las variaciones con repeticién de n elementos tomados de k en k son los distintos grupos ordenados de k elementos,
repetidos o no, que se pueden formar con los n elementos dados.
La cantidad de variaciones con repeticién de n elementos estd dada por:

VR, j=nK
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Ejemplo:

¢Cudntos numeros formados por dos cifras podemos obtener con las cifras 1, 2, 3, 4, 5?
n=5

k=2 VRn,k = nk -> VR5’2 =52 = 25 nGmeros

7. Combinaciones simples

Se llama combinacion de n elementos tomados de k en k a cada uno de los grupos de k elementos que se pueden formar,
sin tener en cuenta el orden en que se pongan los elementos.

El nimero de combinaciones de n elementos tomados de k en k (Cn,k) es igual al cociente del nimero de variaciones
(Vn,k) entre el nimero de permutaciones (Py = k!). Entonces:

n!
Coo = Vok _ (n=K)! _ n! d Actividad 17. Resolvemos
nk =0 = = onden >k R
Py k! (n—Kk)!- k! los siguientes problemas
Ejemplo:
De siete profesores y diez estudiantes se debe formar una comision integrada por dos L- ¢Cudntos numeros de 3
f 4 estudiantes. ¢ Cuantas comisiones diferentes se pueden formar? digitos se pueden formar con los
profesoresy 4 estu .é p ! digitos 3, 4, 5, 6, 7 si los mismos
Combinaciones de los profesores tomados de 2 en 2: pueden repetirse?
2.- Si se lanzé una moneda 3
c 7! 7! 76 21 veces consecutivas, ¢cudntos
nk = = = = son los resultados posibles?
(7 - 2)! - 2! 5!-2! 2-1 3:- éCudntos numeros df-: 4
Combinaciones de los estudiantes tomados de 4 en 4: g’g’giﬁ,‘;ﬁe%emas”" milltiplos
4.- ¢éCudntas placas de
] ! .9.8-
C — 10! — 10! — 10-9-8-7 =210 automovil pueden fabricarse
10,4 (10—4)!-4! 6!-41 4.3-2-1 utilizando sélo cifras pares?
5.- Sobre una circunfergncia
Por el principio multiplicativo: sec rr]atrcar; 9 purlrtos d/stmgos
.. . cCuantos triangulos se pueden
21210 =4 410 comisiones posibles construir haciendo que  sus
8. Niimeros combinatorios vértices estén situados sobre
. X X . L, esos 9 puntos?
El nUmero de combinaciones (sin repeticion) de n elementos tomados de k en k se llama
nimero combinatorio de n sobre k y se denota mediante (%)
. (n n! .
Es decir (k) =Chx = CE T donden > k Actividad 18. Resolvamos el
i | o siguiente problema:
jemplos:
1. Calculamos el nimero combinatorio de “7 Sobre 4”. 1- Calculamos el valor de los siguientes
numeros combinatorios:
i . . .41 5
(7) _ 7! _ 7-6-5-4! _ al (2) b) (151 C)(l:)
4 (7 - 4-)' - 4! 3:2-1-4! 2.- Desarrollamos las siguientes expresiones

por el Binomio de Newton con numeros

2. Calculamos el nimero combinatorio de “11 sobre 2” combinatorios:

a) (2a+ 3b)*
11! 11-10-9! (3x +5y)°
()= - = [55] ey
2 (11-=2)!-2! 91.2-1 gla® 73
. . 3.- Determinamos el 62 término del
9. Binomio de Newton desarrollo de (3% +2)° y determina el
Analizando el desarrollo de (a+b)" podemos hacer la siguiente generalizacion: grado del término resultante.

Eltérminok + 1 es: ty,; = (n) a" k. pk

k

Ejemplo 1: desarrollamos por el binomio de Newton. (a2+2b)>
= 3 @rr@n’ + (3) @ en* +(3) @2@n)?* + (3) @@ + (3) @' @b)* + (3) @°@b)?

_(5\ 10, (5) 8. 5Y 6. 4122 (5.4 134 (5,2, 4, (5 5
—(O)a +(1)a 2b+(2)a 4b +(3)a 8b +(4)a 16b +(5)32b
T L - U L
—aa +4!_1!2a b+3!.2!4ab +2!_3!8ab +Zl6ab +a32b
=al%4+5.2a8% 4+ 10 - 4a®h? + 10 - 8a*b® + 5 - 16a?b* + 1 - 32b°

= a'% + 10a®b + 40a®b? + 80a*b3 + 80a’b* + 32b°

Ejemplo 2: determinamos el 62 término del desarrollo de (3x-x*3 )*9 y determina el grado del término resultante.
tk+1=t6_) k+1=6_) k=5t4_

= (2) 307 (=8

9! 9:8-7-6- 5
_ 40,15y _
= s ) =TT

= —10206x"°%; grado 19

(—-81x1%)
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" {REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 19. Realicemos el siguiente ejercicio:

1. En nuestro cuaderno de apuntes anotamos en qué se aplican las permutaciones, variaciones y combinaciones.
2. Anotemos en qué situaciones utilizamos consiente o inconscientemente el cilculo combinatorio.

iES HORA DE LA PRODUCCION!

A

Actividad 20. Realicemos la siguiente dinamica en aula:
- Formamos equipos de trabajo para plantear desafios con ejercicios de permutaciones, variaciones y combinaciones.

- Intercambiamos desafios con entre equipos de trabajo.
- Cada equipo resuelve los desafios asignados y los socializamos en plenaria.

ESTADISTICA DESCRIPTIVA EN PROCESOS -

PRODUCTIVOS Y FENOMENOS SOCIALES

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 21. Analicemos los siguientes datos e interpretemos la informacion

Estadisticas del cambio climatico muestran que en 2020, la temperatura de la superficie de la tierra era alrededor de
0,98 grados Celsius mas célida que el promedio del siglo XX. En los ultimos afios, las temperaturas globales han estado
constantemente entre las mas calientes registradas.

La anomalia global en la temperatura de la superficie podria ser la causa de u
un aumento en el nivel del mar, una disminucidén del hielo artico y el creciente
nimero de catastrofes relacionadas con el clima, incluidas tormentas, 1

inundaciones y sequias.

Emisiones globales de CO2 relacionadas con la energia, se situaron en
alrededor de 36,44 mil millones de toneladas métricas en 2019, un aumento L |
significativo desde la era preindustrial. Sin embargo, las proyecciones para | com |
2020 y 2021 muestran una notable reduccién de emisiones debido a los

impactos del COVID-19.

FELELESSEILIPEEEESESEEISIEEESS

La actual tendencia de calentamiento es de particular importancia porque la mayor parte de ella (se estima que mas de
un 95%) es el resultado de la actividad humana desde mediados del siglo XX y procediendo a un ritmo sin precedentes
a través de milenios.

W— —2%
La primera grafica muestra las emisiones globales histéricas de CO2 de “‘ W Contaminacién del aire
1758 — 2020. ™ B Suclo
¢ ¢Qué informacion nos puedes brindar a partir de la 1ra gréfica? ™ Hidrocarburos
¢ ¢Qué informacion nos puedes brindar a partir de la 2da grafica? b= Residuos sglidos
. L . P B Contaminacion del
¢ ¢Qué conocimientos tienes sobre la estadistica? , -
. P . B Agua subterrdnea
o Mencllopa en qué situaciones o lugares observas el uso de la B Roiis hcaites
estadistica.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /

—e 1. Definiciones fundamentales de Estadistica

La estadistica es una rama de las matematicas que te permite recopilar, organizar y analizar datos segun la necesidad que
tengas, por ejemplo: obtener un resultado, comparar informacion, tomar mejores decisiones, entre muchas cosas mas.
Recoleccidén y organizacion de datos:

e La poblacién de un estudio estadisticos el conjunto de objetos que tienen por lo menos una caracteristica comun.

e La muestra de un estudio estadistico es el subconjunto de la poblacion sobre la que se realiza el estudio. Los
resultados de la muestra se trasladan a la poblacion.

—e 2. Tipos de variable: cuantitativa (discretas y continuas) y cualitativas
Las caracteristicas que se estudian en una poblacién se llaman variables. Las variables pueden tomar distintos valores.
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Variable cualitativas, sus variables se expresan mediante atributos o cualidades.
Variable cuantitativas, los valores se expresan por nimeros.

¢ Variable cuantitativa discreta: proviene del conteo, mediante nimeros enteros.
¢ Variable cuantitativa continua: proviene de la medicion, mediante nimeros reales.
3. Tablas de frecuencias y graficos estadisticos

La frecuencia absoluta (f;) de un valor x; es la cantidad de veces que ese valor es observado. La suma de las
frecuencias absolutas es igual al nUmero total de datos.

La frecuencia relativa (h;) de un valor es el cociente entre la frecuencia absoluta (f;) y el nimero total de datos

(n):h; = % La suma de frecuencias relativas es igual a la unidad.
La frecuencia relativa puede también expresarse en porcentaje y asi se llama frecuencia relativa porcentual. La suma de
frecuencias relativas porcentuales es igual a 100%.

Ejemplo 1: En un curso de Administraciéon de Empresas, los estudiantes son evaluados cualitativamente con los conceptos
A (el mas alto), B, C, Dy E (el mas bajo). Las evaluaciones obtenidas son las siguientes:

C A B C A B C A D E C A C E B B D E
C D B C E C B D E C C B B C A C A A

a) Construye una tabla con las frecuencias relativa y absoluta

EVALUACION | f; hi TR b) éCudntos estudiantes obtuvieron la calificaciéon A?
B A 7 0,19 19% R.- fp=7, la obtuvieron 7 estudiantes.
| o B 8 0,22 22% c) Sabiendo que la calificacién minima de aprobacién es la calificacion C,
| g c 12 0,33 33% ¢Cudntos estudiantes estan reprobados?
|k D 4 0,11 11% R.- sumamos las frecuencias absolutas de Dy E:
E 5 0,14 14% fp+fp=4+5=9
TOTAL 36 ! 100% 9 estudiantes estan reprobados.

- Frecuencia absoluta acumulada (f; ) de un valor x; es la suma de las frecuencias absolutas de los valores menores o
iguales que Xx;.
- Frecuencia relativa acumulada (H; ) de un valor x; es la suma de las frecuencias porcentuales de los valores menores
o iguales que ;.
Ejemplo 2: De la actividad anterior construyamos la tabla de frecuencias:

Tabla 2
(EVALUACION | fi F H:(%)
A 7 7 0,19 0,19 19% 19%
B 8 15 0,22 0,41 22% 41%
C 12 27 0,33 0,75 33% 75%
D 31 0,11 0,86 11% 86%
E 5 36 0,14 1 14% 100%

Distribucidn de frecuencias para datos agrupados
Cuando la variable es continua o cuando se recogen muchos datos distintos, es conveniente agrupar los distintos valores
que toma la variable en conjuntos de valores que se llaman intervalos o clases, usualmente de la misma amplitud.

Ejemplo 3: la tabla muestra los salarios semanales (en Bs.) de 40 estudiantes de un lugar de comida rapida. Elabora una
tabla de frecuencias con las frecuencias absolutas, relativas y acumuladas.

Tabla 4
Salarios fi| h; H;%
[300,320] | 10 | 0,25 25% | 10 | 0,25 | 25%
' [320,340] 4 [320,340] | 4| o1 10% | 14 | 0,35 | 35%
[340, 360] 5 [340,360] | 50,125 | 12,50% | 19 | 0,48 | 48%
[360,380] 18 [360,380] | 18 | 0,45 45% | 37 | 0,93 | 93%
[380, 400] 3 [380,400] | 3| 0,075| 7,5% | 40| 1,00 | 100%

[300,320] | 40 1] 100%
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s N
200 | 150 | 780 | 2132|1976 | Actividad 22. Los datos corresponden a los impuestos de vivienda (en Bs.) que
208 | 624 | 2236 | 4404 | 5232 | 40 personas, elegidas al azar pagan anualmente.
832 | 676 | 3172 | 3208 | 2132 a)Organiza los datos en orden decreciente:
988 | 3926 | 1196 | 2132 | 3728 b)Determina una amplitud de intervalo conveniente y agrupa los datos en
728 | 2948 | 1248 | 2704 | 5928 una distribucion de frecuencias con intervalos.
988 | 1710 | 1716 | 1404 | 4108 c)éCudl es el intervalo que contiene los montos mas comunes de
468 | 2392 | 2028 | 4472 | 3174 contribuciones fiscales? ¢ Cual es su frecuencia relativa porcentual? ¢Y cual
624 | 3959 | 4040 | 1092 | 1040 frecuencia relativa porcentual acumulada hasta ese intervalo?

§ J

Diagrama de barras, histograma y poligono de frecuencias

El diagrama de barras se utiliza para representar variables
cualitativas o cuantitativas discretas.

En el eje horizontal se indican los valores de la variable vy,
esos puntos, se levantan barras verticales de altura igual a
las frecuencias que vamos a representar. Cada valor de la
variable x, y se frecuencia absoluta f; determinan un punto
(x;, i )-

Si los puntos (x;, fj ) se unen mediante segmentos resulta
una linea poligonal que se llama poligono de frecuencias.

El histograma se utiliza para representar variables
cuantitativas continuas cuyos valores se agrupan en
intervalos.

14

12

)

~

0

A B

TABLA 1

C D E

Sobre el eje horizontal se indican los intervalos y se levantan rectangulos de base la amplitud del intervalo y la altura la
frecuencia. La linea poligonal que une los puntos medios de los lados superiores de cada rectangulo es el poligono de
frecuencias. Completando la curva poligonal aumentando un punto de frecuencia cero ubicado de manera equidistante en

cada extremo de la escala horizontal.

T Para elaborar un histograma, trazamos los rangos en el eje

entre barras.

del histograma.

horizontal y graduamos hasta el valor maximo el eje vertical.
Trazamos las barras que indican el valor sin dejar espacios

Para trazar el Poligono de frecuencias se debe unir con linea
poligonal los puntos medios del borde superior de cada barra

1.- Musica. Los datos corresponden a las preferencias musicales _
que los jévenes de una muestra manifestacion en una encuesta | Reggaetén

telefénica. Elabora un diagrama de barras y un poligono de | salsa

frecuencias.
a)Elaboramos una tabla de frecuencias.

b)Elabora un diagrama de barras de los datos mostrados.

17 |16 | 18 | 40 | 42 | 60

475810 5 | 3 |12

16 143 44|56 | 57| 6

Grafico de sectores o grafico circular

12
8
| Tecno 5
| Cumbia 10
| Rock 15

60|52 |51]40]36]|28]| 2.-Educacion. Lasiguiente tabla muestra las notas de 30 estudiantes
que obtuvieron en una evaluacion sobre 60 puntos. La nota minima
de aprobacién es 30.
23|34 |31|45|38]|53 a)Elabora una tabla de frecuencias con datos agrupados en
intervalos. Usa una amplitud conveniente.

b)éCual es el porcentaje de aprobados? ¢ Cual el de reprobados?
c) Elabora un histograma y poligono de frecuencias.

En estos graficos se representa un conjunto de cantidades que sumadas correspondientes al 100% de una poblacién o

una muestra.

Ejemplo: Representa mediante un grafico circular o de sectores las frecuencias correspondientes a los votos validos,
blancos y nulos del referéndum sobre la extension maxima de la propiedad agraria, realizado en enero de 2009.
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Votos Totales | Porcentaje @ o ool fi
n s
Vilidos 2425981 69,16% " 4 validos
n representa el nimero
Blancos 893198 | 25,46% | total de slementos W Blancos
Nulos 188551 5,38% | Ej. Votes vdlidos. ® Nulos
360°
Emitidos 3507730 100% _— s 69.16

a =[249°]

—= 4, Medidas de tendencia central
En la mayoria de los casos, el conjunto de datos obtenidos, ya sea de una muestra o de una poblacién, tienden a reunirse
alrededor de un valor central. De esta manera, es posible obtener un valor tipico o representativo de todo el conjunto de
datos, el cual se denomina medida de tendencia central

Media aritmética: La media aritmética es la medida de tendencia central mas utilizada y la de mayor representatividad
en los analisis estadisticos. Representa el promedio del conjunto de datos de la muestra. Su cdlculo se realiza con la suma
de todos los valores de los datos, dividida entre el nUmero de datos que componen la muestra.

n
YicoXi
| i
: ]
H 1]
' i
' ]
H ¥

X = 0 |x =
Moda: En la vida cotidiana se escucha la expresidn “esta de moda” cuando

n cantidad de valores
Mediana: La mediana Me en un conjunto de datos es el valor que ocupa el lugar
algo se observa o se presenta repetidamente. En estadistica, el concepto de
la moda no se aleja de esta apreciacion y, efectivamente, se denomina moda

central, de tal forma que aquel valor deja el 50% de las observaciones por debajo
de un conjunto de datos al valor que mas se presenta, es decir, el atributo

de ély el otro 50% por encima de él
o el valor de mayor frecuencia. La moda se representa por Mo y puede ser
aplicada a las variables cualitativas y cuantitativas discretas o continuas.

suma de valores

S
=2
., &
—~
-
- -
sl

Actividad 23:
1.- Calculamos la media aritmética, mediana y moda de la siguiente serie de datos:

[0 JoJofsfs]3afsaafa]s|s]6 6[6]7[a[s[o]s]s]o]

2.- La tabla muestra las temperaturas registradas en Trinidad durante las horas de sol de un cierto dia.

Temperatura °C 21 22 24
Hora 7 8 9

27 28 29 31
10 11 12 13

32 32
14 15

31
16

26
17

29
18

Calcula la temperatura promedio del dia durante las horas de sol, la mediana y moda.

3.- Las edades en cm, de 25 estudiantes son: 158, 160, 168, 156, 166, 158, 160, 168, 160, 168, 158, 156, 164, 162, 166,
164, 168, 160, 162, 162, 162, 158, 156, 166, 160.
Realiza un recuento de datos y construye una tabla de frecuencias. Calcula la media aritmética, la mediana y la moda.

—e 5. Cuartiles, deciles y percentiles
Cuartiles:
Los cuartiles (Qk) son valores que fraccionan la distribucién de los datos en cuatro partes iguales. Existen tres cuartiles y
cada una de las partes representa un 25% de los datos.
El calculo de los cuartiles se realiza mediante el siguiente procedimiento:
1. Ordenar los datos de forma ascendente.

2. Calcular la posicidn con la ecuacidn: i = (Z) -n Donde K es el nimero del cuartil (k=1,2,3)yn
el numero total de datos.

3. Si i no es un numero entero, se debe redondear al entero siguiente y el valor que ocupa esta posicion sera el cuartil
requerido. Sii es un numero entero, el cuartil es el promedio de los valores i,i+1.

Ejemplo: La talla de los neonatos prematuros nacidos en los partos durante una
noche en un hospital fueron: 40, 37, 29, 31, 32, 38, 38, 38 cm.; para el calculo de los
cuartiles se empleard el procedimiento del ejemplo anterior, teniendo en cuenta el
resultado obtenido al calcular la posicion.
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- Primer paso: ordenamos los datos de forma ascendente: 29, 31, 32, 37, 38, 38, 38, 40.
iy iy i3 Iy I5 ig i7 g
1

- Segundo paso: para el cuartil Q; la posicion seria: i = (Z) -8=2

- Tercer paso: dado que es un entero, el cuartil Q; corresponde al promedio entre los valores ubicados en las

- 31+32 . S
posiciones2y3. Q; = ; = 31,5 cm. Su interpretacién significa que el 25% de los neonatos prematuros

presentaron una talla maxima de 31,5cm.

- El cuartil Q,, la posicién seria: i = (Z) - 8 = 4 y seria el promedio entre los valores ubicados en las posiciones 4 y

37+38
5.0 =—;
maxima de 37,5 cm, igual a la mediana.

= 37,5cm. Su interpretacion significa que el 50% de los neonatos prematuros presentaron la talla

- Para el Q3, la posicion sera: i = (Z) - 8 = 6 y seria el promedio entre los valores ubicados en las posiciones 6y 7.
37+38

2
una talla maxima de 37,5 cm.

Estoes, Q3 = = 37,5cm. Su interpretacion significa que el 75% de los neonatos prematuros presentaron

Deciles:

Los deciles (Dk) son valores que fraccionan la distribucion de los datos en diez partes iguales). En la distribucién se
presentan nueve deciles: el D1 acumula el 10% del conjunto de datos, el D2 deja el 20%, y asi sucesivamente hasta el D9,
que acumula el 90% de los datos. Para el calculo de los deciles se usa un procedimiento similar al de los cuartiles:

Percentiles:
Los percentiles Py, P, Ps, ..., Pyg son los valores que dividen en 100 partes iguales (o aproximadamente iguales) un
conjunto de datos {xy, x5, x3, ..., X, } ordenado de manera ascendente.

. . m
Para calcular el valor percentil P,,, calculamos el valor de j = (ﬁ) n.

.. , Xj+Xj41
- Si j es un ndmero entero, entonces: P, = %

- Si j no es un nimero, su valor es redondeado hacia la mitad superior mas cercana: Py, = x;.

e '
Actividad 24: Las calificaciones (sobre 100) de 20

65|45 |51 87|58 |67 98 45 | estudiantes en el 4rea de Comunicacién y Lenguajes

89 |94 | 67|48 | 68 | 98 | 100 | 51 fueron las siguientes:
65 |1 681 69| 75|86 | 86 | 87 93 e Calcula la media aritmética, la moda y mediana.

e Determina los cuartiles y percentiles. Interpreta los

L resultados. )

e A
Actividad 25: Se le consultd a un grupo de siete estudiantes sobre el nimero de horas semanal que dedican
para el repaso de los temas vistos en clase, obteniendo los siguientes resultados: 3, 5, 2, 7, 6, 4, 9 horas.

kCaIcuIa sus cuartiles. )

—e 6. Medidas de dispersion
Las medidas de dispersion indican cuan dispersos estan los datos respecto de la media aritmética. Cuando un conjunto
de valores es muy disperso, la media aritmética no es representativa.
Rango: El rango o recorrido es la diferencia entre el valor mayor y el valor menor.

R = Xmax — Xmin

Ejemplo: En una habitacién hay tres hombres adultos, de 170cm, 180cm y 184cm de estatura, y tres bebés, de 61cm,
65cm y 72cm de estatura.
éCudl es el rango o recorrido de la informacion?
Rango=184-61= 123cm <@ E§te rango es alto e indica que Ios.datos tienen alta disper§ién. La
dispersion alta explica que la media no es muy representativa.

Actividad 26: L —
1.- Las calificaciones, sobre 100 puntos, de cuatro amigas en algunas

areas durante en el primer trimestre fueron:

Juana: 70, 65, 80, 65, 57 Abi: 90, 85, 75, 60, 80

Luisa: 45, 72, 60, 65, 70 Olga: 65, 70, 75, 67, 70
\_ ¢las notas de qué estudiante tienen mayor dispersion?
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Desviacion media
El rango es simple de calcular, pero es severamente afectado por un valor atipico. Una manera de disminuir el efecto de
valores atipicos consiste en calcular la desviacién media.

La desviacién media DM es la media aritmética de los valores absolutos de las desviaciones de cada dato respecto del
promedio.

o = Zhalxi —
n

Ejemplo: Calculemos la desviacion media y el rango de la siguiente tabla de datos.
Cantidad de viviendas en Chuquisaca por provincia: Fuente Censo 2012.

Provincia Oropeza | Azurduy | Zudafiez | Tomina | H.Siles | Yamparaez | Nor Cinti Belisario Sud Luis
Bueno Cinti Calvo

N° de 86.7 7.7 11.6 11.6 9.6 9.2 23.6 4.6 8.1 5.6

viviendas

(Miles)

e La media de los datos es x =~ 17,8; por tanto, la desviacion media esta dada por:

|86.7 —17.8| + 7.7 —17.8| + -+ 8.1 — 17.8| + |5.6 — 17.8]| o
DM = 10 ~ 14.9 mil viviendas.

e Elrango esta dado por: R = 86.7 — 4.6 = 82.1 mil viviendas.

e Promedio: Esta funcidn nos devuelve la media aritmética de
los nimeros o del rango que estd entre paréntesis o Ejemplo: = === = o o o
=promedio(4,5,6) nos devuelve el valor 5. 3

e Max: esta funcion nos devuelve el valor maximo de una
lista de nimeros o de celdas. Por ejemplo: o Ejemplo:
=max(1,12,125) nos devuelve el valor 125.

| -
o Min: esta funcion nos devuelve elvalor minimodeunalistade  «ow veo i | ety e ) e
numeros o de celdas. Por ejemplo: o Ejemplo: =min(1,12,125)

nos devuelve el valor 1.

e Moda: esta funcién nos devuelve el valor més repetido de - I l I 1l - ; | | |
una lista de numeros o de celdas. o Ejemplo: =moda(1,2,2,3,4) - e
nos devuelve el valor 2 (el mas repe).

?

‘ " iREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 27.

1. Investigamos datos estadisticos sobre las siguientes tematicas.
- Violencia familiar

- Contaminacion del aire
- Depresion juvenil
2. Analizamos reflexivamente para responder las siguientes preguntas:
- éCudles son los aspectos mas relevantes que te llaman la atencion de los datos encontrados?
- ¢En qué dmbitos de nuestro contexto puedes evidenciar el uso de la estadistica?
- ¢Como aplicamos la estadistica en procesos productivos de la comunidad?

/) iES HORA DE LA PRODUCCION!
'!_

Actividad 28.

Con la informacién anterior, elegimos una de las tematicas de violencia familiar, contaminacién del aire o depresion 135
juvenil y elaboramos solo siguiente:
- Tabla de frecuencias con los datos encontrados.

- Graficos estadisticos que representen la informacion encontrada.
Socializamos en una plenaria, interpretando la imagen grafica.
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TRIGONOMETRIA Y LA APLICACION -
EN LA TECNOLOGIA

ﬁilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Analicemos la siguiente historia

0.30 m 0.50 m
En temporada de lluvia la familia Angulo, decidid

construir un techo para cubrirse de la lluvia y que la

! 446 m
ropa ya no se moje, entre ambos cuartos hay una
distancia de 4.46 metros, el cuarto que estd ubicado a la
derecha tiene una altura de 2.44 metros y el cuarto de
la izquierda tiene una altura de 2.1 metros, asi también
el cuarto de la derecha tiene una visera de 0.50 metros
y el de la izquierda 0.30 metros.

Calculemos de manera creativa todas las medidas de las
vigas y calaminas que se requerird ya que de fondo tiene una
distancia de 8 metros, asi también como las inclinaciones
gue exista, tipos de madera y precios.

Actividad 29. A partir de la presente experiencia responde las
siguientes interrogantes:
1.¢En otro proyecto es posible aplicar los conocimientos de la
trigonometria?
2.¢De qué manera nos ayuda la trigonometria a dar soluciones a
un problema de tu contexto o comunidad?

—

Para abordar la unidad, tomemos en cuenta la siguiente informacion:

4 N N\
Angulo. Es el espacio comprendido entre dos semirrectas Actividad 30. En el cuaderno de ejercicios
(lado inicial y lado terminal) que se cortan en un mismo graficamos los siguientes puntos:
punto llamado origen o vértice. e

a) A(2,5) i
b) B(-3,4) v
a
VERTICE ——0 ANGULO d C(~1,—6) 1
"
/ d) D(%.—3) ; + 4 -i= T 3 4 4 I‘-I
LADO #
e) E(0,—4) i
£l
| L a4 f) F(1,V7) 4
B
Angul Angulo Angulo Angulo Angulo Angulo
“,:;:m nulo recto agudo obtuso Nano g G(-m —e) "t
-7

- AN J
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—eo 1.Definicion de trigonometria. Es una parte de la matemética que estudia las relaciones de los lados y dngulos de
un triangulo

—e 2. Angulo trigonométrico y medida angular
Angulo trigonométrico y angulos en posicién central o normal
Es aquel angulo que se genera por la rotacién de un rayo alrededor de un punto fijo lamado vértice u origen desde una
posicidn inicial hasta otra posicion final, debiendo considerar que esta rotacion se efectia en un mismo plano. Por lo
tanto, debemos considerar dos tipos de rotacion:

Un angulo esta en posicion central o normal si su vértice esta en el origen del plano de coordenadas rectangulares y su
lado inicial coincide con el eje positivo “x”.

y
6 =120° P

Angulo trigonométrico Angulo en posicién central

Angulo
Positivo

Angulo
Negativo

- Un dngulo es positivo si la rotacidn se realiza en sentido antihorario (levdgiro).

- Un angulo es negativo si la rotacion se realiza en sentido horario (dextrdgiro).
Si el lado terminal de un angulo en posicién central o normal 6 se localiza en un determinado cuadrante, se dice entonces
que O esta en, o que pertenece a dicho cuadrante.

Clasificacion de los angulos:

Recto

Agudo

Obtuso

Llano

Completo

Convexo

¥

Concavo

Angulos coterminales: Dos o mas angulos son
coterminales cuando tienen el mismo lado inicial
y el mismo lado Terminal.

B = 1vuelta + a
Ejemplo. - Un angulo mide, 8 = 60° y es un
angulo normal. Hallar dos angulos positivos y
negativos que sean coterminales con .
ler. angulo coterminal positivo:

60° + 360° = 420°

Angulo central: El vértice se encuentra en el
centro de una circunferencia; los lados vienen
a ser el radio de dicha circunferencia.
s = longitud del arco AaB

= angulo central

= radio

'® =centro o vértice "

e ---__-‘\ B '\
2do. angulo coterminal positivo: ! By 2
i 9 ll b i
60° + 720° = 780° ¢ : A
' o = X

ler. angulo coterminal negativo:
60° - 360° =-300°

2do. dngulo coterminal negativo:
60°- 720° =-660°
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~
Angulos complementarios: Dos &ngulos son | Angulos suplementarios: Dos angulos son
complementarios cuando sumados dan 90°. suplementarios cuando sumados dan 180°.
Los éngulos de la figura son complementarios Los angulos de la figura son suplementarios
porque: x+y=90° porque:
/] x4+ y = 180°
f
s A
P N
BWES
- Y

Actividad 31. Realicemos los siguientes calculos y graficos.

Graficamos los angulos positivos y negativos

—160°
—-314°

1) 46°
2) 200°

3)
4)

Calculamos y graficamos el angulo
complementario

1) 17°+ 8 = 90°
2) a+38°=90°

3) 45°+ B =90°
1) a+33°=90°

1) 45°+ 360° =
2) 100° + 720°

1) 19°+p = 180°
2) a+48° =180°

Calculamos y graficamos el angulo coterminal

3) 95° —-360° =
4) 350°=720° =

Calculamos y graficmosa el dangulo suplementario

1) 117°+ g = 180°
2) a +98° =180°

Medida angular y determinacién de un punto ereel circulo unitario

Circulo trigonométrico

Si logramos que el centro de una circunferencia coincida con el origen de coordenadas rectangulares y que esta
circunferencia tenga un radio cuya medida sea la unidad del sistema, entonces estamos hablando del llamado Circulo

Trigonométrico o Circunferencia Trigonométrica.

Angulo en Posicién Normal

Donde:

A :Origen de Arcos.

B :Origen de Complementos.
A’ :Origen de Suplementos.
C.T. : Circunferencia Trigonométrica.

En el plano cartesiano el origen del angulo en el centro y el lado inicial coincide con el eje x y el lado final con el

punto P(x,y).

, — — - .,
Doénde: MP y MN son arcos en posicidon normal.

—

MP

(Numéricamente)

a= Es

iiiRecordar!!!

3. Sistemas de medicion de angulos
Existen varios sistemas de medicion de
angulos, pero los mas utilizados son tres:

e Sistema Sexagesimal

e Sistema Centesimal

¢ Sistema Radial

muy frecuente que
debido a esto igualdad la <F
medida del angulo central
se coloque en el extremo
final del arco en posicidn
normal.

by

P(x,y)
&

=
&0

Hrad

Lado inicial
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o a L]
100°90°80 700

Sistema Sexagesimal (S) 1100 iy

Llamado Sistema Inglés, es aquel que tiene como
unidad a: Un Grado Sexagesimal - 1°
Dicho sistema divide al angulo de una vuelta (1 v) en

Los transportadores

360 partes iguales y a cada parte se le denomina 1° 160° vienen en el sistema
por lo tanto: 1 vuelta = 360° 1700l .- sexagesimal.
Sus unidades: 1o s | /v

1 minuto sexagesimal —>1’ T SRR err s/ AR

1 segundo sexagesimal — 1” 200°
Equivalencia: 1°=60’=>1""=60"=> 1°=3600"

Sistema Centesimal (C)

Llamado también francés, es aquel que tiene como unidad a:
Un Grado Centesimal = 1g

Dicho sistema divide al angulo de una vuelta (1 v) en 400
partes iguales y a cada parte se le denomina 1g por lo tanto:

1 vuelta = 4008
Sus unidades:

1 minuto centesimal = Im

1 segundo centesimal = 1s
Equivalencia:

18=100M => 1M=100%

=> 18=10000°

Sistema Radial

En este sistema la medida del dngulo central, es el
arco correspondiente a la longitud igual al radio de la
circunferencia, esta unidad de medida corresponde a
un radidn.

1 vuelta = 2ntrad

Sus unidades:
Radian: El dangulo descrito por la proyeccidon de un

radio en una circunferencia.
0,14159... radians

% vuelta = 3,1415... rad

—=o 4. Conversion de un angulo de un sistema a otro
Para convertir los angulos de un sistema a otro, consideramos la siguiente relacion:

S - Vamos a expresar 58°37'23" en grados:

- G - RS - EER -

IR CUGGIaNTE] S SeHaesial [SICHEUG | | Laclodaorae arrcl e et
V4 vuelta Ic 90° /2 rad ceg@ye® 58°37'23''

2 vuelta 1c 180° mrad -t .
| el T
nNeiia v 360° nrad gesee '58,623055556

Relacion  Fundamental de conversién de angulos Escaneael QR

trigonométricos: Es la relacidn que existe entre los nimeros de
grados sexagesimales (S), grados centesimales (C), y el nimero
de radianes (R) que contiene un angulo trigonométrico. En el
grafico tenemos:

S C R

180° 2009 mrad

Mira el siguiente video
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Ejemplo 1: convertimos 15° a radiantes Ejemplo 2: Convertimos grad o grados sexa
Datos: Datos:
S =15° (angulo en grados sexagesimales) R= grad (dngulo en Radianes)
R = ? (convertir a angulo en Radianes) S=7? (4ngulo en Sexagesimales)
Recordemos: Recordemos:
N C R 5 ¢ R Relacion Fund. tal
., ——=——=—— (Relaciéon Fundamenta
180° 2009 d (Relacién Fundamental) 180° 2009 rmrad ( )
Tra Entonces:
Entonces: S R L . .
—_—= (Relacidn a utilizar segun datos)
180° mrad
R s
=— (Relacién a utilizar segun datos o R-180°
mrad 180° _ .
rrad (Despejando S)
par de la formula general)
(Sustituimos R= grad)
S-mrad i o
R =—— (Despejando R y sustituimos S= 15°) .
180 P rad-180° (simplif )
= =2———  (Simplificacion
_ 15°mrad (Simplifi ) m-rad P
= e implificamos R=
T
R = o rad = |0,26rad

Actividad 32.
Completemos los datos en el cuaderno de ejercicios

1. Completar la siguiente tabla: 2. Une con una flecha el dngulo a su grdfica.

N.° Grados Radianes Grades Debes utilizar tu caleuladora para

1 1 d convertir los angulos y medir con 4
i un fransportador.

2 V31l rad

3 57,78 .

4 —456° b)—1,3rad

5 3/4rad . -

6 bin: A

& | 1s02aat d)—V31rad

8 0,2964 rad

9 —45°30"

10 —345.58

Funciones trigonométricas

Si P(x,y) es un punto de la circunferencia unitaria con centro en el origen, forma un angulo 6 con el eje “x”, teniendo las
principales funciones trigonométricas, representadas como razén de segmentos, de la siguiente manera:

y r: distancia
ordenada __ y

4 Seno 6 > Sen 0 = — ==
ST distancia r
Al 1 Coseno 6 = Cos @ = 252 _*
s --"‘-.‘ p absisa ~ distancia  r
B (x,}‘) ordenada P—

1 oraenaaa
; B, N Z Tangente § = Tan@ =""—2=2
/ Ly — abscisa x

|I B| 'Ti 1 i
¥ abscisa x
, m . x > =———==2
| X A | Cotangente 6 = Cot 0 ordenada — 3
140 | . -

\ flr= \/X‘ + y= distancia _ r

4 ,» ¥ Secante 6 > Sec 0 = ——— = -

s abscisa x

Teorema de

“mmafones = = distancia _ r
Pitigoras Cosecante § = Csc@=——— =~
ordenada y
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Signos de las Funciones Trigonométricas en los cuadrantes

Cos @ "% Sen+ | cos@ "4 Sen e el e S
/‘{P\P @ 4 5@ IC IC HIC IVC
t ;ul? - ¥ s_in_f? sl I =
: e cosf + =+ z +
2do cuadrante [tamer | <& | < + :
B |
Cos Sen P 1 '
@ ® coté + - + =
[ '"II =y ¥ seed | 4 | - - +
g B X |esc@ | + | # 3 =
3er cuadrante dto cuadrante : .
Lineas trigonometrias | ctga J
s ollias ordenada o CD L
®0¥ = distancia _0C
e abscisa o 0D -
O5¥= distancia 0C
i B ordenada ) CD Oy
= abscisa 0D
bt abscisa oD o
OtY = ordenada  CD
Sh = dj'stancia_ UC—OF
P = abscisa 0D
distancia OC.
Csc=——=—=0H

~ ordenada CD

Actividad 33. Complet.a)mos la tabla con las funciones faltantes en el
cuaderno de ejercicios:

e N
Funciones Trigonométricas Razones
Actividad 34. Graficamos los angulos
- denad Farciciac:
Funcién Seno Sen g = 2 &enadd Sen@ = Y _ y en el cuaderno de ejercicios:
distancia 1
-z abscisa 1. En el plano Cartesiano
Funcién Coseno Cosf=—— - T |
distancia grafica los siguientes dngulos
ordenada e indica el cuadrante en que
Funcién Tangente Tan§ = ——— pertenecen:
abscisa
. x a) 75°
Funcién Cotangente Cot@ = M Cot @ =— 1o
ordenada y b) Trad
. distanci
Funcién Secante Sec 8 = M =r c) —85°
abscisa  x o
., distancia d) EY
Funcion Cosecante Csc=———
ordenada
. J/

—e 6. Grafica de funciones trigonométricas y sus propiedades periddicas
Los fendmenos ondulatorios como la luz, el sonido entre otros, se representan por medio de las funciones trigonométricas.

Grafica de la funcion Seno: y = sen x, donde - =0 < x < o0

Comenzamos por construir la tabla que se encuentra a la izquierda, para y = sen x, donde los valores de x estan
determinados por: 0 £ x < 2i, comenzando en el origen.
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T , . T s e . .
Conforme crece x desde 0 a > el valor crece de 0 a -1. Asi se va realizando un analisis de la grafica, viendo si crece

o decrece. Si trazamos los puntos obtenidos en la tabla y lo unimos por medio de una curva suave, se obtiene el
siguiente grafico, que se muestra a continuacion:

| X 0| 30| 60 90 | 120 | 150 | 180 | 210 240 270 | 300 330 360
0,87 05| 0 =05 | =087 1| =1 =BT | 05 0

240°  270° 300°

3nf2

—h |

Periodo. - Por sentido comun ya se tiene una idea del concepto del periodo de una funciéon. Por ejemplo, si un jueves se
le pregunta ¢ Qué dia de la semana sera dentro de 15 dias? Su respuesta serd “viernes” porque se comprende que los dias
de la semana se repiten cada 7 dias y 15 dias es 2 semanas mas un dia. Es decir, se repite el periodo de 7 dias 2 veces.
Definicidn de funcion periddica: Una funcion f es periddica si existe un numero real positivo k tal que: f (t + k) =f(t)
Para toda f en el dominio def. Este nimero real positivo k minimo si existe, es el periodo de f.

Grafica de la funcion coseno: y=cos x, introducimos la funcidn en el programa GeoGebra y saldrd la grafica.

15 .
Curva Cosinusoide
= . - e
\_\ // » .
05 3 " & N
. \\_ f/
\ 7 4 \
0 mi T 2 an 5m n /2
\ N,
N / N /
|—-05 - < -
‘\' ’ \-“-‘ 7 2
. 8 r "\.E ’/"’
—=15
1.- Sudominioes R. 2.- Rango de intervalo [-1, 1].
3.- La funcidn es continua en todo R. 4.- La grafica corta al eje Y en [0,1].
5.- La funcidn es peridédica T = 2m. 6.- La funcidn es par.

Las funciones seno y coseno son funciones periddicas de periodo 2my se comportan en forma uniforme en cada cuadrante
asumiendo valores entre -1y +1.
(Introducimos la funcidn en el programa GeoGebra y saldra la grafica)

Ejemplo: Utiliza el programa GeoGebra para graficar las funciones:

. < y=2 sen x . _ ; ‘ =3 ¢ /
x |y : /*\ & iy / 3gpsx
g e L | 0 |3 |
T = 1 i 1 |
— 1 = 0 |
2 Wik w2 o 59 2 - "\ r ez o n \
MK —E 1 0 = . N
T T |
= =2 3= 0 3 = =
£ % A | \
2 | O 2r | 3 3 ! !
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Grafica de la Funcidn tangente: y=tan x
X 0 30 60 | 90 120 | 150 180 | 210 240 | 270 | 300 330 | 360
y=tanx | 000 | —-641|032 |4 |071 | —-102| 134 | —0,53 290 | A 4524 | 0,13 | —3,38

I I | Ly
| |'| CurvaTangentoide 1) A diferencia de las gréficas anteriores esta

5 Cosinusoide 7 funcién no es continua, esto se debe a las

interrupciones que presenta en los valores
_/"' excluidos de su dominio.
gL L . b 3w, 5m
// /,/I ///f" ‘ 2) Eldominioes R — {i;,i 7,17,...}.
£ 4 A 3) La grafica corta al eje Y en (0,0).
/ / 4) Es una funcién periddica con periodo T = 7.
,-'} > ."'} ,} 5) La funcién es impar, la grafica es simétrica con
! Il [ | | . ! respecto al origen.
Funcién Cotangente: y=ctg (x)
X 0 30 60 90 | 120 | 150 180 | 210 240 | 270 | 300 | 330 | 360
y=ctg(x) A | —0,16 | 3,12 | 0 1,40 | —0,98 | 4 —-189 | 0,34 | 0O 002 | 749 A
<1 | !
1.- No es continua. 2 \\ \\ \\
2.-Dominio=R — {0, +m, +2m, +3m, ... }. 1

3.- Es una funcién periédica T = .

[ wi T am 2m ST 2

ctg x = ctg (x + m). B
4.- No cortaal eje Y. 5 \ \ \

5.- Es una funcién impar. . \ \ \

Ejemplo: Utiliza el programa GeoGebra para graficar las funciones:

: _7 y=2tg X ] / [ y=2 ctg x |
X y = = X y b | |
0 0 / / 0 +oo | | |
s d T
‘5 im i S w2 ™ E 0 L] w inj ?:'I sm
T 0 n too i \
/\ =
35 | E® 3 S5, 0 i :
2n | 0 2r | £» et

Funcidn Secante y funcion Cosecante

EEEEEE AT
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1. No es continua. 1. No es continua.
2. Dominio =R — {0, +7, +27, ... }. 2. Dominio=R—{+%,+ +7 |
3. Rango = [—o,—1] U [1, ] 3. Rango =[—o,—1] U [1,c0].
4. EsperiddicaT = 2. 4, EsperiddicaT = 2m.
Ejemplo: Utiliza el programa GeoGebra para graficar las funciones:
\ ] |y=2 ;s\c X ’ T\ Jy=3csecx =1 1
= y 4 X Y
0 | 2 _\,J U AR * :
v 1 =
E im 2 8 1 2 'z F miz
5 _2 | iz mooaniz n. smiz n  imii n—n— im
2= TN LI =
2w 2 = 1 1 1 1 o = [*

—eo 7. Problemas de Trigonometria aplicados al contexto y la tecnologia
Circulo de
1. MODELACION. Los cartdgrafos usan una cuadricula que = latitud
contiene circulos que van de polo a polo, llamados meridianos o
lineas de longitud.

Existen otros, paralelos al circulo ecuatorial, que reciben el
nombre de paralelas o lineas de latitud. Ambas lineas, meridianos
y paralelos, determinan la posicion geografica de una region.

Ecuador

Bolivia esta situada en la zona central de América del Sur, entre los
meridianos 572 26" y 692 38" de longitud oeste del meridiano de
Greenwich y los paralelos 92 38" y 222 53° de latitud sud, expresar
cada dato en términos de grados, minutos y segundos.

Linea de
longitud

RELAMPAGOS. La mayoria de los destellos producidos por los rayos
va de nube a nube y sdélo algunos van de nube a tierra. La causa
de esta diferencia parece estar relacionada con la latitud. Algunos
estudios empiricos de tormentas han mostrado que la razén de los
destellos nube a nube Nc y los destellos nube a tierra Nt esta dada

aproximadamente por:

c
== 4,16 + 12,16 - cos 3¢

Donde ¢ es la (limitada a regiones no polares 0° < ¢ < 60°).

Grafica esta funcion para el rango de las latitudes mencionadas.

—

Actividad 35. Realicemos la siguiente investigacion:
En nuestro cuaderno o carpeta de apuntes, investigamos sobre lo siguiente:
- ¢En qué se aplican los dngulos en nuestro contexto?

- ¢En qué se utilizan las funciones seno, coseno y tangente?
- Escribimos nuestro punto de vista frente a esta informacidn.
Formamos un circulo de reflexidn para debatir en funcion al andlisis efectuado en cada grupo sociocomunitario.

/47, iES HORA DELA PRODUCCION!

144 Actividad 36. Ahora apliguemos nuestros conocimientos:
- En una hoja de papel milimétrico, trazamos las siguientes graficas de funciones:
y =sinx 4+ cosx para x € [0,27n]

- Elaboramos un papeldégrafo con la representacion grafica del sonido de: la voz humana, los latidos del corazén vy el
sonido de un violin.
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TRIANGULOS RECTANGULOS EN EL -
DESARROLLO DE LA CIENCIA
Y LA TECNOLOGIA

@45 jINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 37. Analicemos el siguiente caso

Muchos han sido los matematicos que han ideado técnicas para medir alturas todas ellas ingeniosas y muy practicas.
Tales de Mileto fue un filésofo y matematico griego que vivid en el siglo VIl a. C. se cuenta que en uno de sus viajes a
Egipto fue requerido para determinar la altura de la famosa pirdmide de Keops. El problema no era sencillo, ya que el
punto de corte de la altura de la piramide con el suelo era inaccesible. Existen varias versiones sobre cémo Tales resolvid
el problema. En ambas, este matematico utilizé los tridangulos.

Una version afirma que Tales considerd el hecho de que, en dos dias del afio, al mediodia, a altura de una vara y su sombra
tienen la misma longitud.

Tales esperd uno de esos dias y, cuando Illegd, midid la longitud de la sobra de la piramide. A esa longitud le suma la mitad
del lado de la piramide y asi obtuvo el valor de la altura.

e ¢Cual crees que fue el razonamiento hecho por Tales para determinar la altura de la piramide de Keops?
e (Escribamos una lista de objetos o lugares donde se observan los triangulos rectangulos?

e Busquemos un arbol cercano en nuestro contexto y determinemos una forma de calcular su altura, realicemos los
calculos para dicho arbol y escribamos nuestro razonamiento.

—e 1. Definicién
El tridangulo rectdngulo es aquel que tiene un angulo interior que es recto, es
decir, mide 90°. La principal caracteristica del tridngulo es que, como ampliaremos
mas adelante, tiene un lado de mayor longitud (llamado hipotenusa) y otros dos
denominados catetos cuya union forma el dngulo recto.
e \értices: A, B, C.
e Lados: AB, BC, AC, donde AC es la hipotenusa y AB y BC son los catetos.
o Angulos interiores: 90°,B,y. Los tres deben sumar 180°.
o Angulos exteriores: 90°,8,¢.
—o 2. Teorema de Pitagoras
El teorema de Pitagoras indica que en todo triangulo rectangulo el cuadrado de la
hipotensa es igual a la suma de los cuadros de los catetos.
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hip? = cat} + cat?

d ‘
%
s = .+ W
am‘q&._
cateto
b
1. Calculamos el lado faltante: Establecemos el Teorema de |2. Calculamos el lado faltante: Establecemos el Teorema de
Pitagoras: Pitagoras:
x% =72 4 52 X 102 = x2 + 82
X Va2 =49 + 25 102 — 8% = x?
7 x =74 V100 — 64 = /x2
10 8 -
x = 8,602 V36 ==
T[] x=6
5
3. Una escalera de 65 decimetros se | 4. Una letra “N” se ha construido con tres listones de
apoya en una pared vertical de modo | madera; los listones verticales son 20 cm y estan separado
que el pie de la escalera estd a 25|15 cm. ¢Cuanto mide el listédn diagonal?
decimetros de la pared. (Qué altura,
en decimetros alcanza la escalera?
& Calculamos el cateto faltante: Calculamos la diagonal:
S 2 _
@ Y cat? = hip? — cat? a® =
; x2 =652 —252 || 12 a=
x =+v3600 a=
25d
m x=60dm L .
R. El listdn diagonal mide ............
R. La altura que alcanza es de 60dm.

—e 3. Funciones trigonométricas (seno coseno y tangente)

Las razones trigonométricas de cualquier angulo agudo en un tridangulo rectangulo, se definen en relacidn a los catetos y
la hipotenusa de la siguiente manera.

& Adyooents

Ejemplo 1: Dados el tridngulo rectangulo, escribamos las razones trigonométricas de: seno, coseno, tangente, cosecante,
secante y cotangente del dngulo a.

Caleulomos el lado faltante:

x?=12% 4+ 52

52 2 x=vV144+25
w—K 128 x = V169
o & 3 x=13

C. Adyacente

Escribamos las razones trigonométricas en el cuaderno de ejercicios:

i, 2 csca=ﬂ=_
Y . Hip
C.A. . g B

=—=— seca = ——=——
cosd Hip Hp
2.0 c.0.

tana=7=— Ctg“—r——



Ejemplo 2: Dados el tridngulo:

1 :

cuaderno de ejercicios:

41 sen i = ——
9
tangp = ——
P
40 cscp =———

Escribamos el valor de las siguientes razones trigonométricas en el

Segundo Trimestre Matematica @&—————

a) Hallar el valor de E:

E =sece —cotf

secp = ——
cgf =—— o=
cos fi = —— K=

Actividad 38 Si tan @ = = determinar el valor de: A = sen? a + cos? a (Te recomiendo hacer un dibujo guia)

Relaciones de las funciones trigonométricas para angulos notables de un triangulo rectangulo
Los angulos notables son aquellos que guardan una relacién directa con los tridngulos rectangulos, cuyas funciones
trigonométricas se pueden obtener de forma inmediata, es decir, sin tener que realizar ningun calculo previo.

Partiendo de un cuadrado obtenemos los siguiente:

Triangulo Notable de 45°

Tridngulo Notable de 30° y 60°

25a

16°

a
24a

Hallamos las razones trigonométricas del angulo de 60° y comprendemos como se forma la tabla de valores.

Reemplazar los datos y

‘ Datos: ) )
> Angulo 60° simplificar
0
2a { Cozay3 sen 60° =22 — V3
MR | 2a” 2

2a

Reemplazar los datos y
‘ simplificar
o 300=L="
{ Datos: sen T od 2
Mo Angulo 30°
a Co=a
H=2a

Tabla de Las Razones Trigonométricas de Angulos Notables

16° | 30° | 37° | 45° | 53° | 60° | 74° Ahora se puede comprender los

valores que se observan en la

Sen| 7/25 | 1/2 | 3/5 1,!,/5 15 | J3/2|24/25 tabla de angulos notables. Para

T encontrar el valor en la tabla, se

Cos|24/25(/3 12| 4/5 1J2| 35 | % |725 busca la funcién, en las filas y el

Tg |7/24 [1/J3 | % 1 43 | 31| 24/7 angulo en grados en las columnas

y obtienes sus valores que

Ctg| 2417 |3 /1| 4/3 1 % (Vs |724 también puedes encontrar con tu
Sec|25/24(2/ /3 | 514 [J2/1| 53 | 211 | 2577 CELUEREIE

Csc| 25/7 | 2/11 | 5/3 JEH 5/4 |2/3 |25/24
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Resolvemos los siguientes ejercicios con angulos notables, donde reemplazaremos los valores de la tabla trigonométrica
de dngulos notables:

1) Calcul 'E = 230° + tg37° 245° 60°
) Calculamos sen + tg 2) Evaluamos: E = 5" 45°+cos

Resolucién csc 30°

Resolucién
Reemplazando valores:
Reemplazando:

M 1.3
E=¢== +=— P —+=— p E=1
2, 2 73

( Actividad 39: Resolvemos los ejercicios en el cuaderno de ejercicios: A
I. Hallamos las razones trigonométricas de los angulos de 45° y 30°, luego verifica las respuestas en la tabla de valores.
1. Calculamos los siguientes ejercicios utilizando la tabla de valores de angulos notables.

1. Calculamos: 2. Hallamos el valor de E:
90°
o 4 -sen 30° 4+ /3 - tan 60° E_sen36-cos66-csc(2)
= - o]
10 - cos 37° + V2 - sec45° tan 30 - sec 60 - cot (93 )
ReSOIUCION: .....venirrinreieseeseniscnaes RESOIUCION: ... eenaranes
. J
( . . . . . .7 \
. Calculamos los siguientes ejercicios y marca la opcién correcta.
1. Calculamos: 4. Calculamos: “x”
E = (sec?45° + tg45°)ctg37° — 2co0s60° 3xsec53° — tgd5° = sec60°(sec45° + send5)™
a)o b) 1 c)2 a)l b) 2 c)3
d)3 e)d f) ninguno. d)4 e)5 f) ninguno.
5. Calculamos: E = (tg60° + sec30° - sen60°)se60° 6) Calculamos: £ - 3.8 °5e<® °—25en3’ °cosB °
a) 25/12 b)25/24 ) 49/12 sen”8 °
d) 49/24 e) 7/18 f) ninguno 503 a5 3 3B finguno
3 5 5 5
8) Del grafico hallamos: tg 6
7. Calculamos: tg% g)) 0,1
0,3
a)Vv2 b) V2 + 1 gvz-1 0.4
d1-+2 e)V2+2 f) ninguno d) 0,6
e)0,8
f) ninguno
\ J

—o 4. Resolucion grafica y analitica de tridngulos rectangulos

Resolver un triangulo rectangulo significa la longitud de cada lado y la medida de los tres angulos: Para esto se requiere
al menos:

Ejemplo 1:

La longitud
de dos lados

La longitud
deunladoy
la medida
de uno de
sus angulos
agudos
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Ejemplo 3: En un tridngulo rectdngulo ABC se conocen el lado b=102,4 metros y el dngulo

B=55°. Resuelve el tridngulo.
Por suma de dngulos interiores:

A=CB
A=90°55"°
A= 35°
Por relaciones trigonométricas
senB = - Despejando el lado ¢ tenemos :
b 102,4
c=——%= =|125.007m
sen B sen55
~ b
tanB = —
a

Despejando el lado a tenemos : a =

Ejemplo 4: Una torre de 50 m de altura proyecta
una sombra de 20 m a cierta hora del dia. Calcula
el dngulo con el que se verd el extremo superior de
la torre desde el extremo de la sombra.

Calculamos el angulo a:

oGO,
ME=TA

50

' tana = 20

) | T

R.- El angulo de elevacién es de 68,20°

Ejemplo 6: Un topdgrafo observa con un teodolito la
cuspide de un edificio con un angulo de elevacion de
32°. Si el teodolito mide 1,40 m de altura y la distancia
desde el punto de observacion hasta el pie del edificio
es de 50 m, ¢Cuadl es la altura del edificio?

Primero hacemos un esquema para entender el

problema: Calculamos la distancia BC:

tan 32° = Bc
an = 50
50 -tan32° = BC
BC
Ahora la altura del edificio

sera:

b 1024
tan B~ tan55

=[71.701 m]

Ejemplo 5: Una cometa estd sujeta al suelo con una
cuerda de 80 m de largo y ésta forma con el suelo
un angulo de 65°. Si la cuerda esta recta, éa qué
altura del suelo estd la cometa?

Calculamos la altura x:

_C.o.

sena = —-
65° = —
sen =30

x = 80 - sen 65°

C.A.
R.- Estd a 72,5m de altura.

Ejemplo 7: Calcula el valor de “x” de la siguiente figura.
Vamos a calcular por separado los valores de ay b
respectivamente:

Calculamos a: Calculamos b:

tan 60° = = cos45° = 2
5 20
a=>5"-tan60° b =20-
a = 8,66 cos 45°
b =14,14

-
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Actividad 40. Calculamo los lados y angulos de los siguientes tridngulos rectangulos

1.- Resolver los
siguientes triangulos a
rectangulos: i
40
] s

2.- Una persona que mide 1,72 cm proyecta una sombra de 2,25 cm. éCual es el angulo de elevacion del Sol en ese
momento?

3.- Una cinta transportadora de sacos de cemento mide 350 m y se quiere que eleve el cemento a 75 m de altura. ¢Qué
angulo de elevacion debe llevar la cinta?

4.- Un arbol quebrado por el viento forma un tridngulo rectangulo con el suelo. écual era la altura del arbol si la parte
que ha caido hacia el suelo forma con este angulo de 50 grados si la parte del tronco que ha quedado en pie tiene una
altura de 20 metros?

5.- El Monolito “Pachamama”, descubierto por Wendell Benett en 1932, proyecta una sombra de 15,44m cuando el sol
se encuentra a 25° sobre el horizonte. Halla la altura del monolito.

6.- Desde el punto mas alto de una torre de electricidad de 25 m de altura se observa un camién en la llanura cuyo angulo
de depresidn es de 3°. ¢A qué distancia esta el camién?

7.- En un circulo de radio 13cm se traza una cuerda cuyo angulo central mide 20°. Halla la longitud de la cuerda.

—e 5. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia
Muchas veces es imposible a la base de un arbol, de una edificacion o de una montafia; en estos casos se usa otra técnica
para calcular la altura del objeto.

Ejemplo 1: Jhazmin y Rafael son dos topdgrafos que deben medir la altura de una montafia. Desde un primer punto
observan la cima con un dngulo de elevacién de 30°11'. Avanzan 500m en linea recta hacia la base de la montafa y desde
este otro punto vuelven a medir el angulo de elevacién que es de 32°51". ¢ Qué altura tiene la montafia?

Ejemplo 2: Dos aviones vuelan alineados; desde la torre de control del aeropuerto se toman los angulos de elevacién de
cada avién: 18° y 27°. Si los aviones estan volando a una altura de 1500m, calcula la distancia entre ellos.
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Actividad 41. Resolvamos los siguientes problemas:

1.- Juan y Marta estan separados por una distancia de 32m entre si en el mismo plano horizontal y ambos observan la
cima del “Cristo de la Concordia” de la ciudad de Cochabamba con un dngulo de elevacién de 26° y 39° respectivamente.
Calcula la altura del 2do monumento de Cristo mas grande del mundo.

2.- Juan y Pedro ven desde las puertas de sus casas un majestuoso céndor, bajo dngulos de 45° y 60° respectivamente. La
distancia entre sus casas es de 126 m y el condor vuela situado entre sus casas. Halla la altura que vuela este hermoso
animal en peligro de extincion.

3.- Carla y René estan separados por 30m y ambos observan, desde un mismo lado, la cima de un arbol con angulos de
elevacion de 25° y 36°, respectivamente. ¢Cual es la altura del arbol?

4.- Antonio y Simdn estdn separados por 170m. cada uno divisa un volador situado entre ellos. Luis lo ve con un angulo
de elevacion de 45° y Juan con uno de 30°. ¢ A qué distancia estd el volador?

" {REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 42. En nuestro cuaderno o carpeta de apuntes, investigamos sobre
lo siguiente:
- ¢Cudles son los aportes mds importantes hechos por el estudio de los
triangulos rectangulos?

- ¢En qué situaciones concretas de tu propio contexto, se verifica el uso de
los triangulos rectangulos?

- Escribimos nuestro punto de vista frente a esta informacién.

& .
/44 iES HORA DELA PRODUCCION!
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Actividad 43. Realizamos las siguientes actividades:

Construye un teodolito casero. Sobre una base de madera de 30cm x 30cm, dibuja una circunferencia graduada cada
5°. Al centro coloca un soporte de madera que pueda girar sobre la base. En la parte superiore de soporte acomoda un
transportador que pueda girar alrededor de su origen. Sobre el transportador coloca como mira un tubo de boligrafo.
Este instrumento te permitira medir angulos verticales y horizontales.

a)Forma equipo de 3 companieros y, utilizando la formula deducida, calcula las alturas de los edificios mas importantes
de tu comunidad.

b)Necesitaras una cinta métrica; si no tienes una, te servira un cordel que tenga un nudo cada metro.
c) Socializamos nuestras mediciones y calculos con la clase.

TRIANGULOS OBLICUANGULOS EN EL DESARROLLO °
DE LA CIENCIA Y LA TECNOLOGIA

e il iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 44. Analicemos el siguiente problema:

Los problemas con triangulos no siempre se refieren a tridngulos rectangulos, ni pueden reducirse a un problema sobre
triangulos rectangulos. Es necesario entonces desarrollar técnicas y buscar formas de resolver tridngulos en general.

Un topdgrafo desea medir la longitud de una laguna, el técnico mide el angulo A respecto a un punto C de la otra orilla y
camina de A hacia B, también determina el angulo B respecto de C. Conoce la longitud entre loa puntos AB ¢cdémo calcula
la longitud entre los puntos CB? ¢{Qué formulas o razones trigonométricas aplica al tridangulo que construye, si éste es
diferente a un triangulo rectangulo?

Dibujamos la escena descrita, descubriendo el tridngulo que describe la situacién.
¢Qué tipos de triangulos conoces, ademas de los triangulos rectangulos?

¢El Teorema de Pitagoras es Unicamente para tridngulos rectangulos? Justifica tu respuesta.
¢Qué tipo de triangulo se formé en la situacion descrita?
¢De qué manera crees que seran util el estudio de este tipo de tridngulos en esta situacion?
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En la resolucion de tridngulos oblicuangulos debemos recordar que la suma de los dngulos interiores en cualquier
triangulo es 180°.

—e 1. Teorema de Seno

“En todo tiangulo, los

longiludes de los ladaos son
directamenle proporcionales b
alos senos de los angulos ; a — — ¢
t L1 C
opuestos a dichos lados & - sena senfi senf

Actividad 45. En el cuaderno de ejercicios establecemos la ley de senos en los siguientes triangulos:

b) R c)
14

S

Con[1]y [2] calculamos i Calculomos a con la propiedad de
los angulos interiores del tiangulo:
] =l + B+ 15°=180
S, e e———— a a = Ll
sen sen 15°
k a = 180° — 15° — 4,40°

sen f§ _sen 357 @ = 160, 60°

8 27
_ 8xsenl5® Con [2]y[8] calculamos a:
o i o -~ B
° 160,60°  sen15°
Establecemos la Ley de Senos: _ .y {8%sen 15 sen .
152 e AR =%y (—27 ,
senff  sen15° sena B 27 X sen 160,60
2 B B =4,40° sen 15°
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Ejemplo 2: “Aura estito” -dijo el chapaco-: Sea el ADEF con (DE)=100,(DEF)=60°,(EDF)=55°. Resolvamos el tridngulo.

Calculamos a con la propiedad de Con [2]y [1] calculamos EF:
los dngulos interiores del tridngulo: -
DFE 4+ 55° 4+ 60° = 180° EF = 100
B sen55°  sen75°
DFE = 180° — 55° — 60°
EF 100 x sen 55°
DFE =75°

sen75°
Establecemos la Ley de Senos:

100 EF _ DF Con [3]y [1] calculamos DF: EF = 84,80

senDFE _ sen55°  sen60° DF 100
(2] 3] sen60° sen75°
__ 100 x sen60° —
F=—"—_" —[DF = 89,66
sen75

—e 2. Teorema de Cosenos

Ejemplo 3: Resolvamos el siguiente tridngulo por la Ley de Cosenos.

_

Ejemplo 4: Sea el tridngulo ARST con (RSJ=20,(ST) =25y (RT)=37. Resolver el tridngulo.

¢Cémo saber cuando utilizar la Ley de Senos y cuando la Ley de Cosenos?

_
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Actividad 46. Indicamos en el cuaderno de ejercicios por cual de las leyes estudiadas se deben resolver los siguientes
triangulos:

Ejemplo 5: En el tridngulo ABC si C=105" ;B=45" ;a=6 encontramos los datos faltantes

Calculo del angulo “A” Calculo del angulo “B” Calculo del angulo “C”
=180° b a c?=a? + b%? — 2abcosC
senB  senA c2=62+(85)2—2-6-85cos105°
_a-senB c? =36 +42,25 - (-26)
"~ senA c? = 108,25 + 26
= 6'5"’"3‘;5 c2= 134,25
b= §e§ Ve? = /134,25
c=11,6

Actividad 47: Resolvemos los siguientes tridngulos oblicuangulos:

B
N~
¢ = 20 ~ =2 2
\ 9
\ gsD
e
A [ 74
B 26 i o c
779
%9 820 8,4N\35°
’ A 25 B A 20,3 B

—eo 4. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Ejemplo 6: Se ha medido dos lados de un terreno triangular y el angulo entre ellos. Calcula la longitud del tercer lado.

x%2 =332+ 402 —-2-33-40 - cos26° 'H

x2 = 1089 + 1600 — 2372,82 \r )
x2 =316,18 t ;

* = yoteld 2 W;Q;Wﬂ;w
Actividad 48

1.- Los lados de un triangulo miden 6,8 cm, 8,4 cm y 4,9 cm. Encontrar la medida del angulo menor.

2.- Dos de los lados de un tridangulo miden 400 m y 600 m respectivamente si el angulo entre ellos mide 46,3°, hallar el
areay el perimetro del triangulo.

3.- Una persona sostiene dos volantines (cometas) que estan volando. A uno de los cometas le ha soltado 1 00 m de pita
(hilo) y al otro 80 m. Si el dngulo que forman ambos hilos es aproximadamente

30°, ¢A qué distancia estd un volantin de la otro?

4.- Un tridngulo estd inscrito en una circunferencia de radio 5cm y determina sobre ella tres arcos de 80°,140° y 140°.
Halla los lados del triangulo.

5.- Las diagonales de un paralelogramo miden 36m y 46m respectivamente y forman un angulo de 108°30°, calcular los
lados del paralelogramo.

6.- ¢Qué angulo forman dos fuerzas de 30kp y 22kp respectivamente cuya resultante es de 40kp?

7.- Calcula la altura del monumento; ademas calcula el valor de a.

IR
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8.- Halla la distancia BC, si m = 60°,
a =50°%n=>51°pF=74°y AD = 100m

T e T

Actividad 49. Reflexionamos y respondemos las siguientes preguntas
Responde reflexivamente las siguientes preguntas:
- ¢Por qué es importante aprender a resolver  ;Cémo la Trigonometria
triangulos oblicuangulos? podria ayudarte a resolver
- ¢Qué elementos de la trigonometria nos puede  algunos problemas de tu
ayudar a resolver problemas de nuestra  vidadiaria?
Comunidad Educativa?

Es HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 50. Utilicemos nuestro teodolito casero
- En equipo de 3 integrantes, realizamos célculos de distancias inaccesibles con la ayuda de nuestros teodolitos
construidos en la unidad anterior y las leyes de seno y coseno.

- Anotamos en nuestro cuaderno los cdlculos y objetos medidos para socializar en una plenaria en clase.
- Elaboramos nuestros carteles con las leyes aprendidas y los apuntes mas importantes para textuar el aula.

IDENTIDADES Y ECUACIONES TRIGONOMETRICAS Y -
SU VALOR EN LA PRODUCTIVIDAD

il iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 51. Analicemos la siguiente historia de Palmar Chico:

En la comunidad de “Palmar Chico” del municipio de Yacuiba, Regién Auténoma del Gran Chaco de Tarija, en el mes
de septiembre se lleva adelante uno de los eventos etnoldgicos mas importantes del Chaco sudamericano, donde se
comparten las tradiciones y se hacen diferentes demostraciones sobre las practicas e identidad culturales de la regidon
como, corrida de toros, carreras cuadreras de caballos, doma de potros, el juego de la sortija, la marcada, la taba,
ambrosia y la mejor gastronomia del Chaco boliviano.

Responde las siguientes preguntas:

1. ¢Qué significa la palabra “identidad”?
2. ¢éQué es la identidad cultural?

3. iCudl es tu identidad cultural?
4. Menciona tres ejemplos de identidad

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Identidades y ecuaciones
Ecuacion: Igualdad que se verifica sélo para algunos valores de sus variables.
Identidad: Igualdad que se verifica para todos los posibles valores de sus variables.



——® Educacion Secundaria Comunitaria Productiva

156

—= 1. Identidades trigonométricas fundamentales

Es una igualdad establecida entre dos expresiones que involucran funciones trigonométricas de una o mas variables (o
angulos), las cuales se verifican para todo valor admisible de dichas variables.
Las identidades que indicaremos a continuacion son fundamentales:

Relaciones Inversas
Para obtener las identidades inversas, haremos uso de las definiciones de las funciones trigonométricas.
En el triangulo rectangulo las funciones del angulo a son:

a
sena = — tan a = csca =

Actividad 52

cota =

a
b
b
cosa = =
a

also
B“Iﬁglﬁ

Construccién del seno de la seca =

suma de dos angulos con

GeoGebra Multiplicando una funcidn directa por cada una de sus reci

1) Dibuja un punto de origen ) )
.z s a [ C a

demostracion y renombralo con  senaxcsca = x- = cosax seca = x = tanax cota = * - =

“punto O”.

2) Traza tres semirrectas con el De esta manera se tiene las identidades Inversas o reciprocas:

punto de origen, considerando

que el segmento 04 = 1. cscO = sec = cotf =

3) Dibuja tres angulos, como se sen 6 cos @ tan 6

muestran en la figura 1.

4) Traza un segmento Identidades del cociente

perpendicular con el punto A Las identidades trigonométricas de cociente son dos: tangente y cotangente y tienen
y la semirrecta 0B, como se la propiedad de relacionar, por medio de un cociente, las funciones trigonométricas
muestra en la figura 2. seno y coseno.

5) Traza otra perpendicular del
punto A al segmento 0C,como Si realizamos el cociente de la funcién seno por la funcidn coseno, se tiene la funcién

se muestra en la figura 2. tangente:
6) Luego, traza otras dos 04 a b
lineas perpendiculares con vy sent  axc a cosa. o bxc b
— - = =—=tana === =—=cota
OC hasta obt:ener dos cosax b bxc b sena 2 axc a
triangulos (sefialados con color c c
café), como se muestra en la Por tanto:
figura 2.
sen 0 cos 0
tan 0 = cotO =
cos 0 sen 0

Relaciones Pitagoricas
Si aplicamos el Teorema de Pitagoras en el triangulo se tiene:
a% + b? = ¢?
Dividimos ambos miembros entre c?
a?  b?

—+—2=1

2 ¢

Figura 1
Aplicamos la propiedad de los exponentes
a\2 b\2
() +@) =1

Los cocientes son equivalentes a las funciones sen a y cos a

sen?0 + cos?0 =1
Las demas identidades pitagoricas se obtienen de forma similar:

Figura 2

sen?0 + cos?0 =1 1 + tan?0 = sec?0 1 + cot?0 = csc?0

—e Demostracion de identidades

Demostrar o verificar una identidad significa mostrar que es posible transformar un miembro de la identidad en el otro,
mediante procesos justificados. Algunas pautas utiles son las siguientes:

Transformar el miembro mas complicado.
Expresar las funciones en términos de seno y coseno y simplificar.

Efectuar operaciones algebraicas y factorizaciones convenientes.



Ejemplo 1: Demostramos la siguiente identidad

csca—sena =cota-cosa

1
—sena =
sena
1 —sen?a
sena
cos? a
sena
cosa
cosa =
sena

3

e Anotamos en términos

Tercer Trimestre Matematica @&————

Sugerencias para demostrar
identidades
e Simplifica el miembro mas
complicado.
* Realiza las transformaciones
utilizando las identidades
basicas.

de seno y coseno.

e Sumando con
denominador.

comun

¢ |dentidad pitagorica.
e Separamos el coseno

[cota - cosa =] </

Ejemplo 2: Demostramos la siguiente identidad

senx + cosx-cotx =cscx

e Anotamos en términos
de seno y coseno.

e Sumando con comun

denominador.
e |dentidad pitagorica.
¢ |dentidad reciproca.

+ cott
e Anotamos en términos de
seno y coseno.
e Sumando comun
denominador.

con

e Disgregamos el término 2
cos? t.

Identidad pitagorica.

CoSXx
senx + cosx - =
senx
sen?x + cos?x _
senx
1 —
senx
CSCX =
Ejemplo 3: Demostramos la siguiente identidad
tant+ 2cost-csct =sect-csct
. ) A
sen
——+2cost-——=
cost sent
sen? t+2 cos?t _
cost-sent
sen? t+cos? t+cos?t _
cost-sent -
1+cos?t
© nt
-
/_.-" l’l_t -

-

[sect - csct + cott =]

—e 2. Identidades de la suma y de la
En esta seccidon deduciremos identidade
que reducen

o

— sen(a + f)

WX P
6066

Separamos los términos del
numerador.

Identidades reciprocas y del
cociente.

resta de dos dngulos
s para la suma y la diferencia de dos angulos

e A menudo es util reescribir
una expresion en términos
de seno y coseno.

e Realiza las operaciones
algebraicas que consideres
necesarias.

¢ Sinotevabiendesarrollando
un miembro, desarrolla el
otro, te puede dar algunas
ideas.

Variaciones de las identidades
fundamentales

sinf :-cosf =1
cosf -secd =1
tan@ - cotf =1

1 —sin? 6 = cos? 6
1—cos%6 = cos?6
tan? 6 = sec? 0 — 1
sec’f —tan’0 =1

cot?0 = csc? 0 —1
csc?0 —cot?0 =1

Actividad 53

Demostramos las siguientes
identidades

2 2

1) tan® @ —sen? @ = tan? a - sen® a

secZu—1

2) =1

- sen®u
seccu

csc? 6

— 2
——— =cot“ 0
1+tanZ 6

3)

1+cscf
secf8

4)

—cotf =cosf

5) cos f8

Tosenf = secf +tanf

senf = SQ
cosf =0S
sen(a + ) = PQ = PT +TQ

RS PT —=
sena —ﬁ——cosﬁ,luegoPT =sena-cosf

_Te__Tq . TO = .

cosa =—= Senﬁ,luegoTQ =cosa-senf
Por tanto:

cos(a + f5) P R

sen(a+ B) =sena-cosfB +cosa-senf
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Del mismo modo:
cos(a + B) = OP = OR — PR

OR OR _
cosa=ﬁ=cosﬂ;lueg00R =cosa-cosf
TS PR —
sena =§ = senﬂ;IUEgOPR =sena-senf
Por tanto:

cos(a+ pB) =cosa-cosff —sena-senf

En base a estas deducciones y de similar modo,
podemos establecer las identidades para la

diferencia de dngulos:
sen(a — B) =sena-cosf —cosa-senf
cos(a —fB) =cosa-cosB +sena-senf

Ejemplo 1: Calculemos el valor exacto de sen 105°.

No tenemos forma de calcular sen 105° directamente, pero
podemos escribir el angulo de 105° como la suma (o resta)
de dngulos notables:

sen 105° = sen(60° + 45°)
= sen 60° - cos 45° + cos 60°

_BVI 12
2 2 2 2
V6 V2
~ 77
Ve ++2
L4

m Actividad 54

Demostramos:

[
sen (E - X) = Cosx

Para la tangente:
sen(a + )

cos(a + B)
sena-cosf +cosa-senf

tan(a + B) =

cosa-cosff —sena-senf

sena - cosff |, cosw-senf
_cosa-cosf | cesh - cosf
~ cosa-cos sena-senf
cos-cosp cosa-cosf
Por tanto:
tana + tan g

t +B) =
an(a+p) 1—tana-tanp

tana —tan
1+tana-tanf

tan(a — pB) =

Ejemplo 2:

T V2
Demostramos que: COS (x + Z) == (—senx + cosx)

s s
COSX - COS— — Ssenx -sen— =
4 4

V2 V2

——COSX ——senx =
2 2

2
7(— senx + cosx)| =

Ejemplo 3: Demostramos:
senx + \/§ COoS X
2

A

sen(x + 60) =

senx - cos 60 + cosx - sen 60 =

1 V3

senx - -—+Ccosx -—=
2 2

senx + \/§C05 X
2

—e 3. Identidades trigonomeétricas de dngulos dobles

Para: sen 2a partiremos de la identidad:

cos(90 — 0) = sen 6

sen(a+ B) =sena -cosff +senf - cosa

(Tl' 7T) V2 Reemplazamos ff = a Ejemplo 1:

sen|-——)=—

2 4 2 sen(a + a) = sena - cosa + sena - cosa Demostramos que: cos 280 = 1 — 2sin? @
sin(a - ,3) Reducimos términos semejantes y tendremos:

tana —tanf = ——
B cosa - cosf

senZ2a = 2sena-cosda

tan(r — B) = —tanf

tan(270 + B) = —cotf

cos(2a) = cos’ a + sen’* a

cos? @ —sin? @ =
1—sin®6@ —sin?0 =

[1—2sin’6|=

Se realiza el mismo procedimiento para coseno y tangente:

2tana
anQa) = e
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Ejemplo 2: Ejemplo 3:
sen 20 cos 260 1+cos2x
Demostramos que: — = secB Demostramos que: ————— = COt X
sen @ cos @ sen2x
A
e 2 2 2 2
2senf -cosf cos®fH —sen® @ 1+ cos“x —sen“x
sen @ cos @ - 2senx - cosx
cos? @ —sen @ Actividad 55
2cos0 ————— = cos®x + cos® x
cos 0 - Demostramos las
2 cos? 0 — cos? @ + sen 6 2senx - cosx . . .
= . siguientes identidades:
cos @ 216032"%/ 1—cos 260
cos?f + sen? @ —_— = a) sen’6 =
7@ = 2senx - cosx” 2
cos ! - 1+tan? B
1 cosx b) T—tanzp o€ 2B
= = L
cos @ senx c) csc2y = secycscy
= =

—e 4, Identidades trigonométricas de angulos medios

Las identidades de angulos medios son las siguientes:
IC nc mc we

Sen | + | + = =
1+cosa —cosa: 1—cosx SR =
sm—: tan—: e ) B ] | e [
1+ cosx - .
El doble signo dependera del

cuadrante al gue pertenezca.

H

n:
2

Otras identidades de la tangente del angulo medio son:

] Actividad 56
® ¢ sina a 1-—cosa
tan—= — tan—=—7"— Demostrar:
2 1+cosa 2 sin 1—tan?®
1) cosx=—%
1+tan 2

Ejemplo 1: Si f=22°30' calcula sin B,cos B en forma exacta.
Como B pertenece al primer cuadrante el sigho de ambas funciones es positivo. 2 P [1+cosa
cC0OS—= |[———
2

\f 2- xf
_ 1-¥2 _
sin22°30' = sm450 1 -cosdst_ 2—V2 3) tanZ = csca — cot a
2 2 2 2
V2|2 +\r 4 si 2
ppong — g 25 [LHcos4s [T 24VZ_|V2+V2 ) sinx = Trean”?
cos = sln 2 = 2 = 2 = 2 2 5

Ejemplo 2: Sicosff = % y B pertenece al IV cuadrante, calcula tan g: Ejemplo 4: Demuestra la identidad:

; a sina
M "1+ cosa
tangz— :_\F:_ﬁ: _1 l—cosa 1+cosa
2 8 4 Z l+cosa 1+cosa
Ejemplo 3: Hallamos el valor de E: E J 21M+N +3 1—cos?a _
) (1+cosa)?®
M+ N M+ N sin” @ =
E = sin2(7)+cosz(7)+3=v’1+ :ﬁ: 14 cosa
2 2 sina B
1+cosal
—eo 5. Transformacion de suma a producto y de producto a suma
De Productos a sumas De Sumas a Productos
3 _l- : . i g B i ki u—v
sing-cosf = 5 [sin(a + B) + sin(a — B)] S atni =25t B
; _l 2 : = o ‘ (2R e TS
cosa - sinf = 2 [sin(a + B) — sin(a — )] sinu — sinv = 2 cos > - sin 5
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” 1 ® u u—v
cosa - cos f8 =E[‘305(“+3) + cos(a — B)] cosU + cosv = 2 cos > * COS 5
® : 1 e u ==l
sina - sin =§[505(ﬂ’—3) — cos(a + B)] cosu — cosv = —2sin 2 - sin 5
Ejemplo 1: Expresamos las sumas y diferencias como | Ejemplo 2: Demostramos:
productos. sin @ + sin 36
a)sin76 —sin 36 = 2 cos 76+36 | sin 2838 cosO +cos30 tan 29

2sin26 - cos @ _
2c0s26 -cosf

=1|2cos50 - sin 260

a)cos46 — cos 20 = —2 sin 20426 ;2029 sin26 _
2 cos 20
=[—2sin30 - sin 4] [tan 20] =

.. Ejemplo 3: Expresamos los productos como sumas o
Actividad 57 diferencias.
Demostramos: a)cos 6x - cos 2x = %[cos(6x + 2x) + cos(6x — 2x)]
cos 8x + cos 6x = 1(cos8x + cos4x) = |2 4 Lo5Hx
8 6 = tanx i 2 2
SN GX = SIn 6x a)sin56 - cos 3¢ = - [sin(56 + 36) + sin(56 — 36)]
cos(x + ) - cos(x —y) = cos? x —sin? y
1, . . sin 86 sin 26
—E[sm89+sm29] = —

sin(x + y) - sin(x —y) = cos?x — cos?y

—e 6. Ecuaciones trigonométricas
Las ecuaciones trigonométricas son ciertas ecuaciones que estan afectadas de funciones trigonométricas. Las soluciones
(angulo), se puede dar en unoy dos cuadrantes (soluciones principales) y ademas se repite en todas las vueltas (soluciones
generales).

Para resolver una ecuacion trigonométrica no existe un método general, pero podemos clasificar los métodos de
resolucion de acuerdo a las principales ecuaciones trigonométricas.

—e Método 1. Ecuacion basica

Este tipo de ecuaciones trigonométricas se pueden resolver directamente despejando la funcién trigonométrica. Son las
mas sencillas que podemos ver dentro de las ecuaciones trigonométricas.

Ejemplo 1: Resuelve la ecuacidén: 1=2 cos x

Despejamos cos x

Actividad 58 Cos x =12
Resolvemos las ecuaciones: X=cos-112 Recordemos que para convertir 60° a
1) tan g = - x1=60° radianes debemos utilizar la férmula:
2 Solucidn principal: S __R

L = 360°x] 360°  2mRad

2) cos2a = - o zno ° ; T ° i 5_1'[
2 x= 360°-60 60° equivale a 3 300° equivale a 3

x= 300°

3) sen(p) =2

Solucién general: x¢ = 360°k * 60

2
4)tana—; I I

1 |
5) =3 I T3

160
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Ejemplo 2: Resolvemos la ecuacidén: sena = >

1
— -1
X = sen <2>

x, = 30°

Solucién principal:
x = (180° —xy)

x = (180° —30°)
x = 150°

Solucién general:

x¢ = 180°k + 30°

Tercer Trimestre Matematica

—e Método 2. Ecuacion de la forma m-sin X = n - cos x

Las ecuaciones trigonométricas que tien
realizar las operaciones adecuadas para

Ejemplo 1: Resuelve la ecuacidn:

Solucién:
4+sena=3*cosa
sena _ 3
cosa = 4
; 3
ana=—
4
3
a= tan™! (—)
4
(1'1 = 3.87

Solucidn principal:

elaforma m:senx=n-cosx, se debe
expresar en forma de cociente:

4-sena—3-cosa=10

Al expresar la ecuacién a la forma
senx n

cosx m
Aplicamos la identidad trigonométrica:

senx

tanx =
cosx

Luego se procede a despejar la funcion.
a= (180°+ a;)

a = (180° + 3.87°)
a= 183.87°

Solucion general:

[x¢ = 180° + 183.87"

Ejemplo 2: Resuelve la ecuacion:
Solucién:

10 *sen4x = 5 # cos 4x
sen 4x iy 5
cos 4x ~ 10

T
andx = —
% 10

1
b= i)
X an 2

4x = 26.565°
X, = 6.64°

Ejemplo 3:

Resuelve la ecuacion 2cosxtanx—1=0

senx
2-cosx’
Cos X

—1=10

senx
2-cosx:
cosX

2-Cosx-senx =cosx2:cosx-senx —
cosx-(2senx—1)=10

cosx=0 ; 2senx—1=0

x1 =cos }(0) ; x; = sen?! G)

x: =90° § %g=30°

Solucién principal:

x= (360°=x,) ; x= (180 —x3)

x3= (360°—90°) ; x,= (180° —30°)

xz = 270° 3
Solucién general:
X = 360°%k :t X

x4 = 150°

10 * sen4x -5 * cos4x = 0

Solucidn principal:
4x = (180° + x3)
4x = (180° + 26.565°)
206565
S
x = 51.164°
Solucion general:
4x; = 180°% + 26.565°
_ 180% + 26.565°

sen x n

cosx m

No olvides que se debe
tener una solucién principal
y otra solucidn general.

iNo lo olvides!
Para resolver este tipo de
ejercicios se debe reemplazar
2x = 0 tanto en la solucién
principal como en la solucién
general 'y luego
despejar y simplificar.

recién

Actividad 59

Un avion que va de La paz a
Santa Cruz tarda 1 hora a una
velocidad de 920Km/h

¢Cudnto tardara si se dirige a
una velocidad de 1500Km/h?

X ——t
‘ 4
[xg = 45°k + 6.641°|
Ejemplo 4:
sen2x(3cosx—2)=0
sen2x = 0 i Jcosx

—2=10

2x; =sen~'(0) ; x; = cos~! G)

&= ;
Solucion principal:
x = (180° —x,)

cosx=0

X, = 48.19°

i x= (360°—x;)

2x3 = (180°—0°) ; x4 = (360°—48.19°)

2x3 = 180° $
x3 = 90°
Solucion general:

xs = 311.81°

xg = 180% + (—1)*x; ; x5 = 360% +x,

2xg1 = 180% + (—1)¥0°
2xg1 = 180°%

i X = 180°%k + (—1)kx,

Xg1 = 360% + 90° ; xg, = 180% + (—1)¥30

i Xgz = 360°k + 48.19°
i Xgp =90%

[




——® Educacion Secundaria Comunitaria Productiva

Método 3. Ecuacion de la forma ax2 + bx +c=0

Este método consiste en transformar de manera que sea factorizada, usualmente se convierte en una ecuacién
trigonométrica de segundo grado que se puede factorizar por aspa simple o por formula general, teniendo en cuenta
que la incognita es la funcidon trigonométrica.

Ejemplo 1: Ejemplo 2:
Resolvemos la ecuacion: senx = 3(1—Tcosx) Resolvamos la ecuacion: 2 » senx + csc x = 3
2(1 — cos?x) = 3(1 — cosx) 2sen x + -3
2 — 2cos?x = 3 — 3cosx senx
2—3—2cos*x+3cosx=0 2sen’x + 1 -
2cos®x —3cosx+1=0 .- senzsxer-il—xl 3k senx
(2cosx = 1)(cosx = 1) =0 2xsen’x—3senx+1=0
2cosx—1=0 ; cosx—1=0 »
Resolvemos la ecuacidn de
cosx = % ; cosx =1 segundo grado por férmula:
1 _—bt Vb2 — 4ac
x; = cos™! (§> 5 xp = cosTi(1) senx =—— "~
X, =60° X, = 0° —(=3) +/3Z2 = 4(2)(D)
Solucién principal: senx = 2(2)
x= (360°—x;) ; x= (360°—x,) senx = 41 . senx =2
2x3 = (360° —60°) ; x, = (360° — 0°) * !
2x5 = 300° . x, = 360° senx =1, senx =7
Solucién general: x, =sen (1) ; x, = sen™! (%)
x; =K360°+x; ; x;=K360°%+ x; x, = 90° ;. X, =30°
xg1 = K360° + 60°; x5, = K360° + 0
Xy = K360°
Ejemplo 3:
Actividad 60 Determinamos las soluciones de cada ecuacidn en el intervalo

[0, 2m)y [0°,360°]
Resolvemos las ecuaciones trigonométricas:

1) sen’f +senf = —6
2) 8sen’f—11senff+3=0
3) 3cos’a—cosa—2=0

a)sinx — cosx =2
2
(sinx — cosx)? = (V2)
sin? x —sin2x + cos?x = 2
sin2x = -1

2x = 270°

4) 2cosx=1—senx
5) 4tan*B+12tanf—27 =0
6) 8+senx = 10 cos’x

7) 2cos?x = senx—1 b) V3 cosOtand — cos@ = 0

8) 8tan’p— 14 tanp = -3 cosﬁ'(ﬁtane—l):[]
9) 2tanx—3tanx =1 cosf =0 V3tanf =1
g =90° 6 270° g =30° 6 210°

Movimiento Parabdlico. - En el movimiento de un proyectil en el vacio, la distancia maxima se calcula mediante la relacion:

vy es lavelocidad inicial
a es el angulo de salida
g g = 9,8m/s? esla constante de la gravedad

2-v3-sina-cosa

Dipax =

Expresa la férmula de la distancia maxima en términos de una sola funcion trigonométrica:

2 - v3- sina - cos & IDENTIDAD DE ANGULO DOBLE |¥3 - sin 2a

Dmax g g
Aeronautica. - Cuando un avion se mueve mas
rapido que el sonido, sus ondas sonoras forman DATOs: FORMULA: OPERACIONES:
162 un cono. La férmula que relaciona la velocidad M=2 3 sin (5) 1 sm( )
del avion, en unidades Mach =t 2 2 i
(1Mach=1368km/h), con el dngulo a del vértice 5 =8iE; (2)
del cono de ondas es  — gin(%). Si la velocidad a=30°:2

., M 2/
de un avion es Mach 2, determina el valor de o.
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" :REALICEMOS LA VALORACION!

Actividad 61. Realizamos la valoracion, analizando y respondiendo a las
siguientes preguntas:
1)éCudl es el objetivo de una ecuacion trigonométrica?

2)¢Dénde se aplican las ecuaciones trigonométricas?
3)éPor qué es importante el conocer identidades trigonométricas?

' q.“ . iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 62. Trabajemos con nuestros materiales

- Realiza un formulario con todas las identidades trigonométricas.

- Realiza un mapa conceptual del tema y compartelo en tu clase. i S
P P y comp Ma <1 Ma =1 Ma > 1

INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA -
APLICADA AL CONTEXTO Y/O A LA TECNOLOGIA

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 63. Analicemos la historia
de algunos agricultores del area rural
que tienen diferentes estrategias para
ubicar puntos estratégicos:

En la comunidad de Vera Cruz, ubicado
en la provincia Linares a 90 km de la
ciudad de Potosi, una gran parte de la
poblacién se dedica a la agriculturay a
la crianza de animales como ser: vacas, /
chivos, chanchos, ovejas y otros. i

Actividad 64

Realiza la comparacidn entre
un sistema de coordenadas
rectangulares y los puntos
cardinales.

En relacidn al cuidado de los bueyes en esa regidn, los comunarios tienen la
costumbre de mantener durante varios meses a los bueyes en los cerros, cada o
afio en la temporada de cosecha los bueyes retornan a la comunidad hasta x ; =
que pase la misma, posteriormente los duefios trasladan a los animales rumbo s 2 0 1 HE E
al cerro lugar donde viven la mayor parte del afio y ahi es donde los pobladores 1
buscan unasefial como unarbol o unarocavisible que no sea facil de modificarse
por las inclemencias de la naturaleza, ese punto es el punto de origen, que
les sirve como referencia para ubicar los puntos cardinales considerando la vl
orientacion del sol, desde el punto de origen cuentan un numero de pasos
determinados hacia el Este, lo necesario, en la direccion de donde sale el sol
(para nosotros el eje x positivo). Posteriormente, contindan contando pasos
con direccién al norte que representa al eje y; de esa manera encuentran
diferentes puntos de ubicacién o

N las coordenadas que les sirve para
O B - orientarse y rgtornar al mismo

lugar donde dejaron a los bueyes.

Es muy interesante la practica de los pobladores de las comunidades del area
rural, analicemos la historia para responder las siguientes preguntas: 163
e ¢ Utilizas los cuatro puntos cardinales para orientarte?

e iQué comparacion puedes hacer entre los puntos cardinales con un
sistema de coordenadas rectangulares?

¢ ;Qué sistemas de referencia conoces?
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164

Historia de la geometria
analitica
El nacimiento de la
geometria analitica se
atribuye a Descartes, por
el apéndice La Geometria
incluido en su Discurso
del método, publicado en
1637, si bien se sabe que
Pierre de Fermat conocia
y utilizaba el método
antes de su publicacion
por Descartes.
Fs 4

“

4
y

1. Sistemas de coordenadas rectan-
gulares y su relacion con los saberes
ancestrales

Un sistema de coordenadas rectangulares
también se denomina cartesiano en honor a
René Descartes. Consta de dos rectas llamadas
ejes que se cortan perpendicularmente en
un punto llamado origen formando cuatro
cuadrantes. La recta horizontal se llama eje
de las abscisas o de las x, y la recta vertical se
llama eje de las ordenadas o eje de las y.

Estd formado por dos ejes en el plano, siendo
estos perpendiculares que se cortan en el

Cuadrante 1}

Cuadrahte I é;e Y= ' Cuadrante |
¥ — r—— Ordenadag' | I T T T
I I
SRR 2 St el sl 5. 2
3 )
| Origen (0,0)

5 '] -3 2 -t o 1 2 3 'E}Ex!

Abscisas

Tt

Cuadrante IV

origen. Las coordenadas de un punto cualquiera seran dadas por las proyecciones en el
eje de las “x” asi como en el eje de las “y”, como de la distancia entre el punto y el origen

sobre cada uno de los ejes.

Par ordenado Y
En matematicas, un par ordenado es una 3
pareja de elementos, donde se distingue A(3,2)
{ un elemento de otro. El par ordenado 1 (R T
cuyo primer elemento es “x” y el segundo 1 : -
elemento es “y” se denota por (x, y). T
Jla M X BT 1 2 3 O X'
El Primer valor “x” pertenece al eje horizontal x o eje de las abscisas; | . i .
y el segundo elemento “y” pertenece al eje vertical y o eje de las :
. t . -
ordenadas; (x, y). borle o
Ejemplo 1. L =
Graficamos los puntos en el plano cartesiano a través de los siguientes 4
pares ordenados A (3, 2); B (-4, -3) y C (5, 0). (Figura 1).
Ejemplo 2.
Graficamos las siguientes Figura 1 Pares ordenados Figura 1 Pares ordenados
figuras geométricas en el ~ — _
plano cartesiano a través | Tridngulo A=(3,2);B=(5,0);C=(1,-1) Cuadrado é__(i'zg’?’ls(_a’_lz)z'
de los siguientes pares " =(-1,-2);0=(-1,2)
ordenados: A (3, 2); B (3, y 1 Y E
-2); C (-1, -2) y D (-1, 2). A=(3.2) D e el
(Figura 2). S
1 11
4 P 2 1 : i} 1 3 4
0 3 ;
X 5
Cx{1-1 -11
Actividad 65 &= 4.2 B=(3,-2)
. . -2 e #
Graficamos las figuras

geométricas mediante

los siguientes pares

ordenados.

1) A=(33);B=(@3,-5);
C=(-1,-1);D =(-1,3)

2) A=(22);B = (4,-2);
C=(-2,-2);D=(-22)

3) A=(55);B=(3,-2);
C=(-2,-3);D=1(0,2)

4) A=(53);B=(3,-4);
C=(-3,-5);D=(-22)

Pares ordenados:

A=(32)

B =(3,-2)
C=(-1,-2)
D=(-1,2)
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Actividad 66: graficamos las siguientes figuras geométricas en el plano cartesiano a través de los siguientes pares
ordenados:

figura Pares Ordenados
Triangulo A=(2,2); B=(4,0); C=(0,-1)
Cuadrado A=(0,2); B=(2,2); C=(2,0);  D=(0,0)
Rectangulo A=(-1,2); B=(2,2); C=(2,0); D=(-1,0)
Rombo A=(0,3); B=(1,0); C=(0,-3); D=(-1,0)

Geometria analitica, problemas fundamentales

Las dos cuestiones fundamentales de la geometria analitica son: Dado el lugar geométrico de un sistema de coordenadas,
para obtener su ecuacién y dada la ecuacion en un sistema de coordenadas, determinar la grafica o lugar geométrico de
los puntos que verifican dicha ecuacion.

2. Distancia entre dos puntos

Cuando los puntos se encuentran ubicados sobre el eje x o en una recta £
paralela a este eje, la distancia entre los puntos corresponde al valor absoluto Vs Py (%2, y2)
de la diferencia de sus abscisas. :
Ix2-x%1 | =d L vemn
Cuando los puntos se encuentran ubicados sobre el eje “y” o en una recta
paralela a este eje, la distancia entre los puntos corresponde al valor absoluto Py, y
de la diferencia de sus ordenadas. Y Ceeeart
ly2-y11=d 3
Ahora, si los puntos se encuentran en cualquier lugar del sistema de X Xz

coordenadas, la distancia queda determinada por la siguiente relacion:
d=\/(x2—x1)2+(y2—y1)2

Dados dos puntos cualesquiera Pq (x1, y1), P2 (xy, y2), definimos la distancia entre ellos, d(P1, P» ) como la longitud del
segmento de recta que los separa.

Teniendo los puntos:  P1 (x1,y1) v Py (x2,¥7)

Trazamos por P4 y P, paralelas a ambos ejes se forma el triangulo rectangulo.
Donde la hipotenusa es la distancia y los catetos las rectas P1Dy PyD ' T T7e3)

PiD=x3-%x1 Yy PpD=yy-vyq //
- T4

Por el teorema de Pitagoras: 2.2}
d? = (x, = x1)% + (y2 — y1)? 1y
d=(xz = x)? + (y2 — 1)? p
T T T

Ejemplo 1.
Calculamos la distancia entre los siguientes pares de puntos.
A(-3,2) vy B(2,3)

d =0, — 2% + (v, — y1)?
d=+(@2+3)2+(3-2)*=v26=[517]
Ejemplo 2.

Determinemos el perimetro del triangulo cuyos vértices son: A (-3,1), B(1,4) y C(5,0)

Célculo de la distancia AC: B
AC =1+ 64 =65

Calculo de la distancia AB:

Calculamos el perimetro
sumando los lados:

o _ (=3,1)
AB=V9+16 =5 P =65+ 5++/32 =[18,72] /“/

Calculo de la distancia BC:

BC =16 + 16 =32

50
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Actividad que debes realizar para fortalecer tus conocimientos.

Actividad 67

1) Calcula la distancia entre los puntos A(- 5,0) y B (0,-12)

1. Calculamos la distancia

entre los puntos A(2,3) 2) Calcula la distancia entre los puntos A (-7,1) y B (-1,-2)

y B (0,-10) 3) Calcula la distancia entre los puntos 4 (3,-2)yB (-3.3)
. . 2 3 6
2. Calculamos la distancia
entre los puntos 4) Calcula la distancia entre los puntos A (- 6,0) y B (0,-11)

A(=6,1)yB (~1,2)
3. Calculamos la distancia Punto Medio de un segmento
Las coordenadas del punto medio de un segmento estan
dadas por las semisumas de las coordenadas de sus puntos
A (l.—3) yB (—5,1) extremos.
2 6
4. Calculamos la distancia Dados los puntos Pq (x1, y1 ) Y Py (x3, y5 ), las coordenadas

entre los puntos del punto medio estan dadas por las siguientes expresiones:
A(=80)yB (0,4 X3+ X Y1ty
7 e

entre los puntos

Ejemplo 1:

Determina el punto medio del segmento AB delimitado por los
puntos: A(—3,—4) y B(—7,0),

PuntoA:x; = =3, y1 =—4 PuntoB:x, =—7, y, =0

B 10 Colculomos lo coordenada en “x":
= = ——=—0
A 2
440 4
= > = = E = =g Calculamaos lo coordenoda en “y™:

El punto medio es: P(—5,—2)

1. Calculamos el punto medio del segmento AB delimitado por los puntos: A(—2,—6) y B(4,—2)

2. Calculamos el punto medio del segmento AB delimitado por los puntos: A(4,—3) y B(1,4)

3. Calculamos el punto medio del segmento AB delimitado por los puntos: 4 (— %, - i) v (— ;,g)

4. Calculamos el punto medio del segmento AB delimitado por los puntos: A(—2,—6) y B(4, —2)

3. Division de un segmento en una razén dada
Dividir un segmento Pq P, en una relacién dada “r” es determinar un punto P de la recta que contiene al segmento P
Py, de modo que las dos partes, P1 y P, estdn en la relacion r:

p.p . Pif2, 1)
1
"TPp, Jo | Py =
Donde P(x,y) es el punto P / y_; =
® = f.’l(ifl.-.yﬁ/ .
X1+ 71X, Y1t TY; P
x B 1 + r 1 + r L] 2 & 8 1

Ejemplo 2:

¢Qué puntos intermedios P4 y P, dividen al segmento de extremos

A (-1,-3) y B (5,6) en tres partes iguales?

Como el segmento se divide en tres partes iguales ubicaremos dos puntos:
Para Pq larazénesr=2:

1420 _3+2(6) sl TRl
1— VI =—————
1+2 1+2
166 y ]
x1_§ x1=§ d5— o 1
x4 =3 x1=3 — 5 —— ]

Con larazén r = 2 tenemos el punto Pq (3,3) n=;-«.a/
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3 1
Para Py larazénes r = 3 Actividad 69

-1 +%(5) -3+ %(6) 1) Demostramos que los puntos A(7,5) %

*2 = T Y2 = T B (2,3) C (6,—7) son los vértices de un tridngulo

2 2 rectangulo.
B % B Y, :% =0 2)Demostramos que los puntos A(3,8) %
*2 37 1 7 B (—11,3)C (—8,—2) son los vértices de un
2

tridngulo isdsceles.

Conlarazénr = %tenemos el punto P,(1,0) 3) Demostramos que los puntos tres puntos siguientes
son colineales A(—3,-2)y B (5,2) C (9,4)

@ Glosario

Figura geométrica plana que

— 4. Area de un poligono
El drea de un poligono de vértices:
A(x1,¥1); B(x2, ¥2 )...N(xpy, ¥p )
estd dado por:

X1 Y1 estd /imitaq’a por tres o mt?s
X2 V3 r,ectas y nfeng tres o mds
1 dngulos y vértices.
A==|x3 Yy3|u?
21 . .
Xn Yn

Ejemplo 3
Calculamos el area del tridngulo delimitado por los puntos: A =(1,2), B=(5,2),y C=(5,4)
45 4
1 2 Las diagonales primarias llevan 4
1 5 2 signo positivo. P27}
A==x|5 a|u? _ . i
2 1 2 Las diagonales secundarias -y
llevan signo negativo. e
S
1 1 05
A=212+20+10— 10— 10 — 4] = = 8 = [4u?] " . . . . . |
2 2 o 1 2 2 4 & 6
Ejemplo 4

Calculamos el area del poligono delimitado por los puntos:
A(_Z)_4)I B(3’_2)I C(Sl_l)’ D(116) y E(_3’4)

-2 —4 E=(3.4)
3 -2
1 5 —1f ,
A=7+14 6|4
-3 4
-2 -4 |
A=§*|4—3+30+4+12+12+10+1+18+8|
A =3+ |96u?|
A = [48u?]

Actividad 70: Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno:

1. Calcular el drea del poligono delimitado por los puntos: A(2,5); B(7,1);C(3,—4) y D(-2,3)
2. Calcular el area del poligono delimitado por los puntos: A(0,4); B(1,—6); C(—2,—3) y D(—4,2)
3. Calcular el area del poligono delimitado por los puntos: A(1,5); B(—2,4); C(—3,—1); D(2,—-3)yD(5,1)
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—e 5. Pendiente de una recta

Actividad 71. Resolvamos los
siguientes ejercicios

Actividad para que lo realices
en tu casa y fortalecer tus
conocimientos.
1. Calculamos
poligono delimitado por
los puntos:
A(2,3); B(5,7); C(—3,4)

2. Hallamos del
pentdgono cuyos vértices
son los puntos de
coordenadas A(-3,-2) ;
B (-2,5); C(2,7)

D (51); E (2,—4)

el area del

el area

3. Hallamos el drea del
triangulo cuyas
coordenadas de los
vértices son: A(2,-3) ;

B (4,2); C(=5,-2).

@Acﬁvidad 72

Hallamos las pendientes de

las rectas que pasan por los
puntos:

1) A(3,4) B (1,-2)
2) A(2,4) B (2,—4)
3) A(1,3) B (7,1)

4) A(3,-2) B (3,5)
5) A(6,0) B (6,v/3)

Angulo entre dos rectas

La pendiente es lainclinacién de larecta conrespecto [;

Pl ¥a)

al eje de abscisas. Se denota con la letra m. . .
Sim >0, lafuncidn es creciente y el angulo que forma |- rrr
la recta con la parte positiva del eje OX es agudo. ; i

. L, . B Pl ) g I
Sim <0, la funcién es decreciente y el angulo que forma  |* e o
la recta con la parte positiva del eje OX es obtuso. ‘
La pendiente de una recta es la tangente del dngulo S S S S . S
que forma la recta con el semi eje positivo de las abscisas. —t Y2 — Y1
Deducimos la férmula de la pendiente: m=rtea= Xz —xq
Teniendo Pq(xq , y1) Y P» (x5 , yp) en la misma recta y el

angulo a de inclinacidn. Se trazan paralelas desde ambos
puntos hacia los ejes y queda expreso el triangulo P1DPy
Posteriormente deducimos:

g PlD xZ - .xl
Ejemplo 5 :
La pendiente de la recta que pasa por los She
puntos A (2,1) y B (4,7) es: 3
m=22"N Inclinacion: 2
X2~ X1 tana =m 4
7-1 —
m= g tana = 3 "
g a = tan™'(3)
m=z a=7157 ‘
m=3
o

Actividad que debes realizar para fortalecer tus conocimientos.

1) Calcular la pendiente y la inclinacién de la recta que pasa por los puntos.

2) Calcular si la recta que pasa por los puntos A(1,-1)y B(—1,4)es paralela o
perpendicular, a la recta que pasa por los puntos ¢(3.1)yD(0,3)

3) Determina si la recta que pasa por los puntos A(-2,-11)yB(0,-3) es paralela o
perpendicular, a la recta que pasa por los puntos (8, —3)vD(2,—§)

-4

El dngulo a medida entre las rectas L1 y Ly en sentido contrario a las manecillas
del reloj desde la recta L1 con pendiente m1 hacia la recta L, con pendiente m; es:
271 i

tana = )
1+mym1q

= a= tan‘l(

1+mymq

Ejemplo 6: Calculamos el dngulo comprendido entre las rectas L1y L2 de pendientes

g

a = arctan

1+(3)()

a = 29°44'41,

ul

7

1 3
mp = E y mp; = E =
. . 1
Aplicando la férmula: a = arctan 3
m2 —_ m1 1 + Z
tana = ——
1+ mymy 1
a = arctan =
Reemplazando los valores: )
3_1 4
272 a = arctan ()
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- Calculamos el angulo comprendido entre las rectas L1 y L,, de pendientes m; =

|
[y
~<
3
)

Il

- Calculamos el angulo comprendido entre las rectas Ly y Ly, de pendientesmy = —-ym, =5

. . . 3 7
- Calculamos el angulo comprendido entre las rectas L4 y L,, de pendientes m; = ZJymz =z

—eo Condiciones de paralelismo y perpendicularidad

Paralelismo
Dos rectas L1 y Ly son paralelas si sus pendientes son iguales. K%\Acﬁvidad 73
. L
m1 bz 1) Demostramos que las rectas
Paralelismo que pasan por los puntos

son paralelos:

L1 =A(2,3);B(5,7)

L2 = A(2,2); B(5,6)

2) Demostramos que las rectas
que pasan por los puntos
son perpendiculares: L1 =
A(-1,1); B(1,1)

L2 = A(1,0); B(1,4)

Dos rectas L1 y Ly son perpendiculares si el producto
de sus pendientes es igual a 1 ésea

| iREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 74. Valoremos la utilidad de la geometria analitica en actividades como la distribucion de parcelas, calculo de
areas de terrenos e inclinacion de la pendiente de un techo u otras aplicaciones de la misma.

Para que reflexionemos y analicemos la necesidad e importancia de la geometria analitica en nuestra cotidianidad,
respondemos las siguientes preguntas:

- ¢Por qué es importante aprender a resolver problemas relacionados a geometria analitica?
- ¢Coémo podemos aplicar las coordenadas rectangulares para la ubicacion de puntos determinados?
- ¢Coémo aplicamos la distancia entre dos puntos para realizar calculos de distancias inaccesibles?

- En tu cotidianidad ¢aplicas la geometria analitica? Si no lo realizas icrees ahora que puedes resolver algunos
problemas de la comunidad a través de la aplicacion de la geometria analitica?

| {ES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 75. Construimos con un GEOPLANO que nos ayudara a demostrar de manera grafica y fisica la aplicabilidad de
la geometria analitica. Para la construccién requerimos el siguiente material. En funcién a tu creatividad puede aplicar
otros materiales para la construccion del geoplano.

Material
- Plastoformo de 1m por 1m de 1cm de grosor.

Cartén prensado de 1m por 1m.

Papel lustre de color claro par forrar el cartén prensado.
Pegamento.

- Chinches con cabeza de colores.
- Marcador grueso de color negro.

Construccion
- Forramos el carton prensado con el papel lustre.

- Pegamos el cartdn prensado con el plastoformo.
- Trazamos el sistema de coordenadas rectangulares en la cara forrada del cartén prensado.
- Insertamos los chinches de color en todos los puntos del cuadriculado.
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LABORATORIO MATEMATICO -

il iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 76. Identifiquemos conocimientos previos sobre la aplicaciéon y uso de las tecnologias en educacidn,

especificamente el celular y la computadora.

Los estudiantes actualmente conocen el uso del celular, pero en varios casos lo utilizan de
tanto, es importante responder las siguientes preguntas problematizadoras:
- ¢éPor qué es importante el uso de las tecnologias en el proceso de ensefianza y

manera inadecuada, por lo

aprendizaje?

- ¢Qué aplicacidon conoces, que sean utiles para fortalecer tus conocimientos en ,__;
el area de matematica? o

Microsoft

Mathematics

- ¢Qué tecnologias de informacién y comunicacidn utilizas diariamente? F\

- ¢Qué conocimientos tienes sobre el computador?

- ¢Qué aplicaciones o softwares relacionados al drea de las matematicas conoces? G G b
Menciona. eo e rO

Descarga las siguientes aplicaciones en tu equipo celular y tu pc:

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

—

Grafica de funciones trigonométricas con software especializado (GeoGebra, Microsoft @ Sabias qué... )

Mathematics, Wolfram Mathematica, Matlab).

—e Es la representacidn grafica a través de un software educativo
GeoGebra
GeoGebra es un software de matematicas dinamicas libre para todas las areas de las
matematicas escolares, desde prebasica hasta educacidn superior. Su interfaz es bastante
intuitiva.
Para la representacién grafica en el software GeoGebra, inicialmente es importante y
necesario conocer las herramientas de interfaz de GeoGebra que esta organizado por
vistas, componentes, menus y cuadro de didlogos.

El creador de GeoGebra
Markus Hohenwarter,
comenzo el proyecto en
el afio 2001, como parte
de su tesis de maestria,
en la Universidad de
Salzburgo, lo continud en
la Universidad Atldntica de
Florida (2006-2008) y en la
actualidad, en la Johannes

Vistas Kepler Universitdt, Austria.

Son los espacios donde se va creando la gréfica. Esta organizado por las siguientes vistas:

algebraicas, CAS grafica, grafica 3D y hoja de célculo. SR e
Arcnin Boits Vista Opcionss Heramesniass Vantana Ayuds

Componentes , _ Bl reloia N =]+

Estd compuesto por la barra de menu, barra de herramientas, [ e = ] Wsarice =

barra de entrada, menu contextual, barra de navegacion y teclado .

virtual. Kidrsrin

Barra de menu
La Barra Lateral que permite seleccionar una de las Perspectivas,

Aigeara

Geomatia
Hoja o6 Chlews ¢
cas

puede homologarse a un mend mds que, incluso, puede
denominarse Menu Apariencias
Barra de herramientas i

P TS

Grificos 30
Progasilidas

Este compuesto por todas las herramientas que son mds usualesy | e
en cada uno de los iconos hay otros sub iconos.

©F GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A . I:> &U xv ABC | 2=2
Q.'l.'v".f./n"""“r,v v®v@v ° v+v‘%.v
b Vista Algebraica o | b Vista Grafica
Entrada:
—

—e Graficas de geometria analitica
Ejercicio 1: Lugar geométrico
Seleccionar el punto B que depende de otro punto A cuyo lugar geométrico va a trazarse y

sobre el cual debe hacerse
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clic luego de B. El punto B debe pertenecer a un objeto —ej.: una recta, un segmento, una
circunferencia-.
1. Anotar f(x) = x2-2x—1enel Campo de entrada y pulsar la tecla Enter.
2. Ubicar un nuevo punto A en el eje x.
3. Crear un punto B = (x(A), f’(x(A))) que dependera del punto A.
4. Clic derecho sobre el punto B, habilitar “mostrar rastro”.
5. Arrastrar con el mouse el punto A sobre el eje x para ver a B
desplazarse por el lugar geométrico.
—e Graficas trigonométricas

Ejercicio 2: Construccidn de la grafica interactiva de la funcién seno.
1.Clic derecho sobre el eje x, graduar el eje en radianes.

2.En la barra de entrada presionar “1” y enter. (Esto agregard el
deslizador a).

3.Abrimos las propiedades del
deslizador para establecer sus
parametros: Min: 0, Max: 6*pi,
Incremento: 0.01

4.Insertar un punto dependiente de a:
A=(a, sin(a)).

5.Clic derecho sobre el punto Ay activar “mostrar rastro”.

6.Clic en el botén del deslizador para iniciar la animacién.

—e Graficas de estadistica
Ejercicio 3: Segun datos del Ministerio Publico, durante el primer semestre
del 2021, se registraron 61 feminicidios. La grafica muestra los datos por
departamento.
e Insertamos los nombres de cada departamento en la columna A.

e En la columna B, insertamos las cantidades segln departamento de
acuerdo al grafico.

¢ Seleccionamoslosdatosdeambascolumnas. Conlosdatosseleccionados,
vamos a la pestafia INSERTAR.

e Seleccionamos insertar grafico de barras.

Taller del pensamiento l6gico matematico

El pensamiento l6gico matematico es una de las habilidades mas relevantes en la educacién, pues ha venido adquiriendo 171
interés en relacién con el crecimiento exponencial de la tecnologia.

Hoy queremos compartir contigo las razones mas importantes por las que debemos fortalecer el desarrollo del
pensamiento légico matematico, asi como algunas estrategias que podrds aplicar en el aula.
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La vida es matemdtica, considera que todas nuestras acciones y decisiones diarias consisten en una “sutil configuracion
de patrones matematicos”, los cuales nos permiten explicar cdmo se conduce el mundo a través de calculos estadisticos,
probabilidades o leyes de la légica que, sin que darnos cuenta, rigen nuestras decisiones diarias.

Técnicamente, utilizamos el razonamiento légico matematico todo el dia: cuando calculamos el tiempo para llegar al
colegio, o cuando hacemos calculos para comprar algo; todo el dia estamos razonando situaciones que requieren aplicar
las matematicas.

Ajedrez V

El Ajedrez es sin duda el deporte ciencia que puede practicarse desde cualquier edad, con las experiencias cotidianas
que suceden, a veces es necesario realizar un andlisis de cada situacion para tomar las mejores decisiones, seguramente
encontraras un sin fin de opciones para practicar este deporte, te presentamos una pagina en la que podras encontrar
todos los detalles para que seas un ajedrecista destacado.

Mate en 1

Ejercicios de razonamiento (combinaciones y mates)

En ajedrez es importante la resolucion de ejercicios y
problemas de razonamiento , empezaremos resolviendo los
siguientes mates:

JUEGAN BLANCAS JUEGAN NEGRAS JUEGAN NEGRAS

Escanea el QR Escanea el QR Escanea el QR

Ingresa al Qr para encontrar Ingresa al Qr para aprender
L i L Ingresa al Qr para resolver
las respuestas a los ejercicios las nociones bdsicas de .
R L . problemas de razonamiento
de las diferentes actividades ajedrez
[~

—

Actividad-;7. Momento de reflexionar.

Es importante valorar la aplicabilidad de los programas de GeoGebra y Excel, para realizar la representacion grafica de
las funciones trigonométricas y la demostracion grafica de problemas matematicos, como asi también debemos realizar
un andlisis y reflexién de la importancia del uso correcto de los celulares y computadoras para fortalecer la formacién
integral y holistica.
Por tanto, responsamos reflexivamente las siguientes interrogantes:

- ¢Coémo podemos aplicar GeoGebra y Excel, en otras areas de saberes y conocimiento?

- ¢Qué graficas te parecen mds importantes e interesantes para crearlos en GeoGebra?

- éConsideras que es importante la aplicacion y uso de los teléfonos inteligentes como los ordenadores en la
educacién? éPor qué?

- ¢Cuanto tiempo por dia utilizas tu celular para interactuar con otras personas a través de las redes sociales?
éconsideras que favorece a tu formacion integral el tiempo exagerado en las redes sociales?

172

- A través de GeoGebra graficamos el campo deportivo de la comunidad, con las medidas reglamentarias,
posteriormente analizamos la representacién matematica o ecuaciones de cada uno de las figuras trazadas.

- En una hoja de calculo, elabora un diagrama de barras con la cantidad de personas por domicilio de tu manzano,
zona o comunidad.
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CIENCIA TECNOLOGIA Y. PRODUCCION

Matematica

LA LINEA RECTA APLICADA A -
PROCESOS PRODUCTIVOS

| iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Lee atentamente la siguiente historia: .
Rodrigo necesita saber si el costo de la produccion " |Costo
de chompas puede expresarse a través de 500
un modelo matematico que le ayude en su _
trabajo diario, para lo cometido, solicita a su 400 20z—y—~+-100=10
hija que cursa el 6to. de secundaria a expresarlo
matematicamente de manera exacta.

El costo de fabricar 10 unidades de chompas de 200
lana para el invierno tiene un costo de Bs 300,
mientras que el costo de fabricar 20 unidades de it

chompas polares tendria un valor de Bs 500. Unidades
[ 5 10 16 20 25

Actividad 1. Respondemos las siguientes preguntas en el cuaderno de ejercicios:

2. Si el eje de la “y” representa los costos y el eje de las “x” a la cantidad de productos vendidos,

1. ¢Cuadl es el modelo matematico de costo lineal que ayude a Rodrigo, conocer el costo de produccién?
écomo obtenemos una ecuacion que represente el costo de produccién a gran escala?

—

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

— 1. Definicién y antecedentes

Comenzaremos en este capitulo con el estudio detallado de la linea recta, debido a que su
ecuacion es la mas simple. Nuestra finalidad inmediata es poder escribir la ecuacion de una
recta, para este fin, el concepto de pendientes es fundamental, pues si de los puntos de
una recta se elige un conjunto de puntos, podemos esperar que las coordenadas asignadas
a estqs pun'Fo_s nos indiquen por medio de pend'ier.ltes, que son colineales. Esta propiedad en Leiden (Holanda) un texto
permite definir a una recta como un lugar geométrico de los puntos tales que tomados dos que se convertiria en uno
puntos diferentes cualesquiera del lugar, el valor de la pendiente m resulta constante. de los libros fundacionales
de la filosofia: Discurso del
método. Es un libro raro. Para
empezar, no estd firmado,
y eso que tiene un marcado
punto autobiogrdfico. René
Descartes.

Noticiencia

Es el afo 1637 y se publica

En el afo 1637 el filésofo y matematico francés René Descartes, en su libro: “El discurso del
método”, realizé una conexién entre la geometria y el algebra, fue el primero en demostrar
las relaciones entre las lineas rectas y las curvas, fue asi como nacio la geometria analitica que
se define como la rama de la geometria que representa curvas y figuras mediante expresiones
algebraicas en un sistema de coordenadas cartesianas.

— 2. Ecuaciones de la recta
Las rectas que tienen cualquier propiedad geométrica especial, se pueden asociar con ecuaciones que tienen algunas 113
propiedades algebraicas especiales. Si una recta es paralela al eje Y, su abscisa es constante y la ecuacién tiene la forma:
L, ={(x; y)/x = a}. Donde a da la distancia y la direccién desde el eje Y.
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En la Figura 1 obsérvamos que cuando « = 0, la recta L, coincide con el eje Y, esto es, la ecuacion del eje Y es x= 0. Siuna
recta es paralela al eje X, su ordenada es constante y su ecuacion tiene la forma:

L, ={(x, y)/y = b}. Donde b da |a distancia y
direccién desde el eje X. Cuando b =0,

la recta L, coincide el eje X, esto es, la
ecuacioén del eje Xesy = 0.

A

2.1. Ecuacién punto pendiente
La ecuacién de la recta punto pendiente se aplica cuando

se conoce un punto y la pendiente.

| Y

Teorema 1. La ecuacién punto — pendiente.

Figura 1: Ecuaciones de la recta

La ecuacion de una recta no vertical L que pasa por el punto fijo P1 (xi; y1) y de pendiente dada m, es:

y-yi=m(x-xi) Demostracion. Figura 2

a) Sea P (x; y), un punto cualquiera
del lugar geométrico, diferente
del punto fijo P1 (x3;y1 ).

b) Por definicién de recta, para cualquier 2

c) Se debe verificar que: m = ~——— 1

(.‘.722, y2) .

Yo —U1

I

|

|

|
posicién de P. Vs — V1 (-‘31; ‘Ul)
X2 — X1 i

T2 — X

0 1

2

3

4 5 6 7 8 9

Figura 2: Ecuacion punto-pendiente

d) De donde obtenemos: y,-y;=m (X3 - X1)

Ejemplo 1. Grafiquemos y encontremos la ecuacion de la recta conociendo su pendiente m =3y pasa por el punto P(3; 2).

Apliquemos la siguiente ecuacién

punto pendiente y reemplazamos y—yp=m-(x—x)

los datos respectivos: y—2=3 (x—3)
y=3x—9+2
y=3x—-7
y=3x—-7

L:3x—y—-7=0

Ejemplo 2. Grafiquemos y encontremos la ecuacion de la recta conociendo su pendiente m =2 y pasa por el punto P(1;-5).

y—yi=m-(x —x)

) ., y=(=5=2-(x-1)
Apliguemos la ecuacién punto

-pendiente y reemplazamos los y+5=2x-2

datos respectivos: y=2x—2-5
y=2x—-7
0=2x—-7-y

“Li2x—y—-7=0

Ejemplo 3. Grafiquemos y encontremos la ecuacidn de la recta
conociendo su pendiente m = 2/3 y pasa por el punto P(-3;-2).

—1-—

sssapgebesssnssaranannnans

Figura 3: Ejemplo 1

V4

(¢]
o] 2t
-2
-3
—4 2
-5 !

| P=(1,-5)

Figura 4: Ejempio 2
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y=yi=m-(x—x) ] 3z—-2y+5=0 )

y=(=2) =3 [x = (-3)]

Apliquemos la 2 1
.. ., 0==x+2—
siguiente ecuacion y+2=3(x+3) y
punto pendiente y 2 3 5
reemplazamos los datos y+2=§x+§ XYy +;=0/x2 T ¥
respectivos:
P 3 9 L:3x—2y+5=0 it
y= Ex +E_ 2

A=@3.2) | ¢

.. - L P Figura 5: Ejemplo 3
Actividad 2. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica: & Jemp

1) Calculemos y grafiquemos la ecuacidn de la recta de pendiente m = 4y pasa por el punto (1; —2)
2) Calculemos y grafiquemos la ecuacidn de la recta de pendiente m = —% y pasa por el punto (— 2; —4)

3) Calculemos la ecuacion de la recta, si su pendiente m = v/2 y pasa por el punto A (\/7; g)

Grafiguemos con el software Geogebra (opcional).

2.2. Ecuacioén de la recta que pasa por dos puntos

O también llamada ecuacion cartesiana de la recta, es
una ecuacion util cuando la recta pasa por dos puntos.

Para realiza la grafica, ubicamos los dos puntos en el
plano cartesiano y trazamos una recta que pase por
estos puntos. Es asi que podemos tener la grafica de
la recta en el plano cartesiano.

Figura 6: punto- punto

Teorema 2. La ecuacidn punto punto es la recta que pasa por dos puntos fijos P1 (xs; y1) y P2 (x2; y2) tiene por ecuacion:

Y_Y1=Y2_Y1

) X1¢X2
X_X1 X2—X1

Ejemplo 4. Grafiquemos y encontremos la ecuacién de la recta, si se conocen los siguientes puntos: A(0; 1)y B(3;2).

Y=Y1 _ Y2~V y—1=5x

1
Aplicamos la siguiente y=3x+1
ecuacion punto punto y

{3.2)

-1 _ 2-1 _1
reemplazamos los datos ic]TO =35 0=zx+1-y
respectivos: 1
y-1_ 1 XY HL=0//+3 e b SRR e e
x 3 L:x—-3y+3=0 T ay +i3 =0

Ejemplo 5. Grafiguemos y encontremos la ecuacidn de la recta,

. - Figura 7: Ejemplo 4
si se conocen los siguientes puntos: C(4;3) yD(2;5) gura 7z Ejemplo

Y=V1 _ V2~V y-3 _ 1
Apliquemos la X=X1 X=X x=4
ecuacién punto punto y—3=-1(x—4)
y reemplazamos los y=3 _ 53
datos respectivos: x—4 2-4 y=-x+4+3
y=3 _ 2 y=—x+7
xr 2 “Lix+ty-7=0 Figura 7: Ejemplo 4
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Ejemplo 6. Grafiguemos y encontremos la ecuacién de la recta, si se conocen los siguientes puntos: A(2;1) yB(-5;-3)

Aplicamos la ecuacién y=2x-2
punto punto y y-1  -3-1 7 7
reemplazamos los x2 52 0=tx-1_y
datos respectivos y-1_ -4 7

27 Sx—y—2=0//7

y-1 4

P Li4x—7y—1=0

4
y-1=;(x-2) Figura 9: Ejemplo 6

Actividad 3. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1) Calculemos y grafiquemos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos: A(1;2) y B(3; 4).2)

2) Calculemos y grafiquemos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos: A (—%; —2) yB (g,i)
3) Calculemos y grafiquemos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos: A (g; g) B (g,%)

Ecuacion de la recta ordenada en el origen y pendiente
Teorema 3. La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el origen es b, tiene por ecuacion: y=mx+b

— : .
. y=mz+b
-y =mx—x [ FEw
m es la pendiente y=n ( 1) .
y—b=m(x—-0)
b es la ordenada en el origen y —b = mx m
4= 1- b :

Entonces teniendo el P, (0; b) y=mx+b J ' {

Figura 10: ordenada en el origen /.3 -2 -1 0 I 2 3

Ejemplo 7. Grafiquemos y calculemos la ecuacién de la recta que tiene pendiente m =2 y la ordenada en el origen b = 2

Aplicamos la siguiente Esta ecuacion es facil para graficar la

ecuacion  pendiente y=mx+b linea recta, de la siguiente forma:
ordenada en el origen y=2x+2 Ubicar la ordenada en el origen.

y reemplazamos los A partir de este punto, determinar el
datos respectivos: y=2x+2 recorrido de la pendiente, m=2Y ,

0=2x+2—y el cociente del cambio de "y" y "x"

“L:2x—y+2=0
Figura 11: Ejemplo 7

Actividad 4. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica: =

1. Calculemos y grafiquemos la ecuacion de la recta que tiene pendiente m = 7 y ordenada en el origen 14.
2. Calculemos y grafiquemos la ecuacion de la recta que tiene pendiente m = -3 y ordenada en el origen -5.

3. Calculemos y grafiquemos la ecuacion de la recta que tiene pendiente m =-1/2 y ordenada en el origen 3/4.

2.3. Ecuacion de la recta abscisa y ordenada en el origen
116 Teorema 4. La recta cuyas intersecciones con los ejes X e Y sona #0y b # 0, respectivamente, tiene por ecuacion:

y

S+l=1
a b
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Donde: a es la abscisay b la y=b _ -b v
ordenada ambas en el origen, x  a
es decir que “a” y “b” se N
encuentran sobre el eje “x” y eje aly —b) = —bx
“y” respectivamente. ay —ab = —bx
En la ecuacion:
Y= _ Y2 bx +ay = ab
X—X1 Xp_Xq Dividir ambos miembros entre ab:
Remplazamos los puntos P1 (0;b) x y x
y P2 (a;0) E+E=1 0 1 2 3 \ 5

Figura 12: abscisa y ordenada en el origen

Ejemplo 8: Grafiquemos y encontremos la ecuacién de la recta que pasa por los puntos: A(1;0) y B(0;-3)

Reemplazamos los

valores tenemos: Actividad 5

T, 4 1) Calcula y grafica la ecuacion de la recta cuya abscisa y ordenada en el
a b

X origen suman 9 y cuya pendiente es — i.

Xy Y o 1 3

1 -3 2) Calcula y grafica la ecuacion de la recta cuya abscisa y ordenada en el

Yy _ . . 7

x—3=1 //*3 origen suman 5, y cuya pendiente es >

3x—-y=3

wL:i3x—y—3=0 Figura 13: Ejemplo 8

2.4. Forma general de la ecuacidén de una recta

Una ecuacion de primer grado es un conjunto infinito de puntos colineales en el plano cartesiano. De la ecuacion
general se determinara los elementos de recta, la pendiente y la ordenada en el origen. Ax + By +C =0

. L : A c
Despejando y para tener la ecuacién en su primera forma tendremos: y = —3X 5

B
Donde podemos determinar la pendiente y la ordenada en el origen, comparando con la ecuaciéon y = mx + b,
c

. A
entonces se tiene: m = —E ; b= —E

Ejemplo 9. Determinamos la pendiente y ordenada en el origen de larecta: 3x + 4y — 12 =0

i
\ A=(0.3)
3x+4y—12=0 Identificando los coeficientes: ~ ,, __4__3_ ;¢
3 )
2
Ax+By+(C=0 3x + 4y—12= 0,luego: c_ -12
o} o e— b=—-——=—-——=3
A B C B 4 1
-1 o 1 2 -3
2.5. Forma normal de la ecuacién de la recta
\‘1
Tenemos la ecuacién de la recta en
su forma normal, la misma que se HETE R e s
dio con los datos de la imageny su Lkt P, )
reduccion de la forma general. i
L: xcosa + ysena = p {
. | o
Figura 15: Formal normal o — : ¥R TR AT | : \:\

3. Aplicaciones de la forma normal

Ejemplo 10. Calculemos y grafiquemos la ecuacion de la recta a 4
unidades del origen, si su normal tiene un angulo de inclinaciéon
de 120°. L: xcosa + ysena - p =0

Como:p=4y w=120

xcos120°+ysen120°—4=0

(- +y (D)-4=0 /2

2 2

Lix—+V3y+8=0 Figura 16: Ejemplo 10
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Actividad 6. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1) Calculemos y grafiquemos la ecuacidn de la rectap = 3v/2, unidades del origen si su normal tiene un angulo de inclinacién de 315°.

2) Calculemos y grafiguemos la ecuacidn de la recta p = 9, unidades del origen si su normal tiene un @ngulo de inclinacién de 45°.

4. Distancia de un punto a una recta
La distancia mas corta entre la recta y un punto en el plano, es la longitud del segmento perpendicular a la recta trazado
a partir del punto.

La distancia del punto P(x;y,) alarecta.L: Ax; + By; + C = 0 esta
Ax1+By +C
A%+B?

determinado por la formula: d =
El valor absoluto garantiza que la distancia sea positiva.

Ejemplo 11. Determinamos y graficamos la distancia del punto A(6; 5),
alarectaL: 7x + 4y = 17.

Expresamos la ecuacién 7x + 4y = 17 en la forma Ax; + By, + C = 0.

Asin+éy:}_Z=0dondeA=7, B=4y (C=-17
A B C

Remplazando en la ecuacién de distancia de un punto a una recta: — FEw Al

Figura 17: Ejemplo 11

Ax1+By,+C 7(6)+4(5)+(-17)
A?+B? V72+42
4 ,
= ‘\/ﬁ = |5,6] = 5,6 unidades

Actividad 7. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1) Calculemos y grafiquemos la distancia dirigida que separa al punto P, (-2; - 3), de la recta cuya pendiente es — 2/3, y que pasa por A (1; 0).
2) Calculemos los valores de k para que larecta L: 2x + 3y —k =0y el punto P (- 2; - 3), disten 4 unidades.

5. Resolucidn de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

La linea recta en la vida cotidiana se puede observar en los objetos, figuras con lados rectos o planos. De igual manera,
la recta mas determinante es el horizonte o vista horizontal que refleja una recta entre dos paisajes. Analicemos las
siguientes preguntas y encontramos su respuesta aplicando ecuaciones de la linea recta:

1) ¢ Cuantos arboles existian en Santa Cruz de la Sierra el afio 20177

2) éAl ritmo que vamos en la tala de arboles en el departamento de Santa Cruz, en qué afio ya no se tendrd arboles?
3) éCada afio cuantos arboles pierde el departamento de Santa Cruz?

4) ¢Qué ecuaciones de la linea recta ocuparemos para representar esta problematica?

d)m = —2000
Respuestas: P,(0; 200000 arboles)
200000 4rboles punto — pendiente
2017 +100 = 2117 Y=y =mlx —x)
Elafio 2117 y — 200000 = —2000(x — 0)
— Y2y y — 200000 = —2000x
27 ~ L:2000x + y — 200000 = 0

P;(0; 200000 arboles)

P, (100 afios; 0) modelo mateméatico

como aplicacién tecnoldgica

_ 0-200000 _ —200000 y = —2000x + 200000
00-0 100 Donde
2000 arboles y = arboles y = L + i | "
1 afios f
= Bl depa~rta7.nento de Scfnta Cruz x = tiempos (afios) La grdfica representa un reporte sobre la tala
cada afio pierde 2000 arboles indiscriminada de drboles en el departamento

= —2000¢t+ 200000 de Santa Cruz.
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En el informe de la ABT, también resalta que en el
departamento donde mds se deforestd fue Santa Cruz
con 91.369 hectdreas, seguido por Beni, con 8.437 y
La Paz 4.032; la mayor parte de las tierras afectadas se
destina ala ganaderiay a la actividad forestal y minera.

Bolivia, 06 de Marzo 2017
Fuente: El Diario Noticias

" :REALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 8. Reflexionemos y analicemos, para responder las siguientes preguntas:

1) éCémo se aplica las propiedades de la recta en proyecciones financieras que favorezcan los
emprendimientos productivos?

2) ¢Por qué es importante conocer y aprender la ecuacién de la recta para su aplicacion en modelos
matematicos?

| iES HORA DE LA PRODUCCION!
A

Actividad 9. Realicemos las siguientes actividades:

1) Solicitamos permiso al Director/a de la Unidad Educativa para pintar las lineas laterales, centrales y de fondo
de la cancha de basquet.

2) Con la ayuda de los compafieros realizamos las operaciones para calcular las ecuaciones de todas las rectas.
3) Para ello consideramos como origen del plano cartesiano el centro de la cancha.

LA CIRCUNFERENCIA Y LOS -
SABERES CULTURALES

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

En tu comunidad o barrio donde vives, observa e identifica objetos o
figuras que representan a la circunferencia.

Por ejemplo, el aro del tablero de baloncesto y el centro de campo de la
cancha de futbol de salén tienen la forma de circunferencia.

Actividad 10. Respondemos la siguiente pregunta en el cuaderno:
¢Qué caracteristicas en comun tienen esas figuras u objetos?

327 | {CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Definicion

Una circunferencia es el conjunto de puntos del plano cuyas
distancias (no dirigidas), a un punto fijo son iguales (distancia
constante). El punto fijo se llama centro y la distancia constante
no dirigida es el radio.

2. Elementos de la circunferencia

Centro de la circunferencia C

Radio de la circunferencia cD
Diametro de la circunferencia AB
Cuerda de la circunferencia FG

Recta tangente a la circunferencia
Recta normal a la circunferencia

Figura 1: Elementos de la circunferencia =
>

Z
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— 3. Ecuaciones de la circunferencia

3.1. Ecuacion candnica
P(z,y)
Si el centro de la circunferencia
coincide con el origen de coordenadas 1 Z
rectangulares, entonces la ecuacion de la
circunferencia queda reducida a:

x2 + yz = r2
La cual se denomina ecuacién candnica

de la circunferencia. Figura 2: Ecuacién candnica

Ejemplo 1. Determinamos y graficamos la ecuacién candnica de la circunferencia de centro C(0;0) y radior =5

Aplicamos la siguiente ecuacién
y reemplazamos los datos
respectivos: (x = 0)2 + (y — 0)2 = 52

(=2 + (= )% =12

~ la ecuacién candnica es:

x?2+y? =25

Figura 3: Ejemplo 1

Actividad 11. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de préctica:

1) Calculemos y grafiquemos la ecuacién candnica de la circunferencia de centro C(0;0) y radior=4.
2) Calculemos y grafiquemos la ecuacion candnica de la circunferencia de centro C(0;0) y radior=6.

3) Calculemos y grafiquemos la ecuacion candnica de la circunferencia de centro C(0;0) y radior=7.

3.2. Ecuacion ordinaria de la circunferencia ]

La circunferencia cuyo centro o
es el punto C (h; k) y cuyo
radio es la constante r >0, es %
la grafica de la ecuacion.

e(x—h)?2+@y—k)3P=r>2

Que recibe el nombre de
forma ordinaria o reducida
de la ecuacién de Ia '

circunferencia. 0
Figura 4: Ecuacion ordinaria

Ejemplo 2. Determinamos y graficamos la ecuacién ordinaria
de la circunferencia de centro C(-3;-5) y radior =7

(x—h)?+ @ —-k?=r2

Aplicamos la siguiente [x—(=3)?+[y—(-5]?=72

ecuacion ordinaria y

reemplazamos los datos
120 respectivos: (x+3)2+(y+5?2=49

~ la ecuacion ordinaria o reducida es:

Figura 5: Ejemplo 2
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Actividad 12. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1. Calculemos y grafiquemos la ecuacion ordinaria de la circunferencia de centro C(-2; -3) y radior =4
2. Calculemos y grafiquemos la ecuacién ordinaria de la circunferencia de centro C(2; 3) yradior =5
3. Calculemos y grafiquemos la ecuacién ordinaria de la circunferencia de centro C(-1; 4) y radior =6

3.3. Ecuacion general de la circunferencia
Se obtiene al desarrollar los cuadrados de la ecuacion ordinaria e igualar a cero.| x2 + y2+ Dx + Ey+F =0

. I .. D E D2+E2—4F
Se tiene la siguiente relacién: h = -5 k=—=;r= —

’

Vemos que tiene la forma de la ecuacién y podemos afirmar que:

D E
a) Si r>0, la grafica es una circunferencia de centro C (— E; - E) y radio/T.
L D E
b) Si r=0, la grafica es punto (— E; — E)

c) Si r<0, la grafica de es el conjunto vacio o representa un circulo imaginario (no representa un lugar geométrico).

Ejemplo 3. Determinamos y graficamos la ecuacién general de la circunferencia de centro C(3;-1) yradior =4

Aplicamos la siguiente (x—h)?+ (y— k)% =12
ecuacion ordinariay
reemplazamos los datos
respectivos:

Fey-6x+2y-6=0
(-3 +@y+1)2=4 IBaiEs]
x2—6x+9+y2+2y+1=16

x2+y?—6x+2y+10—-16=0

sext+y?—6x+2y—6=0

Figura 6: Ejemplo 3

Ejemplo 4. Determinamos la ecuacién dada si es una
circunferencia, un punto o el conjunto vacio.

Silo es graficaremos y hallaremos su centroy su radio.  Actividad 13. Resolvemos los siguientes ejercicios
en el cuaderno de practica:

-5

a) x? +y? ——x - —y + ==0 1) Determinamos y graficamos la ecuacion general de
la circunferencia de centro C(-2; -3) y radior = 3
5\ 2 312 512
[xz - —x + ( ) ] [y - —y + ( ) ] —% + (%) + (%) 2) Determinamos la ecuacion dada si es una circunferencia,
. un punto o el conjunto vacio. Si lo es grafica y halla su
[ —"H‘_] [y VTl = __+g T centro y su radio.
(X _ E) (x _ 3) ( _ _) ( _ 5) 4 17 a) 4x*+4y2-12x+8y+77=0
4 Y Y 16 8 b) x2+y2-4x+14y+37=0

) x2+y2-8x+6y+29=0

(x _ 3)2 + (y - 5)2 =0 - es un punto
1 ) d) 9x2+9y2-144x+12y+580=0

— 4. Circunferencia que pasa por tres puntos Az, 1)
La ecuacién de una circunferencia puede ser determinada

a partir de tres puntos ubicados en la circunferencia.

Se tiene los puntos A(xs; y1 ), B(xz2; y2 ) y C(xs; ys ).

Consideramos la siguiente ecuacion:
x*+y*+Dx+Ey+F=0

Reemplazamos los puntos A,B y C en la ecuacidn Asi:

X2 +y,2+Dx; +Ey; +F=0 (D
X2 +v,2+Dx, +Ey, + F=0 )
32 +y32+Dx3 +Ey; + F=0 3)

Figura 7: Circunferencia por tres puntos

C(xs,ys)
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Ejemplo 5. Determinemos y grafiquemos la ecuacién, centro y radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos:

A(5;4),B(4;-3)yC(-2;5).

Datos: Sea la circunferencia
e x2+y?+Dx+Ey+F=0 Si
A(5;4) > 52+42+5D+4E+F=0
5D+ 4E +F = —41
B(4;-3) > 42+ (-3)?+4D—-3E+F=0
4D —-3E+F=-25
C(=2;5) > (—2)2+52—2D+5E+F=0
—2D+5E+F=-29
5D+4E+F=-41 @

4D-3E+F=-25@
—2D+5E+F=-29 @

SOMO) @y®

—5D —4E - F= +41 4D —-3E+F=-25
4D — 3E +/F = =25 2D—-5E—F = +29

-D-7E =16

*XNDy=2®

{—3D —21E = 48

6D — 8E =4

3D— 4E=2
—25E =50
50
E=-%
E=-2

Sustituimos E en 5

3D—4E=2
3D —4(-2) =2
3D+8=2
3D=2-8
3D=—6
D=-2

Sustituimos E, D y F encontradas en la ecuacion general
£:x% + y?2 — 2x — 2y — 23 = 0 Completando cuadrados:
-2 (] -2+ ()] -2+ (' ()
[x2—2x+1]+[y?-2y+1]=23+1+1
x-1)?+(y—-1)2=25
C(1;1) r=5

CIRGUNFERY

Figura 8: Ejemplo 5

A(-1;1),B(3;5)yC(5;-3)

Actividad 14. Determinemos y grafiquemos la ecuacion, centro y radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos:

—= 5. Familia de circunferencias

Se ha sefialado que hay tres constantes esenciales en la ecuacién de una circunferencia; por tanto, si se dan condiciones
qgue determinan dos de ellas, la tercera puede elegirse arbitrariamente. Por consiguiente, tenemos un sistema en el que
aparece una constante arbitraria de que disponemos corresponde una circunferencia.

e(x—h)?+(@y—-k)?=t?

t = (nimeros positivos)

ex—h?+@y -t =r?

t = (nimeros reales)

Figura 9: Familia de circunferencias

esx—-t)2+@y-k?=r?

t = (numeros reales)
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Ejemplo 6. Determinemos y grafiquemos la ecuacidn de la familia de circunferencia con centro C(3; -1) y radior = 4

DN
|

30y

s

1 £
Figura 11: Ejemplo 6

Figura 10: Familia de circunferencias

Aplicamos la siguiente ecuacion ordinaria y reemplazamos los datos respectivos:

e e N At DLt I SR oy
E@-3HOHD =4 G321 =4 ax-32+(+ D=4
e(x=32+@+1)*=5 e (x— 42+ (y+1)2 = 42 £ (x —3)2 + (y +3) = 42
Figura 12: Familia de circunferencias
e(x -3+ +1)?2 =6 e (x = 5)%+ (y + 1)% = 42 g (x—3)2+ (y+5)2 = 42
e(x—32+@+1)2=72 e(x -6+ +1*=47 £(x—3)2+ (y+7)2 =42
e(x-3P2+F+1%=- -2+ +1)2=4  aGx-3+@+)2=4

Actividad 15. Determinemos y grafiquemos la ecuacion de la familia de circunferencia con centro C(-2; -3) y radio r = 3.

—= 6. Eje radial entre circunferencias
Es el lugar geométrico de los puntos de igual potencia con relacidon a dos circunferencias L1 y L;; o bien, es el lugar
geométrico de los puntos desde los cuales se pueden trazar tangentes iguales a dos circunferencias del sistema.

Circunferencia secantes Circunferencia exteriores
El eje radical pasa por los puntos de interseccion de L1y L. El eje radical pasa por los puntos de interseccion de L1y L.
y ocurre que la distancia entre los centros es menor que la y ocurre que la distancia entre los centros es mayor que la
suma de los radios. d<ri+r2 suma de los radios. d>r1+r2

Circunferencias tangentes exteriores Circunferencias tangentes interiores

El eje radical es la tangente comin a ambas circunferenciasy | El eje radical es la tangente comun a ambas circunferencias
ocurre que la distancia entre los centros es igual a la suma de |y ocurre que la distancia entre los centros es igual a la
losradios.d=r1+r2 diferencia de los radios. d =r1-r2

|| ]
N R =i
" e b | — b
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Ejemplo 7. Determinemos y grafiquemos la naturaleza de la familia de circunferencia. x*+y?-2x-6y-6+k(x>+y?+4x-6y+9)=0

Datos
ome () oo (O =or 0 + ()

[x2—2x+1][y>?—6y+9]1=6+1+9

CG(1;3) dgg =V(=2-12+(@B-3)?

C(=23)deg; =V dgg =3

x-1D?+(Fy—-3)2=16 3<4+2 \'

C(1;3) r=4

3>4+2 F

3=4+2 F
2 2
X +ax+ () +y2—6y+ () =9
© © N
x2+4x+4+y?—6y+9=-9+4+9

~ Son
x+2)2+(y-3)2=4 circunferencias
C(-2:3) 5 secantes
—2; =

Figura 13: Ejemplo 7

Actividad 16. Grafiguemos y determinemos la naturaleza de la familia de las circunferencias.

a)x?+y?—9+k(x?>+y?—6x+4y—-3)=0

b)x? +y?+6x—4y+8+k(x?+y?—16y+44) =0
ox?+y?—2x—6y+2+k(x?>+y?+8y—2)=0

d)4x® + 4y — 9+ k(x®> +y? —4x+3y+2) =0

e)x? +y? —8x+ 6y + 16+ k(x* +y? + 2x - 12y + 12) = 0

—= 7. Tangente a una circunferencia
Realicemos el andlisis con el siguiente ejemplo:
Ejemplo 8. La recta 4x - 3y - 8 = 0 es tangente a una circunferencia que tiene su centro en el punto (0;3). Calculemos y
grafiquemos la ecuacién de la circunferencia.

y [

El radio “r” se calcula .

por la siguiente ecuacion: \ {
25x% + 25y° -

VAT +B? '
4-0-3-3-8 =17, [""17 4 5
"= 42+(_3)2|_|5| T_S

Reemplazamos el centro y el radio:

- 072+ (-3 = (2)

289
25

| | |
25x2 + 25y% — 150y + 225 —289 =0 A 2 S ol )2 3 4 5 6 7 8
' |
|
n r

- £:25x% +25y% — 150y — 64 =0 ' ' Fersl
Figura 14: Ejemplo 8

x?>+y2 — 6y +9— 0

Actividad 17. Determina y grafica la ecuacion de la recta L:3x-4y+43=0 es tangente a una circunferencia que tiene
su centro en el punto P(-5;7).

m 8. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

El desarrollo de la circunferencia en la vida cotidiana tiene varias aplicaciones que nos han ayudado a la evolucién y desarrollo
de la construccidn en nuestra sociedad actual, el uso de la rueda como medio fundamental para el transporte ha sido de vital
importancia para el comercio y la comunicacion.
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Calculamos la ecuacion de la

circunferencia de una rueda de (x—h)?2+@y —k)2=r?
bicicleta de 29 cm de didmetro. Apliqguemos la siguiente
. Son Jon2
o ecuacion ordinaria y (x — 0)24+(y — 0)2 = (_)
- - reemplazamos los datos 2
respectivos:
P x2 +y?%— B;ﬁ =0

. e14x? +4y? —841 =0

—

Actividad 18. Debatimos con las compafierasy compafieros sobrelaimportancia delacircunferenciaenlatelecomunicacion
y otros, y respondemos las siguientes preguntas.

1) ¢Qué problemas cotidianos podemos resolver a través de ecuaciones de la circunferencia?
2) éPorqué es importante las circunferencia en el avance tecnoldgico?

Actividad 19. Pintamos las lineas curvas de la cancha de basquet, haciendo énfasis en las circunferencias, no olvidemos
que el centro de la cancha es el origen C(0; 0).

 iES HORA DE LA PRODUCCION!

PARABOLA Y SU RELACION CON -
SITUACIONES COTIDIANAS

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Isabella y Jerson Junior decidieron adquirir una antena parabdlica para poder conectarse a la sefial
satelital de la radio y la televisidn, pero la Unica indicacion que les dieron, cuando hicieron la compra
fue que apuntaran hacia donde el sol se esconde. Por eso, decidieron utilizar estas aplicaciones Android: '
DishPointer o Satellite Finder Pro, para poder encontrar los grados Acimut con respecto al satélite artificial

de telecomunicaciones Tupac_Katari -(TKSat_1_87.2W o STKSat_1_87.1W)-, también la inclinacién o
elevacion que la antena debe tener para poder captar la sefial. Con la ayuda de su profesor, analizaron el
movimiento de traslacion que realiza la tierra, como afecta a la captura de la sefial del satélite Tupac Katari.

Actividad 20. Respondemos en el cuaderno las siguientes preguntas:

1) ¢Tienen algo de especial las antenas parabdlicas para poder captar la sefial satelital del Tupac Katari?

2)éDénde encontramos la incidencia (cobertura) de sefial en una antena parabdlica?

3) éQué tan importante es el receptor en la parabola y cémo ayuda a construir otros tipos de antenas parabdlicas?
4) éLa elipse y la hipérbola tendrén alguna aplicabilidad en la incidencia de sefial al satelital del Tupac Katari?

5) éCémo ayudan en tu comunidad o barrio las conicas?

Muchos lugares de nuestro Estado Plurinacional de Bolivia, las familias utilizan antenas parabdlicas para conectarse a la
sefial satelital y a la red de Internet, mas en estos tiempos de transmisién de clases a distancia.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1. Definicion de Parabola
La pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo, lamado foco “F” y de una
recta fija del mismo plano llamada directriz. FP = PQ
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—= 2. Elementos
La Pardbola tiene los siguientes elementos:

Vértice (v). Es el punto de interseccién de la pardbola
con el eje de simetria.

Foco (F). Es el punto fijo, situado sobre el eje de simetria i
a P unidades del vértice. (©;p)

Eje de simetria (I,). Recta perpendicular a la directriz | y

que pasa por foco.

Cuerda (CE). Es el segmento de recta que une dos puntos
cualesquiera de la parabola. |
Directriz (I). Recta fija, perpendicular al eje de simetria |,.

eje focal

Cuerda Focal (AB). Segmento de recta que une dos puntos FinaEa AENaA g
de la pardbola pasando por el foco.
Lado Recto (LR). Es una cuerda focal perpendicular al Figura 1: Parabola

eje de simetria. En el Plano Cartesiano, una parabola
Radio Vector (PF’). Segmento de recta que une el foco puede tener su vértice en cualquier par
con un punto de la parabola. ordenado y puede estar orientada hacia
arriba, abajo, izquierda o derecha, como

— 3. Ecuaciones de la parabola se ve en las antenas parabdlicas.

Ahora veremos que la ecuacion de una parabola toma su forma mas
simple cuando su vértice esta en el origen y su eje de simetria coincide con uno de los ejes coordenados.

3.1. La parabola en el eje vertical

Consideremos que el vértice de la parabola es V (0; 0), y su eje de simetria Y
(x = 0). Sea p la distancia dirigida desde el vértice hasta la directriz o al foco,
estoes: |p| = [QV| = |VF|

1) Sea P (x; y), el punto genérico de la parabola

2) Por definicién, siP € 1 - [PF| = d(P;1) » \/(x — 0)2 + (y —p)2 = |y + pl

3) Elevando ambos miembros al cuadrado se tiene:
®?*+-p?=F+p?

De donde: x?= +4py M(z,—p)

Figura 2: Parabola eje vertical

3.2. La parabola en el eje horizontal

Consideremos que el vértice de la parabola sea V (0; 0), y que su eje de
simetria sea el eje X (y = 0). Sea p la distancia dirigida desde el vértice hasta
la directriz o al foco, esto es. |p| = |QV| = |VF|

Sea P (x; y), el punto genérico de la pardbola
V(0;0)

Por definicién, si P € 1 » |PF| = d(P;1) » /(x — p)2 + (y — 0)2 = [x + p|
Elevando ambos miembros al cuadrado se tiene:(x — p)? + y? = (x + p)?

De donde: y?= +4px
3.3. Ecuaciones de la parabola con vértice (h; k) fuera del origen

. . . . L. R Figura 3: Parabola eje horizontal
Consideremos la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X y cuyo vértice es el punto  V (h; k). Si
trasladamos el sistema de coordenadas XY al sistema XY’ de tal forma que el nuevo origen O’

126 coincida con V (h; k), obtenemos una parabola con vértice en O’, cuya ecuacién es:  y'2= 4px

!

Las ecuaciones de traslaciondan: x'=x—h ; y' =y—k

Que sustituidas en, se obtiene: (y —k)?= +4p(x — h)
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Ademas de la ecuacién, es de interés conocer los / ¥
siguientes elementos de la parabola paralelo al eje X Directriz — u
1) Vértice: V (h; k) «— LadeRecto (LR)
2) Foco: F (h + p; k) §
3) Lado Recto: LR=14p | g3
4) Ecuacién de la directriz: L: x=h—-p { ]
5) Ecuacién del eje: L;:y =k ]
6) Coordenadas de los extremos del lado recto: :
L(h+p;k+12p1),R(h+p;k=12p1) F‘f‘;ii‘;““‘a | R=ap
7) Longitud del radio vector: \ i
I"‘|X—h+p| 0 -4 & T - 5 4 -1 rd U (] 2 3
- 1
Figura 4: Pardbola paralelo al eje X
T
Consideremos la pardbola cuyo eje es paralelo al eje y, y cuyo y ) Ejede
vértice es el punto V (h; k). Si trasladamos el sistema de - g
coordenadas XY al sistema XY’ de tal forma que el nuevo origen O’ .
coincida con V (h; k), obtenemos una pardbola con vértice en O’, '
cuya ecuacién es: x'2= 4py’ '
o ! Foco X
Las ecuaciones de traslacion dan: x'=x—h ; y' =y—k L,
1 Vértice
Que sustituidas en la ecuacion se obtiene: Tmecsus 4
(x—h)? = +4p(y — k) I
i
& ¥
v
Figura 5: Parabola paralelo al eje Y
Ademas de la ecuacidn, es de interés conocer los siguientes elementos de la pardbola paralelo al eje Y
1) Vértice: V (h; k) 4) Ecuacidn de la directriz: 6) Coordenadas de los extremos del lado recto:
2) Foco: F (h; k+ p) LLy=k-p L(h+12pl; k+p), R(h—=12pl; k+p)
3) Lado Recto: LR=14p|  5) Ecuacién del eje: L1: x=h  7) Longitud del radio vector:
r=Ilyl—k+pl

Ejemplo 1. Hallamos el foco y la directriz de la parabola con vértice en el origen y que contiene al punto B (3;4) y su eje
de simetria (o eje focal) es paralelo al eje X.

Resolucion:

De acuerdo a la informacion tenemos una parabola de la forma
y? = 4px, el punto B (3,4) nosindicaquex =3, y = 4,
(porque es un punto que esta en la parabola). Reemplazamos las
coordenadas del punto B en la ecuacion.

y? = 4px
16 _ 4
Entonces la ecuacién sera 3 2 |4
2 _ 3) 2 _16
y (3 x = y 3 X
. 4 4
El Foco estard en el punto (3, O). Vemos que 3 corresponde al f e _i
valor de “p”, y como la directriz esta a la misma distancia de “p” 3
respecto al vértice, pero hacia el lado opuesto, entonces, la
4

directrizes: x = —3 Figura 6: Ejemplo 1
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grafiguemos las mismas: a)y> =8x b)y?=-8x c¢)x>=8y d)x?= —8y

Actividad 21.Encontramos los elementos (Vértice, Foco, Lado Recto, Directriz y Pardmetro P) de las siguientes parabolas y

Ejemplo 2. Determinamos y graficamos los elementos de la
pardbola (y + 3 )>=-8( x + 2).

(y+3)" >B8(x +2)

Resolucion: 2
4 - 2 = - -

Esta parabola corresponde a la forma (y - k) 4p(x - h), T ——
entonces:
4p =- 8 \/ =2

p=-2 -4
Vértice: V(-2 ;-3)
Foco: F(h+p;k)=>F(-2-2;-3)=>F(-4;-3) ) ) i

Figura 7: Ejemplo 2 %

Ejemplo 3. Determinamos y graficamos la ecuacién de la parabola con vértice en (3; 2) y foco en (5; 2).
Resolucidn: Al analizar las coordenadas de vértice (3, 2) y foco (5, o
2), vemos que su ordenada es comun (y = 2), por lo que se concluye ! =2 = 8z —3)

que estan alineados horizontalmente y que el foco esta a la derecha
del vértice. Segun ya vimos, en este caso la ecuacion que resulte
tiene la forma: (y - k)>=4p (x - h)

Siendo las coordenadas del vértice (h;k), se sustituyen en la ecuacion
yresulta: (y-2)2=4p(x-3)

Donde el pardmetro p que representa la distancia del vértice
al foco, que podemos calcular por diferencia de las abscisas
correspondientes:

p=>5-3=>p=2,sustituimos: (y-2)?>=28(x-3) Figura 8: Ejemplo 3 1

Ejemplo 4. Determinamos y graficamos el

vértice (V), foco (F), la longitud del lado recto
(LR) y la ecuacién de la directriz (D), de la
parabola (x + 6)2 = -24(y - 2).
Figura 9: Ejemplo 4

Resolucién:

4 & v w2

La parabola corresponde a la forma (x — h)? = —4p(y — k), las formulas a aplicar son: Vértice, V(h, k); Foco,

F(h, k + p); Lado recto, LR = |4p|; ecuacioén de la directrizzy —k+p = 0.

Vértice: (x + 6)% = —24(y — 2) = [x — (—=6)]? = —24[y — (+2)], entonces, V(—6,2), siempre con signo

cambiado, respecto a la ecuacion original, (x + 6)? = —24(y — 2).

Para el foco determinamos el valor de p, 4p = —24 = p = —6. F(h,k + p) = F(—6,2 + (—6)) = F(—6,—4).

Lado recto: LR = |4p| = LR = |4(—6)| = LR = 24.

Directrizzy—k+p=0 =2y—-24+(-6)=0=>y—-2-6=0=>y—-8=0.

Actividad 22. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1) Obtenemos la ecuacion de la pardbola que tiene foco F(3; 4), de vértice V(1; 4).

2) Determinamos la ecuacion de la parabola que tiene directriz y = 4 y vértice (0; 0).
3) Encontramos la ecuacion de la parabola de directriz x = 2 y foco (—2;0).

4) Dada la parabola (x + 2)2 = 12(y — 2), encontramos el foco y el vértice.

5) Dada la parabola (x — 3)? = 8(y — 2), determinamos su vértice, foco y directriz.

3.4. Ecuacioén de la parabola en su forma general

128 En todos los casos, la estructura de la ecuacion de la pardbola tiene las siguientes caracteristicas: Existe solamente una
variable al cuadrado, x? o bien y? y otra lineal. Para llegar a dicha expresion o forma general, es necesario desarrollar

algebraicamente la forma ordinaria o candnica de la ecuacidén y obtenemos la siguiente ecuacion:

x*+Dx+Ey+F=0.

Es la ecuacion de una parabola vertical en su forma general. Andlogamente, para una parabola de orientacion horizontal,

la ecuacion en su forma general serda: y*+Dx+Ey+F=0
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Ejemplo 5. Determinamos la ecuacion general y graficamos una parabola que tiene su vértice en el punto (-4 ; 2) y su

directrizesy=5 ) )
Figura 10: Ejemplo 5

Analizando las coordenadas del vértice y la ; +— .2
posicién de la directriz, se puede concluir que: [ 5 /-\

-16 =14 =12 -}

La directriz es horizontal, por tanto, la posicién
de la paradbola es vertical.

La directriz corta al eje de las ordenadas en un
valor (5) mayor que la ordenada del vértice (2),
por tanto, la parabola se abre hacia abajo en
sentido negativo del eje de las “y”.

e
x"f+8:x+j12y~8=_€}__a

Las coordenadas del vértice no corresponden con las del origen.
Dado lo anterior, se trata entonces de una parabola cuya ecuacion ordinaria o candnica es del tipo: (x - h)> = -4p (y - k)

De las coordenadas del vértice se obtiene: h=-4 => k=2

Se obtiene p por diferencia entre las ordenadas del vértice | (x + 4)? = —12y + 24

y la directriz, resultando: B - ] )
Operacién auxiliar: Desarrollando el binomio al

p =5—2,portanto,p =3 cuadrado:
Sustituimos valores en la ecuacion ordinaria, resulta: (x+4)(x+4)=x>+8x+16
(x — h)? = —4p(y — k) x? 4+ 8x 4+ 16 = —12y + 24
Reducimos términos semejantes e igualamos a
[x = (=9)]* = —4-3[y — (+2)] cero la ecuacién tenemos:
(x+4)?=-12(y-2) ex?2+8x+12y—-8=0

Ejemplo 6. Dada la ecuacidn de la parabola y2 + 8y - 6x + 4 = 0, graficamos y encontramos las coordenadas del vértice y
del foco, asi como la ecuacién de su directriz.

Resolucidon: una forma de obtener los elementos solicitados consiste en reducir la ecuacién general expresandola en su
forma ordinaria o candnica, aplicando el método completando cuadrados.

y*+8y—6x+4=0
y2+8y=6x—4

YR8y 6XF A0

P6S] TEe T ey Teaal e e fha,

2 2
y? + 8y + (g) =6x—4+ (g) completando cuadrados
y2+8y+16 = 6x + 12 simplificando
(y+4)?=6(x+2) factorizando
Con lo cual se puede determinar que:
k=—-4y h=-2 V(-2,-4)

o 6 3
Ademas, si4p = 6 entonces: p =-== ! : s ! i ! i
4 2 Figura 11: Ejemplo 6
Considerando la orientacion ya sefialada de la La ecuacion de la directriz se obtiene de:

parabolay el valor de p, es posible determinar la
posicion del foco, ya que éste estara a la derecha del
vértice, a una distancia p desde h y con la misma
ordenada k, resultando: (y — k)% = 4p(x — h)

x—h+p=0

Finalmente: x — (—=2) + (%) =0=

7 7
xX+-=0=>x=—-
+2 2

F(h+p k)= F(—z +§,—4) = F(—%,—4)
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Actividad 23. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1) Determinar las coordenadas del Vértice, Foco y calcular el lado recto de la parabola de ecuacién: y? + 4x —y + 5 = 0.

2) Determinar la ecuacién ordinaria, vértice y foco de la pardbola: 3y% + 6x —y + 2 = 0.

—= 4. Parabola que pasa por tres puntos
Trabajamos a partir de la ecuacion general de la pardbola e identificando el sentido de las ramas. Supongamos que se
tiene los puntos A(xs;y1),B(X2;y2 ) y C(xs;ys ). Consideramos la siguiente ecuacion: x2+Dx+Ey+F=0 ()

Reemplazamos los puntos A,B y C en la ecuacidn (B). Asi:

XP?+Dxa+Eya+F=0 (1)
X2+ Dx2+Ey2+F=0 (2)
X3+ Dxs+Eys+F=0 (3)

Las ecuaciones (1),(2) y (3) forman un sistema de ecuaciones de 3 x 3, resolviendo este determinamos el valor de D, E 'y
F. Realizamos de manera analoga para parabolas de ecuacién general: y2 + Dx + Ey + F = 0.

Ejemplo 7. Determinamos y graficamos la ecuacién de la pardbola que pasa por los puntos A(1;2), B(5;6) y C(3;3).

Representamos los puntos en el plano cartesiano.

Observamos que la parabola es vertical con ramas hacia arriba, entonces
utilizamos la ecuacion:

x> +Dx+Ey+F=0 ()

Reemplazamos los puntos 4, B y C en la ecuacién (B). Asi:

12+D+2E+F=0 (1)
524+45D+6E+F =0 )
1
324+3D+3E+F=0 3)
2 4 0 REay IRRwn E=S7 TE3E TREE] FRREA
D+2E+F=-1 1) D+2E+H=—1 ! -1 SeiilERanaciass
5D +6E + F = =25 @ 5D —6E —F =25 Figura 12: Ejemplo 7
3D+3E+F=-9 @ —4D—4E =24 @
D2y® DED@yG En la ecuacion tenemos:
—-2D—-3E=16 (5
—2D —3(—4) = 16
—5D —6E —F =25 2D+ 2E = —12
3D4+3E+F =—9 —-2D —3E = 16 —2D =16 — 12
—2D-3E =16 ® —E=4 —2D =4
E=—4 D=t

D=-2

Resolvemos el sistema y obtenemos: D=-2, E=-4y F =9, entonces la ecuacién de la parabola es. €: x*-2x -4y + 9 =0.

x*-2x—4y+9=0

2 _ = —

Una forma de obtener los x 2x=4y -9
elementos solicitados consiste
en reducir la ecuaciéon general
expresandola en su forma x> —2x+1=4y—8 simplificando
ordinaria o candnica, aplicando el 2

. ’ x—1)=4(@y -2
método completando cuadrados. ( ) & )

x?—2x+ (2)2 =4y—-9+ (;)2 completando cuadrados

factorizando
Con lo cual se puede determinar que:
h=1ly k=2 V(1;2)

Ademas, si4p = 4 entonces: p = Z =1
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Actividad 24. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1. Determinar y graficar la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos A(-5; 2),B(-1; 4) y C(3 ; 2).

2. Determinar y graficar la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos A(12 ;-12), B(2; 8) y C(8; 12).

5. Tangente a una parabola
Como la ecuacién de una pardbola es de segundo grado, podemos obtener la ecuacién de la tangente empleando el
método optativo de la discriminante o el método de la tangente en el origen de una curva.

En general, son tres los problemas de tangencia que se presentan:

- Tangente en un punto de contacto dado.
- Tangente paralela a una direccion dada.
- Tangentes trazadas desde un punto exterior.

PO

-t

Teorema 1. Ecuacion de la tangente en un punto de contacto dado. -

Figura 13: Tangente en un punto

La tangente a la pardbola €.y? = 4px, en cualquier punto P(x1 ; y1),
de la curva tiene por ecuacion: yi1y = 2p (x+x1)

Teorema 2. Ecuacion de la tangente de pendiente conocida.

O R R

La tangente de pendiente m a la pardbola: y?>=4px tiene la forma:
y=mx+= , m#0 ?

Ecuacion conociendo un punto exterior de la parabola por donde .
pasa la recta tangente, en este caso tenemos dos soluciones o
rectas tangentes.

Aplicamos el siguiente procedimiento:

Figura 14: Tangente - pendiente

- Aplicamos la ecuacidn de la recta, punto-pendiente.
- Despejamos y, sustituimos en la ecuacién de la parabola. ol

- lgualamos a cero la discriminante de la ecuacion y resolvemos
esta.

- Reemplazamos la pendiente en la ecuacién punto-pendiente.

Figura 15: Tangente en un punto exterior

Ejemplo 8. Calculemos las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(1; 4) a la pardbola: y>+3x-6y+9=0 .

Solucién. Las rectas tangentes que pasan por P tienen por ecuacion:
y—4=mkx-1) (B)

Despejando “x” se tiene: X = i(y +m—4)

Sustituyendo en la ecuacion de la parabola tenemos:

Y2+ (y+m—4)—6y+9=0

my?+ (3 —-6m)y+12m—12=0

Por condicién de tangencia: (3 — 6m)? — 4m(12m — 12) =0
Efectuando obtenemos : 4m? —4m —3 =0 < m = ; ,m = —%

Por lo que, en (B), las ecuaciones de las dos tangentes son:
L1.3x =2y +5=0 L, x+2y—9=0

Figura 16: Ejemplo 8

Actividad 25. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1. Determinemos la ecuacion de la recta tangente a la parabola: x2- 6x + 5y - 11 = 0 en el punto (-2;-1).

2. Determinemos la ecuacién de la recta tangente de pendiente m = 2 a la pardbola: y2- 6x + 5y - 11 = 0.
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—= 6. La funcidn cuadratica y aplicaciones de la parabola

La funcidn cuadratica general es aquella funcidn con dominio R y definida por la regla de correspondencia.

fx) = ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b, y ¢ son constantes que representan nimeros realesy a # 0.

La funcidn f definida por esta ecuacién puede escribirse como: f = {(x;y) € R*/y = ax* + bx + c} y
su grafica es una parabola cuyo eje de simetria es paralelo o coincidente con el eje Y, abierta hacia arriba

si: a > 0y hacia abajo si:a < 0.

S L b . . . -
- Paraa > 0, la funcién tiene su valor minimo k, cuando x = —5a78S decir, el punto mas bajo de la grafica es

el vértice V (h; k).

o . b . [ -
- Para a < 0, la funcidn tiene su valor maximo k, cuando,x = — 2a &S decir, el punto mas alto de la grafica es

el vértice V (h; k).
Ejemplo 9. Determinamos un valor mdximo o bien un minimo
para la funcién: f = {(x;y) € R?/y =x* + 6x+ 2y + 5 = 0}
Solucion. La ecuacién que define a f es:
x2+6x+2y+5=0
2y =—x2—6x—5

—_12 5
y=—3X 3x2

De este modo, los valores de la funcién f(x) estan dados por

1 5
fl)=—5x*=3x—3

L, - 1
Para esta funcién cuadratica, a = -3 b=-3.Comoa<0,

f tiene un valor méximo

en el punto donde x = —b/2a ,estoes, en:x = —

. 1 5
El valor méximo es: f(x) = —Exz —3x— 2

1 5
= f(=3) = =57 (-3=3(-3) -3

VERTICE

Figura 17: Ejemplo 9

o f(-3)=2

Nota. Del uso y aprovechamiento del lenguaje de las funciones se puede expresar diversos tipos de situaciones
practicas que tienen que ver con la geometria, fisica, economia, biologia, etc., en términos de una relacién funcional. La

funcién obtenida representa un modelo matematico de tales situaciones practicas. Mostraremos con unos ejemplos el

procedimiento implicito para obtener algunos modelos matematicos que involucren funciones cuadraticas.

Actividad 26. Determinamos un valor maximo o un minimo para la funcién:

f={(x;y) € R?/y=x?+8x+12y—8= 0}

— 7. Resolucidén de problemas aplicados en contexto y la tecnologia
El sefior Héctor compré una antena parabdlica de 3 metros, para ver el
mundial de futbol Qatar 2022. ¢A qué distancia del fondo de la antena

esta colocado el receptor de sefales?
Reemplazamos los datos en la ecuacién de la parabola.

Consideramos la grafica de
la parabola tenemos: %

b —h?=
4P =3 m (y_O)Z_
_3
P—Zm y2=_3x

—4p(x — h)

3
=—4 (Z) (x-0) El receptor de la antena

L e y?+3x=0

estd a 0.75 metros
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" :REALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 27. Reflexionemos sobre laimportancia de la propiedad focal de la parabola en las antenas satelitales, ldmparas,
faros, linternas, etc. y respodemos las siguientes preguntas.

1) En tu contexto, ¢cdmo se aplica la parabola?
2) éComo ayuda la parabola en el desarrollo de la ciencia y tecnologia?
3) éPor qué crees que es importante aprender sobre las ecucaciones de la parabola?

LA ELIPSE APLICADO A LA CIENCIA -
Y TECNOLOGIA

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

=8 Noticiencia

Debido a la resistencia del
viento, las trayectorias que
realizan los aviones cuando
hacen viajes circulares se
vuelven elipticas.

El maestro de Estudios Sociales hablo sobre los movimientos de los planetas, mencionando que su trayectoria gira en forma
eliptica alrededor de una estrella llamado Sol. José Maria quedé motivado sobre el tema mas cuando la maestra de Artes
Plasticas les pidid dibujar la figura de la elipse, entonces decidié profundizar sus conocimientos e investigd que las drbitas de 133
los planetas alrededor del Sol son elipticas y este se encuentra en uno de los focos. La excentricidad de la drbita de la tierra
alrededor del Sol es aproximadamente 0,0167.
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Actividad 29 . Realicemos la siguiente practica:
El método se basa en la definicion mas corriente de la elipse, como “lugar geométrico” de los puntos cuya suma de
distancias a los focos es constante.

Materiales Procedimiento

- Una cuerda Los alfileres se colocan en el lugar de los focos y la cuerda debe medir lo mismo que
- Lapiz el eje mayor (2a). Al lazo de cuerda se le debe afiadir la distancia de los focos. Con
- Colores la cuerda tensa se mueve el lapiz o material de dibujo rodeando por completos los
- Reglas dos focos.

- Dos chinches o alfileres ' —
pEg  ELLPSE

- éPor qué los planetas giran alrededor del Sol? |

- ¢Qué planeta tiene la mayor excentricidad?

- ¢Los cometasy los satélites también describen { . - |
drbitas elipticas? ¢ Por qué? [ N

| ‘: “

—

—= 1. Definicién
Una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos (€), que se mueven en un plano de tal manera que la suma de sus
distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.
Los dos puntos fijos se llaman focos, es constante de la elipse. Si denotamos la suma constante por 2a, segun esta
definicion y refiriéndonos a la grafica de la figura 1, se tiene:

P
P € £ & |PF,| + |PF,| = 2a
R € £ & |[RF,{| + |RF,| = 2a
El segmento:  |V;V;| = 2a d
se denomina eje mayor, Sarts an

y el segmento: |B;B,| = 2b

es el eje menor de la elipse.

La distancia entre los focos,

esto es: |F;F,| = 2, se llama distancia focal.

Figura 1: Elipse

—= 2. Elementos de la elipse

- Focos: son los puntos fijos F; y F,. - Vértices: Son los puntos de interseccién de la elipse con los
- Eje focal: es la recta que pasa por los focos. ejes:ViyV,; By yB,.
- Eje secundario: es la mediatriz del segmento F, F,. - Eje mayor: es el segmento V; V, de longitud 2a, a es el
- Centro: es el punto de interseccidn de los ejes. valor del semieje mayor.
- Radios vectores: son los segmentos que van desde - Eje menor: es el segmento B; B, de longitud 2b, b es el
un punto de la elipse a los focos: PF; y PF,. valor del semieje menor.
- Distancia focal: es el segmento F; F, de - Ejes de simetria: son las rectas que contienen al eje mayor
134 longitud 2c, c es el valor de la semidistancia focal. o al eje menor.

- Centro de simetria: coincide con el centro de la elipse, que
es el punto de interseccidn de los ejes de simetria.
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Los elementos de la elipse cuando el eje mayor es coincidente con el eje X:

1) Centro: C (h; k) e
2) Vértices: V; (h +a; k), V, (h—a; k)
3) Focos: F; (h +c; k), F, (h—c; k)
4) Extremos del eje menor:

B, (h; k+b), B, (h; k—b)

2
5) Lado recto: LR = %

6) Excentricidad: e = 5

7) Extremos de los lados rectos:

2 2
LheckeD) , Rih+ok-2)

b2 b2
Lth-ck+—=) , Lith-ck-—)
a a . Figura 2: Elipse eje X
8) Ecuaciones de las directrices: x=h + "
. . . . 2a® _ 2a
9) Distancia entre las directrices L, y L,: d = =%

10)Radios vectores para un punto P (x,; y,), de la elipse:
r, =a—ex, (Foco derecho) y r, = a + ex, (Foco izquierdo)

Los elementos de la elipse cuando el eje mayor es coincidente con el eje Y:

DI‘I‘ECTITZ1 S A— 1 4 e -
1) Centro: C(h; k)

2) Vértices: V, (h; k+a), V, (h; k—a)
3) Focos: F; (h; k+c¢), F, (h; k=c¢)
4) Extremos del eje menor:

B, (h+b; k), B, (h—b; k)

2
5) Lado recto: LR = %

6) Excentricidad: e = §

7) Extremos de los lados rectos:

2 2
Lih+Z5k+0) , Ry(h-5k+0)

b2 b2
Lz(h+:;k—c) , Lz(h-;;k—c) .
8) Ecuaciones de las directrices: y =k ig
2
9) Distancia entre las directrices L; y L,: d= 2% = 2—;
10) Radios vectores para un punto P (x;; y,), de la elipse:

. e Ditectriz 4
r, =a—ey, (Foco superior)y  r,=a + ey, (Foco inferior). .

Figura 3: Elipse eje Y

— 3. Ecuaciones de la elipse
A continuacion, estudiaremos las ecuaciones de la elipse cuando su centro se encuentra en el origen y su eje mayor o eje
focal coincide con uno de los ejes del plano cartesiano, como asi también sus otras ecuaciones:

3.1. Elipse con centro en el origen y eje mayor coincidente con el eje X

Esta primera forma candnica de la

ecuacion de la elipse se denomina x2 2
también elipse horizontal con &gtz = 1 '
centro en el origen.

Figura 4: Elipse origen X
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3.2. Elipse con centro en el origen y eje mayor coincidente con el eje Y
Esta segunda forma candnica
es llamada elipse vertical con _X2 + y? 1
centro en el origen. Epz Tz
3.3. Elipse con eje mayor paralelo al eje X
Sea la elipse de eje focal paralelo al eje X'y ) )
cuyo centro es el punto C (h; k), mostrada en - (x-h) n G-K"_ 1
el Figura 2. Cuya ecuacién, segun la primera a? b2
forma es:
Deroctriz -
3.4. Elipse con eje mayor paralelo al eje Y Figura 5: Elipse origen "Y"
Sea la elipse de eje focal paralelo al eje Y cuyo centro es el punto C (h;
. . . . . . (x— h)Z (y— k)Z
k). Segun la primera forma es: las ecuaciones con eje mayor reciben y _
. . . . + =1
el nombre de formas ordinarias o generalizadas. Es de interés b2 a2

conocer los siguientes elementos de la elipse.
Ejemplo 1. Hallamos la ecuacidn de la elipse cuyos vértices son los puntos V1 (6; 1) y V2 (-2; 1) y pasa por el punto P (2; 3).

x-m? -k _

a2 b2 1
Directriz Dirgctriz
(2-2? | B-D* _ .
42 bz
b? =4 >
16(x—2)? n l6(y-1)% _ 16 1} | centro \ verid,
16 4 FieM

x2—4x+4+4y? -8y +4=16

- | 1 .

A 2 _ _ _ —
ex“+4y 4x—-8y—-8=0 Figura 6: Ejemplo

Ejemplo 2. La distancia entre las directrices de una elipse es 24. Hallamos su ecuacién si los focos son:
F1(1;2)yF2(-5;2).

d(F-C)=3
( . x-h? | y-K? 27(x* 4+ 4x +4) +36(y* —4y +4) = 972
c=3 22 + " =1
Ay — 1) = 24 £:27x% + 36y% + 108x — 144y — 720 = 0
2a? _ 24 (x+2)? + (y-2)? =1
c 36 27
a?=36

Figura 7: Ejemplo 2

e

Ejemplo 3. Hallamos y graficamos la ecuacion de la elipse que pasa por el punto P (- 4; 3), y cuyos focos son los
puntos: F1(-1;3)y F2 (- 1; - 1).
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|PF1|+|PF2|=2(1 Directriz

VO = %)%+ (2 —y1)2 +/(x2 = x)2 + (y2 — y1)? = 2a

JE1+492+(B-3)2+/(-1+4)2+(-1-3)2=2a . . .
V949 +16=2a
34++/25 =2a
Relacion de distancia 3+5=2a
a? = b? + ¢? 8 =2a
2 _ L2 2
9?2 =b2+(2) N
16 = b2 +4
a=4%
b2 =12
(x—h)2+(y—k)2 1 4(x +1)?>+3(x—1)? =48 2
b? a? 4x2 +8x+4+3x2—6y+3—48=0 v
(x+1)%2 | (x-1)2% _ 2 2
T+T—1//*48 £:4x*+3y*+8x—-6y—41=0 _ ¢

Directriz,

Figura 8: Ejemplo 3

Ejemplo 4. Hallamos y graficamos la ecuacion de la elipse en la cual un vértice es V (- 1; - 3), el foco opuesto F (- 1; 3) y la
longitud de su eje menor es 4+3.

Actividad 30. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

Relacidn de distancia ) ) Foco .
Figura 9: Ejemplo 4 . 3 |Carectrer, |
|
a’= b? + c? I o
a?= (2v3)° + (6 — a)? :
2 LR
a’?=4-3+36 —12a + a? I
|
12a =12 + 36 I
_ 18 | >
T 12 |
a=4% :
De la grdfica —ll 0
at+c=6 1
c=6—a !
I -1
(x-h? | (y-k)? _ i
b2 + az 1 |
(x+1)? | r-1* _
12 + 16 1//+48 : -2
4(x+1)>+3(x—1)2 =48 |
4x> +8x+4+3x>2—6y+3—-48=0 b o
e
£4x2+3y*+8x—6y—41=0 ‘ 3 lovectn:

1. Hallamos la ecuacién de la elipse cuyos vértices son los puntos V1 (7; -2) y V2 (-5; - 2) y pasa por el punto P (3; 2).

2. La distancia entre las directrices de una elipse es 18. Hallamos su ecuacién si sus focos son: F1 (1; 5) y F2 (1; 3).

3. Encontramos la ecuacion de la elipse que pasa por el punto P (1; 5) y cuyos focos son los puntos: F1 (5; 2) y F2 (- 3; 2).

4. Hallamos la ecuacion de la elipse en la cual un vértice es V (3; 2), el foco opuesto F (11; 2) y la longitud de su eje menor es 8.
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— 4. Ecuacion general de una elipse en posicidn ordinaria
Ecuacién general de la elipse con ejes paralelos a las coordenadas: Ax? + Cy2 +Dx+Ey+F=0

2
(e8) |, rv2)

Y A 1. Es la ecuacion ordinaria de una elipse equivalente a las dos
A C

2
Dz  E2?
nde:t=-F+—+—-
donde: t toat e
ecuaciones, dependiendo la forma del valor que asuma t. Entonces podemos afirmar que:
. -, . D E
Sit > 0, la ecuacidn, representa una elipse con centro en (-ﬂ; - E)
. L D E
Sit =0, la ecuacién, representa un punto en (-ﬂ; - E)

Sit < 0, la ecuacion, representa un conjunto vacio.

Ejemplo 5. Determinamos si la grafica de la ecuacidén dada es una elipse, un punto o un conjunto vacio. Si la grafica es
una elipse, hallamos sus elementos:

Directrizy -
a) 4x%+9y? —24x + 108y + 360 =0

4x% —24x  +9y?+ 108y = —360
4 [xz —6x+ (g)z] +9 [yz +12y + (12—2)2] =360 + 4 (g)z +9 (%)2

4(x2 — 6x + 9)2 + 9(y? + 12y + 36) = —360 + 36 + 324

4(x—-3)24+9(y+6)2=0 . esunpunto

b) 25x2 +9y%2 —50x +36y — 164 =10

25x2 —50x  +9y?% + 36y = 164
25[x2 —2x+ (2)2] +9 [y2 + 4y + (3)2] =164 + 25 (g)2 +9 (g)2

25(x?2 —2x+ 1) +9(y?2+ 4y +4) =164+ 25+ 36

-
ELIPSEH

Foco

25(x—1)2 + 9I(y+2)* _ 225
225 225 225
(x-1? | (y+2)?

st =1

25 9

-~ es una Elipse

Directriz -8

@12 | 0+ _ 4 Figura 10: Ejemplo 5
9 25
a=5b=3 c=4 Elementos de la Elipse 6) e=08
h=1 k=-2 1 C1-2) 7 L(282); R, (-082)

2) Vi(1;3); Vo(1;=7)
3) Fi(1;2); F2(1;-6)
4) By(4;-2); By(=2;-2)
5) LR=3.6
Actividad 31. Resolvamos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

L,(2.8;—6); R,(—0.8;—6)
8) y=4.250; y=—8250

9) dLl_’Lz =125

10) r; =5-08y;, =5+ 0.8y,

1. Determinamos si la grafica de la ecuacion dada es una elipse, un punto o un conjunto vacio. Si la grafica es una elipse
hallar sus elementos: 5x? + 4y2-30x -4y + 46 =0

2. Determinamos si la grafica de la ecuacidn dada es una elipse, un punto o un conjunto vacio. Si la gréfica es una elipse
hallar sus elementos: 9x2 + 4y?-36x -8y +76=0

Actividad 32

Actividad 33

Actividad 34

Hallamos la excentricidad
de las siguientes elipses:

Hallamos la ecuacién de la

elipse conociendo:

Encontramos las distancias
a, by cde las siguientes elipses:

a) ’I—Z+§=1 a) C(0;0),F(2;0)yV(3;0) a)x2+2y2 —2x+8y+5=0
oy b) C(0; 0), F(0;4) y V(0; 5) b) 25x% + 9y2 — 18y — 216 = 0
138 b) T +%E= o C(1;—1),F(1;2) y V(1;4) ¢) x2 +3y% — 6x+ 6y =0

c) x> +4y? =16
d) 3x2+2y%2=6

d) C(-6;4),V(7;4) yF(6;4)

d) 3x2+y?2—24x+39=0
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— 5. Propiedades de la elipse
5.1. Propiedad reflectora de una elipse

La tangente a una elipse en un punto T forma angulos iguales con
los radios focales en este punto. La aplicacion de esta propiedad tana =tanf S a=p
es la siguiente: si se tienen superficies reflectoras elipticas, las
ondas sonoras y luminosas se reflejan con angulos de incidencia
y de reflexion iguales; es decir, si un rayo de luz u onda sonora
parte de uno de los focos
y toca superficies elipticas,
se reflejara en el otro
foco. Esta propiedad es la
base del fenémeno de la
Galeria de los murmullos,
que consiste en que la
conversacion de dos
personas que se encuentran cerca de un foco de un salén, con
forma semielipsoide, pueden ser escuchadas por otra persona
gue se encuentra en el otro foco y aun cuando la conversacion
no fuese escuchada por otras personas en el mismo salén.

- -

Galeria de los murmullos

Feco, Vm‘

5.2. Propiedad de la normal a una elipse
La normal a una elipse en un punto T de la misma, es bisectriz del angulo interior que forman los radios vectores T.

5.3. Propiedad de la tangente y el semieje menor

El producto de las distancias de los focos de una elipse a una tangente b%(m? + 1) )
cualquiera a la curva es constante e igual al cuadrado del semieje menor. ~dyrdy = Tm, 1 =b

5.4. Propiedad de la construccion geométrica de la tangente a una elipse,

dado el punto T(xo ; yo ) de la curva

Cuando una elipse esta en su forma candnica nos permite ver que la relacion es la

misma cualquiera que sea la posicidon de sus ejes mayor y menor. Esta propiedad XoX +M =1
intrinseca describe la forma de la elipse sin referirse a los ejes coordenadas. Unase az = b?

P con Ty se tendra la tangente pedida. La tangente a la elipse en T es:

5.5. Propiedad intrinseca de la elipse

Construyase la circunferencia principal de centro O y radio a (semieje mayor de la
elipse). Prolonguese la ordenada de T hasta T_1. Por T_1 construya una tangenteala  ,2 2
circunferencia que cortara al eje mayor de la elipse en P. Por consiguiente, se puede —+>=5=1
emplear para hallar la ecuacion de la curva en cualquier posicion.

o

T

' iREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 35. Reflexionamos sobre la importancia de conocer los elementos de la elipse para entender como funcionan
los recorridos de las drbitas de los planetas y cometas alrededor del Sol y también en la construcciéon de piscinas, puentes,
mesas de billar, marco de fotografias u otros que tengan formas elipticas.

1) En tu contexto, édénde ves la aplicacién de la elipse? . . .
) En tu contexto, ¢ ves 1a aplicact P =] Noticiencia

2) Menciona la aplicacién de la elipse en la medicina.
Piscina eliptica

3) éComo puedes aplicar el método del albaiiil en la construccion?

4) La Tierra describe una drbita eliptica al girar alrededor del Sol, ocupando este la
posicién de uno de los focos. Si se sabe que el eje mayor de la elipse descrita mide
2,97><1O8 km y tiene excentricidad e=1/62, écdmo hallamos la méxima y la minima
distancia de la Tierra al Sol?

5) éQué sucede cuando la Tierra se aleja del Sol?

6) ¢Qué sucede cuando la Tierra se acerca el Sol?

7) En una mesa de billar de forma eliptica. ¢ Qué sucede con la bola de billar si empiezas jugando en un punto del foco?
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8) Si estds dentro de un techo eliptico, ési te paras en el segundo foco puedes escuchar lo que hablan las personas
en el otro foco y el resto de las personas que estan a tu alrededor no lo pueden hacer?

& :
/4L iES HORA DE LA PRODUCCION!

=4 Noticiencia Actividad 36.

) 1. Realizamos el método del albafiil para la construccidon de una piscina eliptica en
Mesa de billar en forma | . | . . | = .
eliptica el patio de la unidad educativa o en tu casa de acuerdo al tamafio de espacio que
designes e identificamos los elementos de la elipse.

2. Encuadramos una foto con un marco con forma eliptica.

3. Con materiales del contexto construimos una mesa de billar eliptica e identificamos
las propiedades de las elipse.

LA HIPERBOLA APLICADA A LA CIENCIA -
] Y TECNOLOGIA

= )
@ilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Luciana y Lucas vieron las fotografias del cometa Neowise cuando pasé por territorio boliviano. Estas fotografias fueron
sacadas por el Observatorio Astrondmico Nacional de Tarija, es llamé la atencidn el tiempo transcurrido desde el Gltimo
paso del cometa y les permitid ver que, en el espacio sideral, los cometas pasan alrededor de una estrella, en este caso
el Sol, son atraidos por su campo gravitacional describiendo una curva hiperbdlica para luego alejarse.

Actividad 37. Respondemos las siguientes preguntas.
1. ¢Qué sucede cuando los cometas pasan alrededor del Sol?

2. éQué cometa se acerca mas al Sol?
3. ¢Por qué solamente se pueden ver los cometas cuando pasan cerca del Sol?
4. ¢Cudntos observatorios hay en Bolivia y en qué ciudad se encuentran?

Realicemos la siguiente practica

Colocamos una lampara paralela a la pared, el reflejo de su luz forma en la pared una perfecta hipérbola. Nosotros
graficaremos esa figura a través del uso del compas.

Materiales:

Larparaiemisngiad * Una cartulina tamafio oficio.

e Compas.

e Colores / marcadores.

e Estuche geométrico.

Cometa Neowise
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" iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

— 1. Definicion
Una hipérbola es el conjunto H de todos los puntos del plano colocados
de tal forma que la diferencia de cada una de sus distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, es constante. Si denotamos la diferencia
constante por 2a, tenemos que:
P € H & |PF,| — |PF;| = 2a El segmento |V,V,| =2a, se
denomina eje transverso o eje focal, y el segmento |B;B,| = 2b,
es el eje conjugado o eje normal de la hipérbola. La distancia
entre los focos, o sea |F{F,| = 2c, se denomina distancia focal.

— 2. Elementos de la hipérbola

Mencionaremos los siguientes elementos fundamentales de la hipérbola:

1. Focos: son los puntos fijos F1 y Fa.

. Eje focal, principal o real: es la recta que pasa por los focos.

. Eje secundario o imaginario: es la mediatriz del segmento F1 y F2.
. Centro: es el punto de interseccién de los ejes.

. Distancia focal: es el segmento F;F, de longitud 2c.

. Eje mayor: es el segmento V;V, de longitud 2a.

© 00 N O Ul b W N

. Eje menor: es el segmento BB, de longitud 2b.

I Eje virtual

Eje real F1

Figura 1: Hipérbola

. Vértices: Vay V2 son los puntos de interseccion de la hipérbola con el eje focal.
. Radios vectores: son los segmentos que van desde un punto de la hipérbola a los focos: PF1 y PF..

10. Ejes de simetria: son las rectas que contienen al eje real o al eje imaginario.

11. Asintotas: son las rectas oblicuas.

12. Relacion entre los semiejes: 2 = a2 + b?

2.1. La hipérbola con origen focal paralelo al eje X

1) Centro: C (h; k)

2) Vértice: V; (h+a; k) y V, (h - a; k)

3)Foco: Fy (h+c;k)y F,(h-c k)

4) Extremos del eje menor: (normal)
B, (h; k+b), B, (h; k=Db)

5) Lado recto: LR = g

6) Excentricidad: e =§ (e >1)

7) Extremos de los lados rectos:
Lh+ck+ 2, Rh+ck-2)

eje

Asintota

2 2
Lh-ck+ D), Ry(h-ck-=)
8) Ecuaciones de las directrices: x=h i%
2a2  2a

9) Distancia entre las directrices L; y L,: d = =%

10) Asintotas: y—-k=+ 2 (x—h)

11) Radios vectores para un punto P (x;; y,) de la
Hipérbola: r, = | ex, — al (Foco derecho) y
r, =l ex, + al (Foco izquierdo)

Figura 2: Hipérbola eje X
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Esta primera forma candnica de la ecuacion de la hipérbola se denomina, también X2
hipérbola horizontal con centro en el origen. Z b 1

Esta segunda forma candnica de la ecuacién es llamada hipérbola vertical con centro en y2 2
el origen. Las ecuaciones a y b reciben el nombre de formas candnicas ordinarias de la 22 b2 1
ecuacion de una hipérbola.

Si trasladamos el sistema de coordenadas XY al sistema XY’ de tal forma que el nuevo origen
O’ coincida con el centro C (h; k), obtenemos una hipérbola con centro en O’ cuya ecuacion es: a2 b2

Las ecuaciones cy d reciben el nombre de formas candnicas ordinarias de la ecuacion | (y — k)2 (x — h)?
de una hipérbola. 2z bz

2.2. La hipérbola con origen focal paralelo al eje Y

1) Centro: C (h; k)
2) Vértices: V, (h; k + a), V, (h; k—a)
3) Focos: F, (h; k+c¢), F, (h; k—c)
4) Extremos del eje menor:

B, (h +b; k), B, (h—b; k)

2
5) Lado recto: LR = %

6) Excentricidad: e = § (e >1)

7) Extremos de los lados rectos:

2 2
Lh+2k+0), Ri(h-25k+0)

b2 b2
Lz(h+;;k—c) , Rz(h-:;k—c)

8) Ecuaciones de las directrices: y =k ig

. . . . 2a? _ 2a
9) Distancia entre las directrices L, y L,: d = =%

10)Asintotas: y—k= =+ % (x—h)

11) Radios vectores para un punto P (x;; y,)
de la Hipérbola:
r, = ey, —al (Foco superior) y
r, =l ey, + al (Foco inferior)

— 3. Ecuaciones de la hipérbola
Ahora veremos las ecuaciones de una hipérbola en su forma mas simple, esto es, cuando su centro esta en el origen y su
eje transverso coincide con uno de los ejes coordenados.

3.1. Ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y eje transverso coincidente con el eje X

3.2.Ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y eje transverso coincidente con el eje Y

3.3. Ecuacion de la hipérbola con origen eje focal paralelo al eje X

Figura 3: Hipérbola eje Y

x—h? @-k? _

1

3.4. Ecuacion de la hipérbola con origen eje focal paralelo al eje Y

1

3.5. Ecuacion general de una hipérbola en posicion ordinaria

Una ecuacién de segundo grado que carece del término XY, de la forma: Ax? — Cy2 + Dx + Ey + F =0

2 2
() ()
“/a “c
Entonces podemos afirmar que:
Sit >0, la ecuacion representa una hipérbola con eje real o transverso coincidente o paralelo al eje X.
Sit =0, la ecuacién representa dos rectas concurrentes.
Sit <0, la ecuacién representa una hipérbola con eje real o transverso coincidente o paralelo al eje Y.

D%  E?
donde: t = _F+E+E

Ejemplo 1.

Determinamos si la gréfica de las ecuaciones dadas es una hipérbola o un par de rectas concurrentes. Si es una hipérbola
construir su grafica y hallar sus elementos.
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a) 9x?—-4y>-54x—-16y+65=0
9(x2—6x+9)—4(y?+4y+4)=-65+81-16
9(x —3)2—4(y+2)?=0
Comot =0
-~ la ecuacion representa dos rectas concurrentes
Estoes: (y+2)% = z(x —3)?
L1:3x—2y—-13=0
Ly: 3x+2y— 5=0
b) 16x% —9y% +96x + 36y + 252 =0
16(x% + 6x+9) —9(y%> — 4y + 4) = —252 + 144 — 36
16(x +3)2 —9(y — 2)%? = —144
9(y —2)2 —16(x + 3)? = 144
(02232

16 9
/
Figura 4: Ejemplo 1 a)

Elementos de la hipérbola:
1) C(=3,2) h /= —3,dkd= 2 .

L . . <
2) Vi(=3;6),Vo(~3;-2) —526 aclep de Gstancle NG
3)Fi(=3;7),F>(=3;-3) e s
4) B;(0;2) ,B,(—6;2) oo VZE .
5)LR=45 c=5
6) e = 1.250

a=4b=3
7) L1(=0.750;7) ,R4(—=5.250;7)

L,(=0.750; —3) ,R,(—5.250; —3)

8)y=52 y=-12

9) dL1—>Lz = 6.4

10)y—2=%3(x+3)
Li:4x—3y+18=0

1)Ly 4x+3y+6=0

12) ry = |1.250y; — 4|, 7, = |1.250y; + 4|

Figura 5: Ejemplo 1 b)

Ejemplo 2. Identificamos los valores de “a” y “b” de la siguiente hipérbola y encuentra su ecuacion.

(x-h)?2  -k? _ x=7?  (y-6)% _
=1 o =1//(a4) |
=72 _ -6 _ 4 9 =7 —16(y — 6)* = 144 - x
4z 32 9(x% — 14x +49) — 16(y? — 12y + 36) — 144 = 0 |
e @=7? _ 3=6)* _ 4 9x2 — 126x + 441 — 16y? + 192y — 576 — 144 = 0 ' -
16 9 £9x? — 16y* — 126x + 192y — 279 =0 .
§ C(7,6)
. /
Figura 6: Ejemplo 2 /
M 1 T 1 [} [] [} 1 [] [] i) i o

. L . x? 2 L,
Ejemplo 3. Dada la ecuacion de la hipérbola i 31’—6 = 1, hallamos su ecuacién en la forma general.

4 9 Directriz,
144%x2 144+y?
— ——=144 =1
36 16
N N
1 1

4x2 — 9y? = 144
£4x* -9y —144=0

Figura 7: Ejemplo 3
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Ejemplo 4. Hallamos la ecuacién de la hipérbola cuyos focos son F1 (7; - 5) y F2 (- 3: - 5), y un extremo del eje conjugado es B (2; -3).

&-h? -2 _ 1 Relacion de distancia
a? bz 2 2,2
c“=a“+b
2¢ = d(F,F;) 25 —aZ44
2c=+/(=3=7)2+ (=5 +5)2 a?=25-14
2c = /100 a?=21
2c=10 ) I
~ La ecuacién ordinaria de la
c=5 hipérbola es:
C(h, k) Es punto medio del e (-2? _ g+5)?% _ 1
segmento. 21 4
F,F, = C(2,-5) Figura 8: Ejemplo 4
b =B € 8402  840+57 1+84 - La ecuacion general de la hipérbola es:
b=4(2-2)2+(-3+5)2 BT 4 b ’
b= Vi 4(x —2)2 = 21(y + 5)2 = 84 € 4x? — 21y? — 16x — 210y — 593 = 0
b=2 4(x% —4x +4) —21(y?> + 10y +25)—84=0

Ejemplo 5. Los focos de la elipse 25x? + 9y? = 225 coinciden con los focos de una hipérbola de excentricidad 4/3. Hallamos
la ecuacion de la hipérbola.

Ecuacidn de la elipse Relacidn de distancia 3 ’

2 2

si: % + 32’_5 =1 de la elipse —
2 _ K2 2 Freseas

aZ=25'b2=9 a“=b“+c

a=5 , b=3 c2=25-9 & v
2

Ecuacién de la hipérbola ¢t =16

. yz x2 _ c=4

EE e

Se tiene: F(0,+c) Relacidn de distancia A ok

ac=4 de la hipérbola L & [

c 44 c?2 =a? +b? 7
e=- > -—=-

a 3 a 16 =9+ b2 (rs: :
a=3 bz =16-9 | o
Luego, la ecuacién de la hipérbola es: b2 =7 e

y2 XZ -
E9777
63y2  63x2 631 - La ecuacion general la hipérbola es:
9 7 £7y2 —9x2 - 63 =0 , ,
7y2 —9x2 = 63 Figura 9: Ejemplo 5
Actividad 38. Determinamos sila grafica de las Actividad 39. Identificamos los valores de “a” y “b” de
ecuaciones dadas es una hipérbola o un par la siguiente hipérbola y encuentra su ecuacion.
de rectas concurrentes. Si es una hipérbola,
construir su grafica y hallar sus elementos. \ /
1) 9x2 - 16y? - 54x + 64y — 127 =0 .
2)9x2—4y? —36x-16y +20=0
3)x2—4yL6x+9=0 > = = = g O g .
4) 16x2 -~ 9y? + 32x + 72y~ 704 = 0 «
Actividad 40. Dada la ecuacidon de la /- \

hipérbola:

@?_ 0-6% _
64 36 ’ Actividad 41. Hallamos la ecuacién de la hipérbola cuyos
focos estdn en los vértices de la elipse €:16x2+25y?=1.600

Calcula su ecuacion en la forma general. : . .
y las directrices pasan por los focos de la elipse.

4. Ecuaciones tangentes a una hipérbola
Como la ecuacion de una hipérbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse empleando la condicion de
tangencia (método optativo) o el método para hallar la ecuacion de la tangente a una elipse (tangentes al origen).
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Empecemos entonces a determinar sus ecuaciones considerando los tres problemas de tangencia estudiados para la
parabolay la elipse.

4.1. Ecuacion de la tangente en un punto de contacto dado

Hipérbola Tangente
2y (XoX _Yo¥ _ 4,
=—-==1 * T2 2 T
2 p2 a b
ey (o2 g GomWGh) o= =h) _
& T - b—z = 1 " aZ b2
. (y_k)z _ (x_h)z -1 & (Yo-l;)z(X—k) _ (xO_l:))z(X_h) —
toa? b2
D E

g:Ax2 —Cy2+Dx+Ey+F=0 e:Axogx = Cyoy + 5 (xo +x) + 5 (o +¥) +F =0

Ejemplo 6. Calculemos y grafiquemos la ecuacién de la tangente y normal a la hipérbola €:x2-3y?=9 en el punto T(-6;3).

yl_u Directriz
+ ]

&: % - y?Z =1

Dénde:

a?2=9 , b2=3
Xg=—6, yo=3
ComoTee

Ecuacidn de la tangente

en un punto de contacto
JXoX Yoy _ 4

“a? b2
Sustituimos:
£ T6X 3 _
9 3
— gx —y =1 multiplicamos(—3)
2x+ 3y =-3

~Lr:2x+3y+3=0

Figura 10: Ejemplo 6

Ecuacién de la normal:
y—xg=m(x—yj)
y—3= %(x + 6) multiplicamos(2)
2y—6=3x+18
Ly=3x—-2y+24=0

Actividad 42.

Halla y grafica la ecuacidn de la tangente y normal a la hipérbola

£:3x% —y%2 — 12x + 2y = 0 en el punto T(4; 2).

" \REALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 43. Investiguemos sobre el Observatorio Astrondmico Nacional de
Tarija y respondemos las siguientes preguntas.
1) ¢éQué observatorios astrondmicos existen en Bolivia?

2) ¢Dénde estd el mayor observatorio astronémico del mundo?
3) éComo se realiza el astro turismo en Bolivia?

4) ¢Donde se pueden ver las estrellas en Bolivia?
En tu contexto, équé aplicaciones tiene la hipérbola en la vida cotidiana?
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Actividad 44. Realizamos las siguientes

actividades:

1) Construimos un reloj solar similar al
de la Casa de Moneda de la ciudad de
Potosi, con una determinada latitud y
altitud. Y asi ver el comportamiento de

la curva hiperbdlica.

TEORIA DE CONJUNTOS EN SITUACIONES -

=

i3

2) Cuando los cientificos lanzan un satélite
al espacio, los sistemas de satélites hacen
uso de las hipérbolas y las funciones
hiperbdlicas, investiga como.

CONCRETAS DE LA COMUNIDAD

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

La trata y trafico de menores son delitos de los cuales muchos nifios y nifias son victimas y no lo saben. Julia tiene 45
afos, sus padres la entregaron a una familia cuando tenia 4 afios, no contaba con certificado de nacimiento, no recibia
pago alguno por los servicios prestados y no accedid a una educacidn libre y gratuita.

Nifios en las Fuerzas
Armadas

En el trafico de drogas

Adopcion ilegal

Mendicidad forzada

Explotacién sexual

Casamiento forzado

Desnaturalizacién de la
identidad

Trata y trafico de menores

I

—= 1. Definicion

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

A sus 10 afios le pedian “llevar harina” de un lugar a otro, en el transcurso
debia esquivar el control policial escondiéndose en camiones y en muchas
ocasiones caminaba bajo la lluvia en plena carretera. A sus 13 afios escapé
del lugary llegé a la ciudad, comenzd vendiendo dulces en las ferias; gracias
al contacto con las vendedoras se dio cuenta que podia estudiar y conseguir
el bachillerato, asi consiguié terminar el colegio.

No se rindié ante las adversidades, actualmente es juez de familia, de la
nifiez y adolescencia. Nos cuenta que fue victima de una interseccion de
delitos y que su preocupacion es que existen muchos nifios y nifias pasan
por el mismo problema o peores.

Actividad 45. Respondamos las siguientes preguntas:

¢Cémo ayudan los conjuntos a entender la realidad que viven las personas?
¢Cémo tomar decisiones frente a problematicas como la de Julia?

éQué otros conjuntos de problemas se presentan en la realidad que existen
en las calles? ¢éQué tan importante es conocer los conjuntos para entender
la realidad?

Estas situaciones describen intersecciones, unionesy otras operaciones entre
conjuntos que son importantes reconocerlas y estudiarlas matematicamente
para dar solucién a problemas de esta indole.

—

El dlgebra de conjuntos es un area de estudio dentro de las matematicas y la légica, enfocada en las operaciones que
pueden efectuarse entre los conjuntos.

2. Agrupamiento de elementos

El agrupamiento de elementos consiste en la reparticion de un total de elementos entre un nimero definido de grupos,
generalmente del mismo tamafio, de tal manera que se satisfaga una cierta condicion. El algebra de conjuntos forma
parte de la teoria de conjuntos. Cabe recordar que un conjunto es la agrupacion de elementos de distinta indole, como
pueden ser letras, nimeros, simbolos, funciones, figuras geométricas, entre otros.
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— 3. Notacidn de conjuntos numéricos
Un conjunto o coleccidn estd formado por unos elementos de la misma naturaleza; es decir, elementos diferenciados
entre si pero que poseen en comun ciertas propiedades o caracteristicas y que pueden tener ciertas relaciones entre
ellos o con los elementos de otros conjuntos.

Un conjunto puede tener un nimero finito o infinito de elementos, en matemadticas es comun denotar a los elementos
mediante letras minudsculas y a los conjuntos por letras mayusculas. Se usan corchetes para representar y definir
conjuntos. En el interior de los corchetes se ubican los elementos que conforman el conjunto, separados por comas o
puntos y comas. Esta representacidn escrita es equivalente a la representacién grafica de diagramas de Venn. Asi por
ejemplo: C={a,b,c,d,e,f,g,h}.

— 4. Determinacion de conjuntos por extension y comprensién
Un conjunto se determina por extensidon cuando se enumera, mientras un conjunto se determina por comprension,
cuando se da una propiedad que cumplen todos los elementos del conjunto.

4.1. Método por extension

Se define un conjunto por extensién cuando se enumeran todos y cada uno de los elementos que lo constituyen. Un
conjunto estd determinado por la extension, siy solo si se nombra todos los elementos que lo constituyen, por ejemplo:
A={1,2,3,4,56.}

4.2. Método por comprension

Se define un conjunto por comprensidn cuando se enuncia una propiedad comun que caracteriza a los elementos de
dicho conjunto. Un conjunto estd determinado por comprensidn, si y solo si se dan las propiedades que caracterizan a
los elementos del conjunto.

Ejemplo 1. Determinamos el conjunto A Eiemplo 2. Actividad 46.
i0 io Determinamos el conjunto A

E‘Z; EZ:::::SS;;: Y por extension. por comprensién y pc:r Deternlwine.\mos los conjuntos por
extension : extension:

A={x€/N<T7} - A={x€Z/x*=4x}

., Por comprension

Por extension A=f{xe/3<x<8) C={xeZ/(x+1)? =4}

A=1{1;2;3;4;5; 6} bor extension C={xeN/(x+1)? =4}
A={1;2;3;4;5,‘6} C={XER/V4—3X+3=2X}

—= 5. Conjuntos especiales: unitario, vacio, universal
Se llama conjuntos especiales a aquellos conjuntos que se caracterizan por el nimero de elementos; entre ellos tenemos
los conjuntos: Unitario, Vacio y Universal.

5.1. Conjunto unitario

Es aquel que tiene un solo elemento. A continuacién, vemos un ejemplo. Ejemplo: A={x € N/x? = 16} =>A={4}

5.2. Conjunto vacio
Es aquel que no tiene elementos, es subconjunto de todo conjunto. Se le representa por: {1} y se denota por el
simbolo: @. Es decir: {x/x ; # x} = {1} = @. A continuacién, vemos un ejemplo: {x/x € N;9 < x < 10} = {1}

5.3. Conjunto Uuiversal “U = Q”
Es un conjunto referencial que contiene a todos los conjuntos considerados y se le denota generalmente por “U”.
A continuacién, vemos un ejemplo donde denotamos la “U” para los siguientes conjuntos:

— 6. Relacion entre conjuntos
Las relaciones de conjuntos suceden cuando existen ciertos conjuntos que tiene algo en comun y que cumple una
propiedad especifica en comun. La relacidon de conjuntos no es mds que una comparacion entre conjuntos segun las
cualidades que le asignemos, si es que existen. A continuaciéon, vemos su clasificacién por inclusién, no inclusién y por
igualdad de conjuntos.

Inclusién
En la inclusién de conjunto, un determinado conjunto A estd dentro de otro conjunto B; por lo tanto, A es un subconjunto
de B o A estd incluido en B. A continuacién, veamos un ejemplo de inclusion de conjuntos:
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A={1,2,3} B={1,23,4,5} Sedice Ac B

Sea Ay B dos conjuntos; se dice que A esta incluido en B o A es un subconjunto de B si todos los elementos del

Ejemplo:

conjunto A pertenecen al conjunto B, se denota A € B, y se lee A esta incluido en B, B incluye a A es subconjunto

deB. AcCB<Vx:x EA->x€EB

No inclusién

La no inclusién se da cuando el
conjunto A no esta contenido en
B; o no es un subconjunto de B. A
continuacion, veamos un ejemplo
de No inclusién de conjuntos:

Ejemplo: A={2;4;6;8} B={0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} Sedice

B & A.Sea Ay B dos conjuntos, se dice que A no estad incluido en B
o que A no pertenece al conjunto B, se denota A ¢ By se lee A no
esta incluido en B; B no incluye A o bien A no es subconjunto de B.
A¢B—3Ix:x E/A—XxEB

Igualdad de conjuntos
La igualdad de conjuntos es dada por dos conjuntos cualesquiera, Ay B, que son iguales y lo anotaremos como A=B. A
continuacion, veamos un ejemplo de igualdad de conjuntos:

Ejemplo: A={1;2;3;4;5;6;7} B={1;2;3;4;5;6;7,} Sedice A=B. Los dos conjuntos, Ay B, son iguales.

SiA c ByB c A, ambos conjuntos estan formados por los mismos elementos. A=B<— VX :x €/AAx €EB

Actividad 47.
Indicamos en los siguientes incisos la inclusiéon € o la No a) Corees A
inclusién & de los siguientes conjuntos: b) B......... D
A=1{1;2;3;4;5;6} c) Cunes D
B — {1; 4; 5; 7} d) E --------- D
e) A........ C
C={24¢6} f) Divernn A

D = {1;5}

7. Operaciones entre conjuntos
La unidn entre los conjuntos A y B es un conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A o B. se
denota. AU B ={x/x A v x € B}. A continuacién, veamos un ejemplo de unién de conjuntos.

7.1. Unién de conjuntos
Las operaciones con conjuntos nos permiten obtener otro conjunto. De ellas veremos las siguientes: unién, interseccion,
complemento de conjuntos y diferencia de conjuntos.

U
Ejemplo 2: A B
U={x/x €N <13}
A={1;2;3;4;7;8}
B={1;2;3;5;7,10; 11}
AUB={1;2;3;4;5;7;8;10; 11} 12 5

7.2. Interseccion de conjuntos

La interseccidon entre dos conjuntos (A, B) es un nuevo conjunto integrado por todos los elementos que pertenecen
tanto al conjunto Ay como al conjunto B. AN B ={x/x € A A x € B }. A continuacién, veamos un ejemplo de
interseccion de conjuntos.

Actividad 48.

Hallamos la unidn e interseccion de los siguientes conjuntos
(Diagrama de Venn):

Ejemplo 3: del Ejemplo 2 (Diagrama de Venn)
U={x/x €N <13}
A={1;2;3;4;7;8}
ANB={1;2;3;7}

AUB={x/x EAVx€EB}, A={1;2;3} B={7;89}

B={1;2;3;5;7,10; 11}

También el complemento del conjunto si:

u={x/x EN< 10}
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7.3. Complemento de un conjunto

El complemento de un conjunto (A< )es un nuevo conjunto formado por todos los elementos del universo que no
pertenecen al conjunto original A. Ahora veamos un ejemplo de complemento de un conjunto.

Ejemplo 4: del ejemplo 2 (Diagrama de Venn)

7.4. Diferencia de conjuntos

La diferencia de conjuntos A— B (A menos B) es A—B -

un conjunto formado por todos los elementos
que pertenecen a A y no pertenecen a B. A
continuacion, veamos ejemplos.
Ejemplo 5:
A—B={x/xeA Ax & B}
Sean: A = {1;2;3;4;5;6} B ={1;2;3;4;5;6}
A—-B={1;3;5} B—A={8;10}
Ejemplo 6

Hallar la unién e interseccion e indicar la inclusion si A € B o la No inclusion ¢ de los siguientes
conjuntos (Diagrama de Venn):

AUB={x/x €A Vx€EB}
A=1{1;2;3;4;7;8}
B=1{1;2;3;4;5;7;8;10;11}

También el complemento del conjunto si:

Ejemplo 7 u
U={x/x EN< 13}
Unidén de conjuntos
AUB ={1;2;3;4;5;7;8;10; 11} 0 9
Interseccidn de conjuntos 6
AnB=1{1;2;3;4;7;8}
Complemento de conjuntos
U¢ ={0;6;9;12}
Inclusién 12
A c B = {VERDADERO}
— 8. Leyes de operaciones con conjuntos
| | NOMBRE | INTERSECCION [ UNION |
. IDEMPOTENCIA ANnA=A AUA=A
.ASOCIATIVA (ANB)NC=ANn(BNC) (AUB)UC=AU(BUC)
.CONMUTATIVA ANB=BnA AUB=BUA
.IDENTIDAD ANA=0 AUA=0
I COMPLEMENTO ANA=0,ANU=A, D =U AnA=uU,u=0
. DE MORGAN (AnB) = (AuUB) (AuB) = (AnB)
. SIMPLIFICACION An(BUA) =A AUBNA) =A
A=A
DIFERENCIA RELATIVA A-B=AnB ,A-B=B-A
—= 9, Cardinalidad y problemas 149

Como ya hemos estudiado antes, los conjuntos finitos son los que tienen “unos pocos” elementos, mds concretamente,
son tales que podemos contar los elementos que tiene. El cardinal de un conjunto finito A es el nUmero de elementos que
tiene dicho conjunto. A ese nimero lo denotaremos por | A |.

No es dificil llegar a que, si tenemos dos conjuntos Ay B, entonces: |AUB|=|A|+|B|-|ANB|
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A AB=(A-B)U(B-A).Veamos un ejemplo: B={1,2,4,6,10}
U={x/x EN <14} A-B={3,5,7,9} B-A={1,6}
A={2,3,4,5,7,9,10}

— 10. Aplicacion de la teoria de conjuntos en problemas cotidianos

La idea de agrupar objetos de la misma naturaleza para clasificarlos en “colecciones” o “conjuntos” es parte de la vida
diaria de los seres humanos. Por ejemplo, el conjunto de libros de una biblioteca, el conjunto de arboles en un terreno,
el conjunto de zapatos en un negocio de venta al publico, el conjunto de utensilios en una cocina, etc. En todos estos
ejemplos, se utiliza la palabra conjunto como una coleccidn de objetos.

' \REALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 49. Analicemos la historia de Julia, respondemos las preguntas y resalizamos las actividades descritas:
Actualmente el despacho de Julia es muy concurrido por diferentes personas, en alguna ocasion llegd un caso en el que
un grupo de tres hermanos describia una situacién asi:

1. El hermano mayor, de 12 afos, era forzado a vender cierto tipo de medicamento con fecha caduca, como si fueran
caramelos comunes y no contaba con identificacidn.

2. La hermana del medio, de 9 afios de edad, también era forzada a vender el mismo tipo de “caramelos” y si contaba
con identificacion legal.

3. Conellos estaba un menor de 6 afios, el mds pequeiio, quien pedia limosna en la esquina donde todos se encontraban.
Julia se identifica con este caso pues los nifios, al igual que ella de nifia, se encuentran en una interseccién de ciertos
conjuntos descritos por los delitos en los que incurren.

4. Segun la experiencia contada por Julia, ¢cédmo se ven los conjuntos en tu contexto?
5. ¢Qué utilidad y aplicacion tiene la teoria de conjuntos en nuestro diario vivir? ¢Por qué?
6. Analicemos en grupos por qué y como aplicamos las definiciones y tipos de conjuntos en nuestra unidad educativa.

7. Desde tu percepcion, menciona 10 utilidades y aspectos sobresalientes que tiene la aplicacién de los conjuntos en
la vida.

..

/i) iES HORA DE LA PRODUCCION!
-'-!_

e

Actividad 50. Realicemos las siguientes actividades:

1) Un informe sobre las caracteristicas de los conjuntos vinculados a la
trata y trafico en tu comunidad, barrio o unidad educativa.

2) Elaboremos una propuesta para generar espacios de discusion,
reflexion y toma de decisiones, invitando a organizaciones como
padres de familias y a algunas autoridades de nuestra comunidad para
prevenir los casos de trata y trafico de menores. Utilicemos:
e Mapas conceptuales
e Estudios estadisticos
e Diagramas de Venn

e Otros
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INTRODUCCION AL ANALISIS -
MATEMATICO

o 1§ iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Bajo la consigna “ni una menos” se generaron varias movilizaciones,
no sélo en nuestro pais sino en nuestra regién latinoamericana, debido
al incremento de la violencia contra la mujer, cuyos indices se elevaron
de sobremanera durante los Ultimos afios.

“Laviolencia contra las mujeres es una violacién de derechos humanos,
y un problema de salud publica que afecta a todos los niveles de la
sociedad en todas las partes del mundo. Desde nifias hasta mujeres
mayores, una de cada tres mujeres es golpeada, forzada a tener
relaciones sexuales, o abusada de otra manera en su vida. Estudios de
la OMS muestran que la violencia por parte de una pareja intima es la
forma mas comun de violencia contra mujeres en el mundo.” (https://
www.paho.org/es/temas/violencia-contra-mujer).

La iniquidad de género y la discriminacion son las causas raices de la
violencia contra la mujer, influenciada por desequilibrios histéricos y
estructurales de poder entre mujeres y hombres existentes en variados
grados a lo largo de todas las comunidades en el mundo.

Cada uno de nosotros tiene la responsabilidad de evitar la violencia y
de denunciarla, si se tiene conocimiento de que ocurre. Revisalos datos  Modulo Educativo Angelina Ribera Il Santa

de la frecuencia de casos de feminicidio segun afio y departamento. Cruz - Bolivia
N 2016 _ 2017

Pando 1 1 0
Benl 3 3 4
Cochabamba 27 25 29
La Paz 28 27 28
Santa Cruz 21 20 17
Chuquisaca 5 5 10
Oruro 5 8 8
Tarla 5 5 8
Potosl 8 a T
TOTAL 104 100 111

— 1. Notaciones y definiciones
Recordemos algunos conceptos:
- Par ordenado o dupla, se denota como (a,b), donde “a” es el primer
elemento del pary “b” es el segundo, también llamados componentes.

o]

- Producto cartesiano de dos conjuntos Ay B, es el conjunto A x B, formado
por todos los pares ordenados (a, b), donde a es un elemento de Ay b es
un elemento de B.

1,3 2,3 3.3 4,3
.{ ) .( ) .{ ) .( )

- Relacion entre dos conjuntos es el subconjunto de AxB, cuyos elementos .{1'2} .{2' 2 .{3' 2 .{4' 2

cumplen una condicion llamada regla de correspondencia, donde a cada
elemento del primer conjunto A, le corresponde uno o mas elementos del
segundo conjunto B; se escribe como: R:A->B

- Regla de correspondencia, es la que establece la forma en que los
elementos del primer conjunto A, se relacionan con él o los elementos,
del segundo conjunto B, puede representarse de diversas maneras: por =3
diagramas de Venn, en una tabla de valores, explicita o implicitamente. 0 1

LX)

(1,1) 2,1) 3,1) (4, 1)
LIV L LA

(=
w
.
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Por ejemplo: si tenemos los conjuntos A={1,2,3,4} y B={1,2,3}.

Al realizar el producto cartesiano de dos conjuntos A y B, obtenemos diferentes pares
ordenados. (Figura 1): A / B

AxB= {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)}. Si en este } 4

conjunto de pares ordenados surge unarelacion, que tiene por regla de correspondencia:

“la suma de los componentes es igual a cuatro”, se obtendria un subconjunto, cuyos

elementos son: R={(1,3),(2,2),(3,1)}. El nuevo conjunto que surge, tiene sdlo tres pares

ordenados, que cumplen con la consigna dada, se escribe a R b, “a se relaciona con b”,

en diagramas de Venn: Figura 1: Pares ordenados del
producto cartesiano AxB.

—= 2. Relaciones y funciones

A partir del ejemplo anterior, podemos definir una funcién como una relacién entre dos conjuntos, un conjunto de partida
llamado dominio y otro conjunto de llegada llamado codominio, que se definen con una regla de correspondencia, tal
gue no existen pares ordenados con la misma primera componente. Una funcidn se denota con letras minusculas: f, g
o h; tenemos: f:A->B, la regla de correspondencia es: “la suma de los componentes es igual a cuatro”, entonces, si las
componentes son (x,y), resulta en notacion de funcion: y=f_((x)). Tenemos: forma implicita de regla de correspondencia:
x+y=4. Forma explicita de regla de correspondencia: y=4-x. Una funcion queda bien definida si se conocen su dominio y
la regla de correspondencia, asi tenemos: f:A->B ; f_((x))=4-x.

Una funcién real de variable real es aquella en la que el dominio R R
y codominio son los numeros reales, es decir parte de un f
conjunto numérico y llega a un conjunto numeérico, se escribe: x Y = fw

fiR - R;y = f) ennotacion de conjunto tenemos:

f= {(x,y)/x ERAYy ER Y = f(x)}- Codominio

Dominio
El primer conjunto de nimeros reales es el dominio que tiene como elementos las variables independientes, el segundo

conjunto de nimeros reales es el codominio cuyos elementos son denominados variables dependientes, ya que su valor
esta en funcion de “x”, graficamente el dominio se representa en el eje X y el segundo conjunto en el eje Y.

— 3. Dominio y rango de una funcion
El dominio de una funcion real de variable real es el conjunto de variables independientes para los cuales la funcidn
queda bien definida, se escribe: Dt. El rango de una funcién real de variable real, es el subconjunto del codominio que
se obtiene al aplicar la regla de correspondencia y determinar variables dependientes que intervienen en la funcion,
se escribe: Rf, podemos determinar el dominio y el rango de una funcidn, establecemos tres parametros principales, es
decir debemos evitar que las variables intervengan en una divisién entre cero, raiz par de nimero negativo y logaritmos
de numeros negativos.

2x-1
x=2

Ejemplos: Determinar el dominio y rango de la funcién, definida por: 1) f(x) =

. . 2x-1 . I
Determinamos Dy: Observamos que en la regla de correspondencia f(,) = ~2’ existe una division, por lo tanto,

debemos evitar que la variable independiente “x”, asuma valores que anulen el denominador, para evitar esta
situacion, se iguala el denominador a cero, es decir: x —2 = 0, se obtiene x = 2; lo que indica que la variable
puede tomar todos los valores reales, excepto el nUmero dos, en simbolos tenemos: D =R — {2}.

. . g 2x-1
Determinamos Ry: Determinamos el rango de la funcion, en y = f), tenemos: y = — 5 como en el rango de la

“ -

., . . . . g 2x—1 .
funcidn estan las variables dependientes, es decir las “y”, entonces en esta expresién y = ~2’ despejamos la

“ o,

variable x, después observaremos las restricciones para “y”:

y=2;__21 xy—2x=2y—1

y(x—2)=2x-1 x(y—=2)=2y-1
- 9y _2y-1
xy—2y=2x-1 x—y_2

152 2) f(x)= \/x2—5x—6

Determinamos Df: Observamos que la variable “x” interviene en una raiz par, entonces recordemos que una raiz par esta
definida para radicandos mayores o iguales a cero, entonces tenemos: x>-5x-620, factorizando (x-6)(x+1)=0. Resolviendo
la inecuacidn cuadratica, resulta: Cs=(-eo,-1] U[6,°°)



Concluimos el dominio de la funcién es: Df=(-oo,-1] U [6,°°).
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- Determinamos Ry: En la regla de correspondencia igualamos a “y”:

y = Vx? — 5x — 6, Despejamos la variable x:

y?=x*-5x—6

Analizamos el discriminante:

“u .,

Figura 2: Representacion
grdfica de intervalos solucion
de la inecuacion cuadrdtica:
x> —5x—62>=0:

x?-5x—6 — y2 =0 b? —4ac =0
x2—5x—(6+y?) =0 (=5)2—4(1)(=6+y?) =20
ax?+bx+c=0 y2+49 >0
Actividad 51. Actividad 52.

De acuerdo al andlisis de la practica
realizamos las siguientes actividades:

1) En tu opinidn cuales son las principales
causas para que se generen situaciones de
violencia contra la mujer.

2) De acuerdo a lo que escribiste en el
numeral anterior, cudles son las reacciones
gue propones para evitar situaciones de
violencia contra la mujer.

3) Con los datos del cuadro elabora un grafico
en un sistema de coordenadas, en el eje
horizontal los nombres de los departamentos
y en el eje vertical los porcentajes de los
afios 2016 con un color y 2017 con otro
color diferente. Posteriormente, extrae
conclusiones a través de la grafica realizada,
obtuviste una recta o una curva, ascendente
o decreciente.

— 4, Grafica de una funcion

2x-1
x—2
considerando el dominio y el rango determinados en el ejemplo 1.

1) Elabora una tabla de valores para la funcion f) =

’

2) Establece una tabla de valores para la funcion fi,) = Vx2 —5x — 6,
considerando los intervalos del dominio de la funcidn.

3) Determinamos el dominio y rango de las siguientes funciones:

1

f) foo = Vitx
2x+5

8 fo =50

h) fey =log(2x — 1)
) feo = log(1—x?)
) fo =4

a) foo=-3x+5

b) fry = —x*+4

o fw =%—2

d) fon=V5+x

e) fuy=VxZ—4x+3

El grafico de una funcion real de variable real, queda determinado si se conocen el dominio, rango de la funcidn y a partir
de estos conjuntos determinados elaboramos una tabla de valores. Ejemplo:

Graficar la funcién: f(y)= log (x+2)

Determinamos el dominio de la funcidn:

El logaritmo sélo se encuentra si el argumento es positivo, entonces: x +2 >0 = x > —2. =~ Dy = (=2, ).
Determinamos el rango de la funcién: y = log(x + 2), por definicién de logaritmo: 10Y = x + 2.

Despejando la variable “x”, resulta: x = 10Y — 2. Al no existir ninguna restriccion en la que interviene la variable “y”.
“ Ry = R. Elaboramos la tabla de valores, asignaremos a partir del numero -1.9, simplemente para indicar donde

inicia el grafico de la funcidn:

(4.0.8)

[ 1

3

5

' 3,07
.05 @98 il
(0,03)
pLDL”‘,A

6

7

x fx)=y (x,¥)
-1.9 1 (-1.9,-1)

1 0 (-1,0)

0 0.3 (0,0.3)
1 0.5 (1,0.5)
2 0.6 (2,0.6)
3 0.7 (3,0.7)
4 0.8 (4,0.8)

f(x) = logo(x {2)

-2
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— 5. Funciodn inversa
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Para establecer la existencia de la funcién inversa, se requiere verificar que la funcidn dada sea biyectiva, es decir que
sea inyectiva y sobreyectiva alavez. Si f:R - R; y = fi,

Para aprender a determinar 2) Realizamos la representacion grafica de la funcion fi,) = x* — 2, su funcion
funciones inversas y resolver inversa y la funcién identidad.
operaciones con funciones. . . e L

P f 3) Establece la funcion inversa de f(,y = x3, realiza la grafica mostrando también la

Actividad 53.
S scanea el Q Determinamos la funcién inversa foy =5x+6 _2x

de las siguientes funciones, previa foo=-x—1 feo =332
comprobacidn si se trata o no de una _5x—1 foy=x°
funcidn biyectiva: feo = fy =10g8Bx + 1)

Actividad 54.
1) Determina la funcién inversa de f(,) = 5x — 1, luego realiza la representacion

grafica de la funcion original, su funcion inversa y la funcidn identidad.

funcién identidad.

Operaciones con funciones
Actividad 55.

1) Determinamos la funcién suma, diferencia, producto y cociente, dadas las funciones:
foy=4x—=3 y gu = —6x
2) Establece la funcion sumay diferencia, si: f(y) = 4x2-3x -9 y Ix) = 8x2—6x—5

3) Hallamos la funcion producto y la funcion cociente, si: f) = x2—-16 vy I = 2x2% + 2x — 24

?

, " iREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 56. Reflexionamos en equipos de trabajo para responder las siguientes preguntas:
1) éComo se aplican las funciones en la cotidianidad?

2) éComo se aplican las funciones en el desarrollo de ciencia y la tecnologia?

Actividad 57. Realicemos las siguientes actividades:

1) Establecemos los valores que debemos promover desde nuestra comunidad, con el compromiso de practicarlos
cotidianamente, para evitar toda forma de violencia, no sélo contra la mujer sino con nuestros conciudadanos.

2) Realizamos un informe acerca de los incrementos de casos de violencia contra la mujer los Ultimos dos afios,
representandolos en un cuadro y realizando el grafico correspondiente a través de funciones.

LIMITE Y CONTINUIDAD -

@ilmcmmos DESDE LA PRACTICA!

Una institucion estd organizando una campafia para recaudar recursos econdmicos. Por experiencia se sabe que los
aportes totales estan en funcién al tiempo de la campania, es decir, mientras mas dure mas recaudacién se obtendra.
En una ciudad se ha determinado esta funcion que expresa el porcentaje de la poblacién “R” (expresado en fraccidn
decimal) que hara un donativo en funcién del nimero de dias “t” de la campafia.
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La expresion de la misma es: R=0.7(1-e-0-05t),
Calcularemos el porcentaje de la poblacion que hara un donativo a los diez dias de haberse iniciado la campania.

Es en este sentido que nos planteamos la idea intuitiva de limite, teniendo en cuenta que podemos acercarnos al nimero
indicado, (en este caso 10) tan cerca como sea posible, sin embargo, no podemos detenernos en él porque la campafia continuara.

Calculamos: lim 0.7 (1 —e7005%) = 0,7(1 — e7095*10) = 0.7(1 — e~ 05) = 0.2754

Como se requiere el porcentaje, tendremos: 0.2754 *100 = 27.54%
Luego concluimos que el 27,54% de la poblacién realizara su aporte en aproximadamente diez dias.

1) ¢Qué porcentaje de la poblacién hara un donativo a los 20 dias de haberse iniciado la campaia?

2) Calcule el porcentaje de la poblacién que habra contribuido con la institucidn si la campafia publicitaria continta
por tiempo indefinido.

/| {CONTINUEMOS CON LA TEORIA!

Los teoremas sobre limites son operaciones que se pueden emplear para simplificar el calculo del limite de una funcién
mas compleja. Al tratarse de operaciones, también se le denomina algebra de los limites. Sean f(x) y g(x) dos funciones
definidas en un mismo intervalo, en donde esta el valor a del limite y k es una constante, tenemos los siguientes teoremas
o propiedades de los limites:

llm(f(x) +9() = llmf(x) + lim g(x) )lﬂ)r(;(k «f(x)) = k;_ggm £(x)
llm(f(x) —g(x) = llmf(x) —lim g(x) Lim Jf @) = AT S
llm(f(x) * g(x)) = llmf(x) * lim g (x) llm[logf ®)] = loggirg flx
G “’"xfé’o lim[f (x)*] = [lim f ()"
>l¢l—r>rcll (g(x)) limg(x)’ x—»a x-a

x—-a l [ = n l'
siempre que g(x) sea diferente de cero. lmxﬁ{j(x) «’ m)lcf)gx)

Ejemplos: Resolvemos los siguientes limites, aplicando propiedades:

1) lim(7x*+x) = llm(7x2) + llm x=7 (llmzx) + lim2 x=7.(2)*+2=7(4)+2=30
X—

x—2

x—1 lim (4x-1) 4. le x - llm 1 _4(D-1 —4-1 5
2) lim = x==1 = Cv-1 =_2
x—>—1 X+3 951—1»7111(x+3) llm x + l_L]Il 3 -1+ 3 2 2

. 3 2 _ 3 . 2 _ 3 . 2 . _3 . 2 . _ 3 2 _ 3 _
3) izréVx +2—Jizré(x +2)—Jizr§(x)+izr§2 —\/(izréx) +£zr§2 = JY(5)2+2=327=3

Actividad 58.

Deteminamos los limites aplicando las propiedades dadas:

1) lim (x — 2) 4) ll (ssﬂ)
x—3 x
3) lim (x? — 4x + 4) 1/2
2) lim (7x+11) i 5) lim
x—>=2 x-0

—= 2. Operaciones e indeterminaciones en el infinito
En este tema en algunas ocasiones la variable se aproxima a un valor extremadamente grande, es decir al infinito y en
algunas ocasiones surgen operaciones desconocidas llamadas indeterminaciones, en el siguiente cuadro mostramos, las
operaciones conocidas con infinito y las siete indeterminaciones:
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— 3. Limites algebraicos

Ejemplos:
, 1 2 . S
1) lim (— — ——). Calculamos el limite, por sustitucién directa
x—o0 \x—1 x“-1
5 1 2 1 2 1 2 0-0=0
m —_ = —_ = — = — = —_ =
xoo \x—1 x2-1 ©0—-1 o02-1 o 0
3 3 3 3 3 3 3
, Tz L R . * 22 |_ o =l = 0-0 0
2) lim . Calculamos el limite por sustitucién directa: lim = = = =—=0
X—00 x-1 xX—00 x-1 co—1 ) ) oo
2 2 2
. x“—6x P . . . , xX°—6x 6“—6(6 36-36 0
3) lim ———. Calculamos el limite por sustitucién directa: lim = © _ =-=277?
X6 X¥2-Tx+6 x—6 X2—7x+6  62-7(6)+6  36-42+6 0
. L, . . x2—6x . x(x—6 . x 6
Levantamos la indeterminacién factorizando: lim = lim %9 _ gy 2= ©
x—>6 X2-7x+6  x56 (x—6)(x—1) x—6 x—-1 5
. VaZ-1 . s , Vx2Z-1 Vo2-1  Joo )
4) lim . Calculamos el limite por sustitucion directa: lim = —=—=—=17177?
x—oo x—1 x—oo Xx-1 oco—1 =] oo
Levantamos la indeterminacion:
21 x2-1 x2 1 _1 _ 1
. Wx2-1 , —xx , 22 , *2 %2 , Jl x2 \/1 002 1-0
lim = lim 45— = lim —=— = lim ~—5—F—= lim — = — = =1
x—-o0 x—1 xX—00 -— xX—00 -— xX—00 —=—-= xX—00 1-—= 1-= 1-0
x x x X x o]

— 4. Limites especiales

Los limites especiales son aquellos que presentan una gran aplicacion tanto para resolucién de otros limites como para
otras aplicaciones.

1 x_ x
lim(1+x)x=e lim*2=ina lim (1+1) =e
x-0 . x-0 X X—00 X
lim<t=1
x-0 X

Ejemplos:

1+x
1) lin(} (1 + x) = . Calculamos el limite, por sustitucién directa:

X

Lx 1+ 1
lirré(1+x) x = (14+0)0= (1+0)= 1*°=7??
X—

. NS nx Lx 1
Levantamos la indeterminacion: lim (1 +x) » =lim (1 +x)x x=1lim (1 +x)x" = =777
x—-0 x—0 x-0

1 1
lim [(1+x)¥(1+x)] =limA+x)x*lim(1l+x)=ex(1+0)=e
x-0 x—0 x-0
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Levantamos la indeterminacion:

x \* x \* o \® o\ ®
i = imi itucién di - li Z) = (=) =(Z2) =777
2) chl_zg (x+1) .Calculamos el limite, por sustitucion dwecta.gét_tgO (x+1) (oo+1) (oo) 77?7
Levantamos la indeterminacion:
x X
x - x x
£%<x+1) =T | T im x 1 = tm L L
X x X X
; 1% , 1 l jim 1 1
= lim = lim = = —
X—00 1\* X—00 1\% i 1\% e
(1+5) 1+ | wm(1+5)
. 18 - o e
3) lim (1 - —) . Calculamos el limite, por sustitucion directa:
X—00 4x
1 8x 1 8x00 1 0
[ —_—— = —_ = —_—— = —_ © — ®© —272?
Jim (1 4x> (1 4+ oo) (1 oo) A-0%=1%=222
Levantamos la indeterminacion:
. 1\8% . 1\ 2*4x . 1 1(=2)x(-4x) . 1 (—4x) -2
,QL’Z‘O (1 N E) - ,QL’Z‘O (1 N E) )fl_({}o [1 + (—4x) - ,fll&{ 1+ (=4x) }
. 1 1(-4%) 2 —2 1
- {)11—>nolo [1 + (—4X)] } =e "= ez
4) lim 37377 . Calculamos el limite, por sustitucion directa: lim i Rl 30370 =1r_0 =777
x-0 x-0 x 0 0 0

=mnm3+mn3=2n3

. 3*¥-37% 3 —=3*+1-1 o 3*-1-3"%4+1 . B*F-1H)-@B7*-1
lim = lim = lim = lim
x-0 X x-0 X x-0 X x—0 X
. 3*—1 37 -1 o 3%-1 (B3 Hr*r -1 B
= lim —— )= lim —lim—————=m3-m31'=m3-(-1in3
x—-0 X X x—-0 X x-0

— 5. Limites Trigonométricos, exponenciales y logaritmicos

- senx .
li =1 li 0
x-0 X x—-0 X
Ejemplos:
. tg x . . .. . . tg x tg 0 0
1) lim 29X Calculamos el limite, por sustitucion directa: lim R A N
x-0 X x>0 X 0
Levantamos la indeterminacion:
sen x sen x 1
tg x PrYETl senx sen x
lim = lim 95X — lim%z lim ——— = lim *
x>0 X x>0 X x-0 1 x>0 X.COS X  x—-0 X cos x
. sen x . 1 1 1
=llm( )*llm =1x =1x—=1
x—0 X x-0 \coS x cos 0 1
. sen 4x .. . ., . . sen 4x sen 4%0 sen0 0
2) lim . Calculamos el limite, por sustitucion directa: lim = = = —=777?
x-0 2x x—0 2x 2x0 0 0
. . .z . sen 4x . 1 sen 4x 1 . sen 4x
Levantamos la indeterminaciéon: lim = lim (= = =x[lim
x-0 2x x—0 \2 X 2 x-0 X
1 . 4 xsen 4x 1 . sen 4x
==xlim ———— ==-x 4lim =2x1=2
x-0 4xx 2 x-0
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— 6. Infinitos y al infinito

INDETERMINACION DE LA FORMA: oo/o0

4 4 4
X7+ ;o s g . Xt o*+1 ©
1) lim . Calculamos el limite, por sustitucion directa: lim = = — =??7?
x—00 x2—1 x—00 x2—1 02—1 )
ey x*+1 x4+ 1 142
. S xtt , 7 . oata . e
Levantamos la indeterminacion: lim =— = lim —% = lim £2—2—= lim —/—%
x—oo x2—1 x—o0 X°—1 x—oo X 1 X—>00 —-—
x* xE X% x% xt
1 1
. . . T 1+7 1+ 1+0 1
Realizamos el calculo del limite por sustitucion directa: =—F/—2— =—F/—% = =0 "o - %
02 o )
. 2x+3 . .. . . 2x+3 2%¥00+4+3 0043
2) lim ——-. Calculamos por sustitucién directa: lim = = =—=7?7??
x—oo x—1 x—00 Xx—1 oo—1 o) %)
2%+3 2x+3 2x 3 3
Levantamos la indeterminacion: lim = lim %+ = lim —<—& = lim X
x>0 X— X—00 X—00 * % X—o0o 1——
3
. T 2+5 240 _ 2
Realizamos la sustitucién directa: = L 2 = 0" ° 2
Actividad 59. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:
. Xx=2 . 2x3-3x%+4 10) lim (1 + 6x)¥ . (x—1)3-1
Y )1(1_13 (x2—4) 6) }(l—r}}; 4x3+8 ) X—’°°( ) 15) )l(l_r}r% x=2
. X?—4x+4 . 2x3-27 1 . 8x3-1
—_— ; 6 —_—
2 im0 AL Rvoar 11) lim (1 -0 16) }(l_)rgsxz—5x+1
3) lim Y 8) lim (1 + 3x)%/ . 2x3-8x+3
X1 VR-1 X0 i 2x 17) lim 222
1 \/—4 9) lim (ln(l—x)) 12) }(I_I:% 1+x) x—>00 4X2+5x+1
—x= S0
o 1-vx—4 =
4 >l<1—1>r§ 3—x+4 X_) N !
13) lim
5) lim 1—Vx—4 x—-1 x-1
Xx—5 3—Vx+4 2
. X“—3x+2
14) )1(1—1}% ( x2+x—6)
] i z
iREALICEMOS LA VALORACION! /

Actividad 60. En el cuaderno de ejercicios respondemos las siguientes preguntas:

éPor qué es importante el aprendizaje de los limites?
¢Cémo aplicamos en la vida cotidiana los limites?
¢Consideras que es importante participar en campanias solidarias? ¢ Por qué?

1) {ES HORA DE LA PRODUCCION!
e

Actividad 61. Realizamos una campafia solidaria hipotética (una situacién supuesta) y consideraremos lo siguiente:

- Calculamos el porcentaje de la poblacién que hara un donativo en un afio de haberse iniciado una campafia solidaria,
puedes considerar la cantidad necesaria de personas de tu municipio.

- Calculamos el porcentaje de la poblacion que habra contribuido con la campafia solidaria si esta continuaria por tiempo
indefinido.
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EL CALCULO EMPLEADO EN PROCESOS DE -
PRODUCCION Y TECNOLOGIA

il iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Un estudio de productividad en el turno matinal en una cierta fabrica indica que un trabajador medio que llega al trabajo
alas 8.00 a.m. habra ensamblado: Q(t)=-t>+6t>+15t, radio transistores en “x” horas después.

¢En qué momento de la mafiana estd con maxima eficacia?
Cantidad de radios producida por hora: Q(t) = -t* + 6t2 + 15t.

Para hallar el momento en el que es mas eficiente, calcularemos la hora que el trabajador alcanza su mayor nivel de
produccion, para ello derivaremos la funcién de produccion e igualaremos la primera derivada a cero:

ae®)

Realizamos la derivacion: — = = —3t3 1+ 6%2t271 4+ 15%1. 3t2+12t+15=0
Resolviendo esta ecuacion cuadratica, tenemos: Tenemos dos soluciones: t; = —1; t, =5
3t2+12t+15=0 //+3 La solucidn igual a -1, no se considera, porque el tiempo no
t2+4t+5=0 puede expresarse en unidades negativas, entonces la
(t+1D(t—-5)=0 respuesta acertada es el momento de maxima eficacia en su
Tenemos dos soluciones: t; = —1; t, =5 trabajo es después de 5 horas.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /
1%

—— 1. La derivada e integrales en procesos productivos
Este tema tiene su importancia puesto que con la derivada de una funcién podemos determinar un valor instantaneo de
la tasa de cambio que puede conducir a establecer una cantidad deseada de un determinado producto.

Mientras que la integral de una funcién puede interpretarse geométricamente como el area bajo la curva de una funcién
real de variable trazada como una funcion de x. Para los que no son expertos en la materia, ni matematicos, ni cientificos,
es probable que las derivadas sean una zona de estudio bastante desconocida.

—— 2. Nociones basicas de la derivada
La derivada de una funcion en un punto representa el valor de la pendiente de la recta tangente en el mencionado
punto y mide el coeficiente en el que varia la funcidn, es decir, nos dara una formulacion matematica de la nocién del
coeficiente de ese cambio. Podemos observar la interpretacidn grafica:

La derivada de una funcién f(x), se denota como:

vV dy if(x) ; (%), se define de la siguiente

ax ' ax FOH)—F @)
. Fr — Jigy LEF)—S(X)
manera: f'(x) = fllll;% A fix+h)

Donde: “h” es el incremento de x.

___,% fix)

x+h

31 =
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Ejemplos: Utilicemos la definicion para determinar la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x) =2x%-5.
Calculamos:

4xh+2h? . h(4x+2h)
= m =

30 f’(x) — ;l”%%)_f(x) = ;llln% ;ll f

Evaluamos el limite: f'(x) =4x + 20 = f'(x) = 4x

2) f(x)=x*>-2x+1

Calculamos:

1° f(x+h) =@x+h)?-2(x+h)+1=x%2+2xh+ h? —2x —2h + 1
2° f(x+h)—f(x) =x2+2xh+h?>—-2x—2h+1—(x?2-2x+1)

o , 4. fx+R)-f(x) _ ;. 2xh+h?-2h . h(2x+h%?-2) _
¥ f10) = lim=— = e = fm T =

Evaluamos el limite: f'(x) =2x + 02 —2 = f'(x) = 2x — 2

;LL_r)ré(llx + 2h)

1° f(x+h) =2(x+h)? —5=2(x?+2xh + h?) — 5 = 2x% + 4xh + 2h%* — 5
2° f(x+h) — f(x) =2x% + 4xh + 2h? — 5 — (2x2 — 5) = 2x2 + 4xh + 2h? — 5 — 2x% + 5 = 4xh + 2h?

=x24+2xh+h?-2x—2h+1—x*>+2x—1 = 2xh + h?>—2h

. 2 _
lim(2x + h? — 2)

Actividad 62. Calculamos por definicién la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=3x3
2) f(x)=3-5x

5) f(x) =-5x2+7x -1
6) f(x)=x3—x2+x-2

3) f(x)=4x-7
4) f(x) =2x2—2x+6

—— 3. Derivada en un punto dado

La derivada de una funcidn en un punto dado, se calcula realizando el reemplazo del valor de la variable x, en f’ (x).

Ejemplos:

Determinamos la derivada de la funcién del ejemplo 1 anterior, en el punto de abscisa x= 3. En el ejemplo 1, anterior

la funcién es: f(x) = 2x% — 5, la derivada que calculamos es: f'(x) = 4x.

Determinamos f'(3) =43 = f'(3) = 12.

TABLA DE DERIVADAS DE

TABLA DE DERIVADAS DE

FUNCIONES ALGEBRAICAS FUNCIONES TRASCENDENTALES
1) Dy(c) =0
2) D,(x) = 1

1) Dy(e¥) =v'ev
2)Dy(a¥) =v'aVIn(a)
3) Dy(Inv) =v;’

3) Dy(c - x) =cv'

4) Dy(x") = nx"1

5) Dy (V™) = nv™ 1y
6)Dy(uxvtw)=u+v +w
7)Dy(u-v) =u'v+uv’

u'v-uv’

4) Dx(loga v) = V;loga €

8) Dy (%) =—7vz0 5) Dy(uY) = vu' "’ + In(u)u’v’
90y () =%
c cnv’
10) Dy (35) = Sz, v # 0
1) D(V) = 5 =
12) Dx(n u) = W

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)
8)

9)

TABLA DE DERIVADAS DE FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS Y SUS INVERSAS

D, (sen(v)) = cos(v) * v’

D, (cosiv)) = —sen(v) - v’

D, (tang(v)) = sec?(v) v’

D, (cotg(v)) = —csc2(v) v’

D, (sec(v)) = sec(v)tang(v) - v’
D, (csc(v)) = —csc(v)cotg(v) v
D, (arcosen(v)) = ‘/%

\4

D, (arcocos(v)) = T

/1—v2
D, (arcotang(v)) = 1:7
10) Dy (arcocotg(v)) = — 1:\/2
S
11) Dy(arcosec(v)) = v\ﬁ
12) Dy(arcocsc(v)) = — ‘/Vz_l
VyVe—

—= 4. Regla de la cadena

Sean fy g dos funciones, para todas las x en el dominio de g para las cuales g es diferenciable en x y f es diferenciable
en g(x), la derivada de la funcién compuesta: h(x) = (f ° g)(x)= f[g(x)]. Esta dada por: h'(x) = f'[9)]19 )

Alternativamente, si y es una funcién de u, y a su vez u es una funcién de x, entonces:

dy dy du
2,
dx du dx
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Ejemplos:

1) fx) = (4x3 - 2)6. Primero derivamos la potencia y posteriormente se deriva el binomio:
Sif(x) = (4x3—2)° = f'(x) = 6(4x3 — 2)% = (4x3 — 2)" = 6(4x3 — 2)° * (12x% — 0)
fl(x) = 72x%(4x3 = 2)°
2) flx)= V3x%Z = x . Primero derivamos el radical, luego el binomio del radicando:

f(x) = (3x% - x)§ = f'(x) = %(3362 - Xﬁ_1 *(3x2—x) = %(3x2 - x)é_l *(3%2x —1)

2 —_ -
(3x2—x)_§=6x 1* 1 = 6x—1

(3x2-x)3 33/(3x2—x)2

6x—1
3

F) = 2@ -0 er-1) =

3) f(x) =1In(2+x)
Primero derivamos el logaritmo y luego el binomio

f@) =@ 4D = f'(0) = 57+ Q+VD' = 57z 2+ il = [0+ 2]

00 1 (1 _%> 1 ( _%) 1
X) = * | —X = — % \X o ——
24+ \2 22+ %) 2(2+\/§)*x%
') = 1 _ 1 _ 1
f1e = (4+2Vx) * X AJx +2xxx  4Jx + 2x
Actividad 63 . Actividad 64.
Determinemos la derivada de las siguientes funciones Determinemos la derivada de las
en el punto de abscisa dada para cada funcién: siguientes funciones:
1) f(x) = 3(x-2); en x=1 1) f(x) = x* 6) f(x) = x6/In x
2) f(x) = -x+5; en x=-3 2) f(x) = 4(x-2) 7) f(x) = (x2-9)V/5
3) flx) = 8x+6; en x=4 3) f(x) = (2x-3)1/3 8) f(x) = 3 sen 2x
4) f(x) =x*-5x +6; en x=4 4) f(x) = 5x2-3x1+: 9) f(x) =sen 2 x
5)f(x) =-3x*+x+4; en x=-3 5) f(x) = 1/x2 10) f(x) = In(x2+4x+3)1/2
6) f(x) =-2x?+7; en x=-2 —
7) f(X) =(X-6)2,' en x=-1 Actividad 66.

Actividad 65. Calculemosladerivadade cadafuncién,

_ _ __ _ aplicando la regla de la cadena:
Determinemosladerivadadelassiguientesfunciones,

aplicando las propiedades correspondientes
1) f(x) = 5x2
2) f(x) = 7x+1
3) f(x) = 10x + 3
4) f(x) = -x% +8x
5) f(x) = -3x2+5x -7
6) f(x) = 12x3-6x2-2x

1) f(x) = x3- 3x2

2) f(x) = log (6+x3)

3) f(x) = (x+3)(x-5)

4) f(x) = 7(4-3x)?

5) f(x) =x In x

6) f(x) = (x+1)/(x-1); x es diferente de 1.

— 5. Nociones basicas de la integral
Las integrales son basicamente lo contrario a las derivadas, con la ayuda de las integrales podemos encontrar el area bajo
una curva definida, existen integrales definidas e indefinidas / simples.

Calcular [ x*dx. Calcular [(3x — x%)%dx.
Por tabla de integrales simples  po tqpjq de integrales simples: [ u™du = 1::11 -]
[undu = in—:"‘ c JIBx)? = 2(3x)(x*) + (x?)?]dx = [[9x? — 6x3 + x*]dx
frrae e
Respuesta: J9x%dx — [6x3dx + [x*dx =9 [x%dx — 6 [ x3dx + [ x*dx

5

5
fx4dx=%+c s . s 32
=9-x?—6-x:+x?+c —>Respuesta:f(3x—x2)2dx=3x3—%+%+c
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—* 6. Definicion de integral definida

La integral definida de f{x) en el intervalo [a,b] es igual al drea limitada entre la grafica de f(x), el eje de abscisas, y
las rectas verticales x = a y x = b (bajo la hipdtesis de que la funcidn f es positiva). (Figura 1). Esta integral se

representa por: fa f(x)dx, donde: a es el limite inferior de la integracidn y b es el limite superior de la
integracion.

— Teorema fundamental del calculo integral

¥
La relacién entre derivada e integral definida queda establecida

definitivamente por medio del denominado teorema fundamental del calculo

integral, establece que, dada una funcidn f(x), en un intervalo [a, b],

denominado regla de Barrow, su funcion integral asociada F(x) cumple -
necesariamente que: F'(x) = f(x)

Se calcula el valor de esta funcidn en los extremos del intervalo: F(a) y F(b).
El valor de la integral definida entre estos dos puntos vendra entonces dado

b b Figura 1: Delimitacién de los
or: x)dx = F(x =F()—-F(a
P f“ ) ( )la ) @ intervalos de una integral definida

— Propiedades de la integral definida
La integral definida cumple las siguientes propiedades:

- Si los limites que integracion coinciden, la integral definida vale cero. f;f(x)dx =0

- El valor de la integral definida cambia de signo si se permutan los limites de integracién.

b a
[ reax == [ reoax
a b
- Si ¢ es un punto interior del intervalo [a, b], la integral definida se descompone como una suma de dos integrales
extendidas a los intervalos [a, c]y [c, b]. f:f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx
- La integral definida de una suma de funciones es igual a la suma de integrales:

b b b
f [F G0 + g(0)]dx = f F)dx + f g()dx

- La integral del producto de una constante por una funcién es igual a la constante por la integral de la funcidn.
b b
f k-f(x)dx =k f f(x)dx
a a

Ejemplos: Determinamos las siguientes integrales definidas:

1) ffﬁdx.CaIculamos la integral: ff\/?dx =VI-Vd=1-2= -1

OLIMIPLADA 2) flz(x2 — 2x + 3) dx . Resolvemos aplicando las propiedades:
ESTUDIAMNTIL 2 2 2 2
SRR e AL 2 _ - 2 gy
[[(x? = 2x+3)dx = [[x?dx— [ 2xdx+ [] 3dx
Si una mdquina produce = flzxz dx — 2f12x dx + f123 dx=(1)?-(2)?-2[1-2]+3 =4—-2[-1]+3=4+2+3=9

150 juguetes en un minuto,

. ; 3) f4(1 — 5x — /x) dx . Aplicamos las propiedades:
écudntos juguetes produce en 1

4 4 4 4
ésegu”d"s-’ f1(1—5x—\/§)alx=f1 1dx—f1 Sxdx—flﬁdx
=1-5['xdx—['Vadx=1-51-4) - VI-V&=1-5(-3)-(1-2)=1+15+1=17
a) ['Vx—zdx.['Vx—2dx=VZ-2 —VII-2 =0-v9=0-3=-2
Actividad 67. Calculemos las siguientes integrales simples.
Vx+3X 3=, 4
1) sz(—x )dX 12)I=I(%>dx
2) 1= [(vmx)dx 13) 1= f(sex+cosz+2) i
162 3) I = [tan®xdx cosx
3 o (e*X+20
B 1= 7 (52 ax 14) 1= [ (2) dx
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5) 1= f(522) ax 19) 1= [ [0 dx

0 =f(mmn a1 = (0

2 2 17
7) 1= J (B ax ) 1= [t +x?) dx

o 18
)d )I=f(x2+3x+5)dx
X

19) 1= [Inxdx
20) 1= f(x®+2x+x"Y)dx

9 1=(=
9) I=[(e?* +eX+2%)dx

10) 1= [ (3 - ) dx
11) I=f($)dx

Actividad 68. Determinemos la integral definida de las siguientes funciones de variable real:

1) [V dx ) [ 2x dx
2) [l (x*=3x +4) dx 4) ] Vx = 3dx

" iREALICEMOS LA VALORACION!

Laimportancia de las derivadas en la actualidad radica en que no es posible entender el mundo

en que vivimos sin la aplicacion de las mismas. A lo largo de los siglos, otros matematicos y
cientificos han aportado muchisimos estudios para hacer mas exactos diversos calculos.
Aunque no es un elemento tangible, su valor radica en que, desde el punto de vista
cientifico, se aplica a numerosas investigaciones importantisimas y de las que sus
aplicaciones revierten en la propia sociedad. Asi, las derivadas son esenciales para
estudios tan importantes como el de la relatividad, la mecanica cuantica, la ingenieria,
ecuaciones diferenciales, teoria de las probabilidades, sistemas dindmicos, teoria de las
funciones, etc. Actualmente también son necesarios en la computacion, etc.

Actividad 69. De manera reflexiba respondemos las siguientes preguntas:
- ¢Cudl es la aplicacion de las integrales y derivadas?
- éPor qué es importante aprender a resolver problemas con derivadas e integrales?

&
/474 iEs HORA DE LA PRODUCCION!
e

La derivada nos puede
ayudar a calcular el ritmo
de cambio del precio de
una pizza con respecto a su
tamahno

Actividad 70. Realizamos un breve informe acerca de las aplicaciones de la derivada de una funcidn real de variable real,

en la economia productiva de nuestra region.

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA -
PREUNIVERSITARIA

iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Cada afo, miles de estudiantes postulan a los exdmenes de admisidn a universidades publicas, sin embargo, para los
bachilleres resulta dificultoso pasar la prueba. Se estima que el 50 por ciento de los postulantes a universidades publicas

reprueban los examenes de ingreso.

Toda prueba de suficiencia presenta un determinado nivel de exigencia y la universidad publica tiene la misidn de brindar

una formacion de calidad, por lo cual el examen de ingreso responde a esas expectativas.
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OLIMPIADA - Si hiciésemos todas las cosas de las que somos capaces, nos asombrariamos (Thomas Edison)
e DANTT Realmente, aunque ahora no lo creas, tienes el talento necesario para triunfar con esa
PLLIPIR AGIER AL BOL I R materla (y con muchas OtraS).

- Tus talentos y habilidades iran mejorando con el tiempo, pero para eso has de empezar
(¢ Martin Luther King).

Asi que, no pongas mas excusas, estudia tus libros.

- Los campeones siguen jugando hasta que lo hacen bien (Billie Jean King)

No te rindas ni te desanimes si suspendes un examen o si no consigues obtener los resultados
esperados. Todo en esta vida se basa en esfuerzo y sacrificio. Si tienes esos dos ingredientes,

Six?yz?2 =5%* y
xy? = 55.

éA qué es igual xyz?
A)25 B)125 ()5

D) 1 E) Ninguno
LG

el éxito terminara viviendo por si solo.

' iCONTINUEMOS CON LA TEORIA! /

—= 1. Operaciones con numeros reales

En los numeros reales existen dos operaciones basicas: la suma y la multiplicacién. De ellas se extiende la resta y divisidon
como operaciones opuestas de la suma y la multiplicacion respectivamente. Marca la respuesta correcta:

Pregunta 1: Simplificar la expresion: Pregunta 2: Simplificar la expresion:

1 1 -1
1+5 1-3 -2 1 -2
S+ .47 _ 7 772
S (234 ) = AT (z )

“2_3 2 -0 0

571 8 9

6 G 5| Ti1o_g—1

3

Respuestas: Respuestas:
a)8 b)—8 5 d)6 e)NA ¥, b)*4; o Y/4 o A eNA
Pregunta 3: Realizando operaciones de: C = Pregunta 4: Después de reducir la siguiente expresion se
63.165.248.32 . obtiene: 7-6* -
1597 caa5.0 + OPtenemos como resultado: (m)
Respuestas: Respuestas:
a)2 b)Y/, o1 d)5 e) NA a) 2 b)4 c)6 d) 8 e) NA

Actividad 71 . Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

2 2
83— (2
43 Respuestas: a) 16/, b) — 16/, c) 5/, d) —5/, e) NA

570—-16"4

1) Simplifica la expresion:

BREE JE -2
. - .. 3 3 9 5 31 17
2) Reducir la siguiente expresion: —= |~ [5 . ’E - Fs] Respuestas: a)28 b)6 c¢)4 d)2 e)NA
= .3—3
G) s
4+0.01 43 +0.001 +0.1 + 0.01
4x0.01+3x 0.001+ 1704.957 x 0.001

(§)0 -
2 , el resultado es: Respuestas: a) 22 b) 2 )= ) —22 ¢)NA
7-04 37 20 20 37

3) Simplificando la expresion , el resultado es:Respuestas: a) 1 b) 2 ¢) 3d) 4e) NA

N2
4) Reduciendo la expresién: ¢ = (5) -

20-3-1

*[us)”
_2—_(_4)_1 Es:Respuestas: a)2 b) —2 ¢)1/2 d) —1/2 e) NA

2=+ ()

5) El valor numérico de la expresion: A =

— 2. Exponentes y radicales

Un radical es equivalente a una potencia de exponente fraccionario en la que el denominador de la fraccidn es el indice
del radical y el numerador de la fraccion es el exponente el radicando. Dos o mas radicales se dicen equivalentes si las
fracciones de los exponentes de las potencias asociadas son equivalentes.

Pregunta 1: Calcular: A = EE si se tiene E como: Pregunta 2: Hallar el valor de “n” en la siguiente expresion:
32Ky k*? ‘ 1 T g
E =|—==] , el resultado es: [Z 3 ]
( 4342k ) a‘3(4\/b_3) _ (g)
1 a.

Respuestas: a)1/2 b)1/5 c¢)2/3 d)1/4 e)NA Respuestas: a)4 b)5 c¢)6 d)1 e)NA

n
, el resultado es:
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Pregunta 3: Simplificar: Pregunta 4 : Simplificando la expresion:
a3 vz VZ-6
8a g1 4b 2b 2(2 : ) 8\/§ (\/E 2)
2a 1 o o
J= [( \/;) . J(Bb\/aza )¢ + (*Va®) “} [\/§ ] , el resultado es:
Respuestas: a) 256 b)526 «¢)652 d)565 e)NA Respuestas: a)8 b)4 c)2 d)1 e)NA

Actividad 72. Resolvemos el siguiente ejercicio en el cuaderno de practica:

Calcular el valor de: E = [Ja\/b_\/?] [Jb\/ﬁ] [%} si: abc = x8,

Respuestas: a) x> b) x° ¢)x7 d)x® e) NA

— 3. Operaciones con expresiones algebraicas

La adicidn, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacidn y radicacion de expresiones algebraicas, se conoce con el
nombre de operaciones algebraicas. Ademas, puesto que estas variables, representan nimeros reales, entonces estas
operaciones cumplen las propiedades de los nimeros reales.

Pregunta 1: Simplificar la siguiente expresidn algébrica:
-6
2

1
2 2\5 1
E= \/1 + [(aE - xE)Zx_E] - aiz\/(a2 —x2)2 + 4a%x?
Respuestas:  a) 1 b)2 03 d) x e) NA 20

272
200241 2a?
22a%+4 4 y2a%+2

Pregunta 2: Simplificar la siguiente expresion algébrica: E =

Respuestas: a)5 b)6 ¢) 7 d) 8 e)NA

P ta 3: Simplificar la siguiente expresion algébrica:
regunta p 83 p 8! OLIMPIADA
171 0\3 - =N CIENTIFICA
2-a-ar+(azsr) AT
(1) —(amaded)(dad) implifi i6
az+1) -\a-az2xz/)\az-x2 Simplificar la expresién

algebraica:

Respuestas:  a) 1/27 b)1/41 c)1/61 d)1/81 e) NA LSy e ¥ 2

Pregunta 4: Simplificar la siguiente expresién algébrica: Xyt
-6 A) 2 B) x+y
2 C) 4 D) x-y

1
2 2\5 1 .
E = \/1 + [(a? — xi)zx_E] - a—lzwl(a2 —x2)2 + 4a%x? () STnaLho

Respuestas: a) 1 b)2 )3 d)x e)NA

Actividad 73. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1+u

T 1+u™
1) Sabiendo que: u = “\/3 . Determinar 4 = u*

1.3
"4, Respuestas: a)27 b)26 c)u d)1 e)NA

3=_3/=3 3 3 2 2143 2
2) Simplificar: F = [%ﬁ ;/ﬁ§3+2x+a] + ‘/(a e x:mx ) , Respuestas: a) 2 b)26 c)a d)1 e)NA
x—3a) —x-2a

-3
Respuestas: a) 3 b)6 c)a d)1 e) NA

1
3) Simplificar al maximo la siguiente expresion: S i P + 3/a
[%+ \/%+1][3\/E+\/%—1]

— 4, Resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones
Un sistema de ecuaciones es un conjunto de dos o mas ecuaciones con varias incognitas en la que deseamos encontrar una
soluciéon comun. En esta ocasién vamos a resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas

x+y=10

Pregunta 1: Resolver el siguiente sistema:
& & {xz +y?2 =758

Respuestas: a) (3;7)y (7;3) b)(3;3)y (7;3) ) (3;7)y (7;7) d)(3;7)y (3;3) e)NA
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- ) Jx2+xy+y?2=13
Pregunta 2: Resolver el siguiente sistema: { xty=4
Respuestas:  a) (3;1)y (1;3) b)(=3; Dy (1;3) 0) 33Dy (3;—-1)
d) (=3;-1Dy(1;3) e)NA

a+b=1
a’?+ab+b*>=3
Respuestas: @) (2;,—1)y (=1;2) b)(-1;,2)y (1;2) o) (L, Dy (2;-1)
d) (=2;-1Dy(1;2) e)NA

Pregunta 3: Resolver el siguiente sistema: {

242 _
Pregunta 4: Resolver el siguiente sistema: {x ty®=4+42xy
x+y=28

Respuestas: a) (5;3)y (3;5) b)(3;3)y (5;5) ¢) (—5;3)y (5;5) d)(3;3)y(5;52) e)NA

Actividad 74. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

2+3xy=18
1) Resolver el siguiente sistema: {x 2+ xyz a)(3ZDy(=3-1) Db(-31Dy(13) e)NA
x“ =5y =4
ouiente si x® —y®=-56 2,4)y(~42) b)(42)y(2;—4) e)NA
2) Resolver el siguiente sistema: x—y=—2 a)(Z40)y(=42) b)(42)y(2-4) e)

—— 5. Desigualdades e inecuaciones

Desigualdades Condicionales o Inecuaciones: son aquellas que se verifican sélo para determinados valores o sistema de
valores atribuido a sus incégnitas y para los cuales estan definidos sus miembros.

. 2 - . .. 6+x
Preguntal: Six e (E: 6). Hallar la suma del mdximo y minimo valor que puede tomar la expresion: P= -

Respuestas: a)18 b) 2c¢)16 d)17 e)NA

Pregunta 2: Hallar la suma de los valores enteros de x que satisfacen la inecuacion: (x — 1) + |x — 1| < 12
Respuestas: a)5 b)2c)6 d)7 e)NA

Actividad 75. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

x+3
x+2

1) Sixe[2;4]y ( ) € [a; b]. Determinar el valor a + b.

Respuestas: a) % b);—: ) _1—229 d) _2—192 e) NA

2) éCudntos valores enteros de X verifican la inecuacion? Resolver: x2 — 3|x| — 10 < 0
Respuestas:a) 9 b)11 ¢)10 d)1 e)NA

— 6. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Un sistema de ecuaciones exponenciales es aquel sistema en los que las incdgnitas aparecen en los exponentes.

Igualamos exponentes y resolvemos el sistema. En primer lugar, aplicamos las propiedades de las potencias del producto
o el cociente, para quitar las sumas o restas de los exponentes.

Pregunta 1: Hallar el valor numérico de: Pregunta 2: Hallar la solucién de la ecuacién:

. ’32+§10g3 16 | gt logas 2 log £{5logs[1 + log,(x + 3)]} = 2

166 Respuestas: a)24 b)22 c¢)26 d)27 e)NA Respuestas: a)13 b)12 c)16 d)17 e)NA
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Pregunta 4: Resolver el siguiente sistema de ecuacion

Pregunta 3: Resolver la siguiente ecuacion.
logaritmica y exponencial.

2x + 2x+1 + 2x+2 + 2x+3 + 2x+4 = 248

Respuestas: a)3 b)2 ¢)6 d)7 e)NA =16y O
4y=2x+1 @

Respuestas: a) (3;4) b)(—3;1) e)NA

Actividad 76. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1) Hallar el valor numérico de: E = %10g3 [(logz %) + 6log, V2 + log; 32 + log, 8],
Respuestas: a) 1 b)2 c)NA

2) Hallar la solucién de la ecuacién: log(1 + x2? + 2x) — log(x? — 3) = 2log(x + 1),
Respuestas: a)2 b)1l c)NA

271 s
3) Resolver la siguiente ecuacién: x¥° = x*, Respuestas: a) 25 b)22 )26 d) 27

25x2 _ (\/g)yz @
Inx =2Iny @)

e) NA

4) Resolver el siguiente sistema de ecuacién logaritmica y exponencial:

Respuestas: a) (1/4;1/2) b)(—1/4;1/2) e)NA

— 7. Resolucion de triangulos rectangulos y oblicuangulos
Tridngulo rectangulo es el que tiene un angulo de 90° y 2 de sus lados reciben el nombre de catetos y el lado mas

grande de hipotenusa. Triangulo Oblicudngulo es el que no tiene ningln angulo de 90° y se dividen en Acutangulo y
Obtusangulo.

Pregunta 3: Resolver el tridangulo

Pregunta 1: Calcular la hipotenusa de un Pregunta 2: Resolver el triangulo rectangulo
oblicuangulo

triangulo rectangulo cuyos catetos miden

6y 5: ; enelcual: A =35 10B y ¢=725 : ABC, dados:
a=303 b=404 y c=626":
B
Respuestas: a) 10 b)12 c)16 d)17 e)NA
A C
A C

Respuestas: B = 54'50"; a = 41,7 ; b=59,3 FoV
Respuestas: A = 23° B =32
y C=124FoV

Actividad 77. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

1. Resolver el triangulo rectangulo en el cual: A = 58°53' y  a = 24,36

2. Resolver el tridngulo rectangulo en el cual: a = 43,9 y b=243

3. Resolver el tridngulo oblicudngulo ABC, dados: b = 321; A = 75°20"; ¢ = 38730’
4. Resolver el tridngulo oblicudngulo ABC, dados: b = 215; ¢ = 150; B = 4240’

— 8. Identidades y ecuaciones trigonométricas
Las identidades trigonométricas son ecuaciones que involucran las funciones trigonométricas que son verdaderas para

cada valor de las variables involucradas. Puede usar las identidades trigonométricas junto con los métodos algebraicos
para resolver las ecuaciones trigonométricas.

Pregunta 1: Simplificar la siguiente expresion: Pregunta 2: Simplificar la siguiente expresién:
(sin@ + cos§)? — 1 - C"iﬁ“
X = ti 1
(sin® —cos8)2 — 1 anpt
Respuestas:a) —1 b)1 ¢)0 d)—2 e)NA Respuestas: a) Cot?f b) Cot3p c) Cot'B  e) NA
Pregunta 3: Simplificar la siguiente expresion: Pregunta 4: Simplificar la siguiente expresion:

_ (cos w+tan w-sin w)?-1
sinfw

x = sin(30° + a) + sin(30° — @) x
Respuestas: a) cosa b) sina ¢) tana d) e) NA  Respuestas: a) sec?w b) Cot3f «¢)Cot'f e)NA
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Actividad 78. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:
csc?6-cot B—cot3H+sec A—cot

csc O

1) Simplificar la siguiente expresion: x = Respuesta: tan 6 FoV

2) Simplificar la siguiente expresiéon: x = (sin 8 + cos8)? + (sin 8 — cos )?> Respuesta: 2 FoV

—— 9. Progresiones y andlisis combinatorio

- Una progresidn aritmética es toda sucesidn en el cada término después del primero se obtiene sumando al anterior
una cantidad constante llamada razén.

- Una progresion geométrica es una sucesién de nimeros, en la que cada término después del primero se obtiene
multiplicando el término anterior por una cantidad constante llamada razén.

Ejemplo: Un padre de familia desea tener un capital para costear los estudios universitarios de su hijo y empieza a
ahorrar a la par que su hijo comienza el primer curso de secundaria. Si el primer ahorro es de Bs. 25 y cada mes posterior
ahorra Bs 5 mas, calcula el monto del depésito del ultimo mes y a cuanto asciende lo ahorrado cuando su hijo sale
bachiller (anualmente el padre de familia deposita 12 cuotas).

U, +Uy
Datos U,=U, +(n—1Dr S, = ( 1+2 )n
Up =25 U, =25+ (72— 1)5 g = (25+380)72
Uz =30 Uy, = 380 v
r=5 72 Si0 = 14580 Bs Respuesta
U72 = 380

Actividad 79. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

Progresiones aritméticas

1) El 329 término de una progresion aritmética es — 18 y la razon 3. Hallar el 1¢™ término.

2) EI 92° término de una progresién aritmética es 1050 y el 1°" término — 42. Hallar la razén.

. A . . 16
3) éCuantos términos tiene la progresion + 5;?; ... 187

4) El cuarto término de una progresion aritmética es 10, y el sexto es 16. Escribir la progresion.
5) Hallar la suma de los quince primeros nimeros acabados en 5.
Progresiones geométricas

L - . 2 4
1) En una progresidon geométrica. Hallar el 6° término de :: 1;;;5; —es
_ L - 16 . .32 . P

2) EI 59 término de una progresion geométrica es Y el 6° término P Hallar el primer término.
3) Hallar la razén de :: —5; ... ....640 de 8 términos.
4) Halla la suma de los seis primeros términos de una progresion geométrica de razén positiva en la que:
U, =10 y U, =250

5) El tercer término de una progresion geométrica vale 80, y la razdn es 4. Calcula la suma de los cinco primeros términos.

Ejemplo: (Z) =

- La combinatoria o andlisis combinatorio es la parte de las matematicas que estudia las ordenaciones y agrupaciones
de los elementos. Sus aplicaciones son enormes, sobre todo en la informatica, la estadistica y el célculo de
probabilidades. En la vida cotidiana tenemos numerosos ejemplos de aplicacién.

Seany k numeros enteros positivos tales que k < n. Se denomina numero combinatorio o coeficiente binomial de "n sobre k",

. - n! . . . .
al simbolo ('l:) definido por: ('l:) =u . Los elementos de un nimero combinatorio se llaman numerador y denominador,

- (n—k)!
también se conoce con el nombre de indice superior (n), e indice inferior (k).

7! _ 7654321 _ 7654 7_5 =35 Ejemplo: (;) —

. 4 4321 43 23
31-(7-3)!  3.21.(4)! 4321 1

=—=—=6

21-(4-2)! ~ 21(2)! 21

- El factorial de un nimero entero positivo n, denotado por n!, es el producto de todos los nimeros naturales,
anteriores o iguales a él es decir: n!=1:2-3:4-5:6-....n  si: n>1
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Ejemplo: Calculamos el valor de "n", si: )it ) 120 OLII\QIEL&EE{\&
El valor que ESTUDIANTIL
(n+3)!(n+5)(n+4)! (n+4)! =5!
=120 i 4
®m+3)!M+5)(m+4)! _ 120 1;:_51_4 sabiendo que A=1B/2; B=1/3
m+3)[1+m+4)]! - 4 B)1/2 C)7/8
D) 1/7 E)11/2
(n+3)!(n+5)(n+4)!
(n+3)[n+5]! =120 (G2

- Las permutaciones, es variar la disposicion u ordenar dos o mas elementos. Es necesario precisar si estas cosas son
o no indistinguibles, para asegurar que la nueva configuracién sea diferente al original

Ejemplo: De cuantas maneras se puede distribuir 5 monedas de 5 bolivianos y 7 monedas de 2 bolivianos, entre 12
estudiantes de primaria de forma que a cada uno de ellos le corresponda una sola moneda.

M1=5 bolivianos
M.=7 bolivianos
Ms=12 estudiantes de primaria

5:7 12! 12-11-10-9-8-7-65-4-3-21 _ 12:11-23
P(7)=—= = =792
(12) 51.7! 5:4-3-2:1-7:6-5-4:3-2-1 1

- Existen 792 maneras de que los 12 estudiantes de primaria tengan a la mano una moneda de 5 bolivianos.
- Existen 792 maneras de que los 12 estudiantes de primaria tengan a la mano una moneda de 2 bolivianos.

— 10. Calculo del término n-simo aplicando el Binomio de Newton
Binomio de Newton
Se denomina binomio de Newton a la potencia de un binomio cualquiera de la forma:

(a+b)" (Todos los signos son positivos) y (a-b)" (se intercalan los signos)
Descomponer: en general se presenta de esta manera el binomio de Newton
(a+b)"=a"+na" b+ nnd) gn-2pz  MODOD) no3p3y g pgpnl 4 pn

5 A bt ————a" b+

1-2-3

Término general de un binomio: (a+b)"

_n~(n—1)-(n—2)'(n—3)'--- ...... - (r — 1)factores
T 1234 o-(r—1) '

an—(r—l) . b(r—l)

Actividad 80. Resolvemos los siguientes ejercicios en el cuaderno de practica:

9
Pregunta 1: Encontrar el 5to. Término del desarrollo de: ze - §y3)

. _7 10,12 7 10,11 7 11,12 7 .10,,10
Respuestas: a) Xy b) Xy c) Xy d) VR e) NA
OLIMPIADA
CIEMNTIFICA
ESTUDIANTIL

11
Pregunta 2: Encontrar el 4to. Término del desarrollo de: (‘/—1§ VX — 33\/2)
Respuestas: a) — 55x*z b) 55x*z ¢) —55x* d) —55z e)NA Simplificar:

J 5+2v6 — J 5-2V6

A) 2 B)2 022
D)4 E)8

8
Pregunta 3: Encontrar el término medio del desarrollo de: (g VX — %\/V)

1120 1120 1120 1120
Respuestas: a) —— x2y? b) ———x?%y? ) ———x? d)—=——y? e)NA
P )81 y ) a1 Y ) 81 ) 81 )

A . . 3.5 4 6\10
Pregunta 4: Encontrar el término central del binomio de: (Zm —3n )

Respuestas: a) — 252m?°n3° b) 252m?°n3® ) —252m?%°n?> d) 252m3°n?®> e)NA
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— 11. Resolucion de exdmenes para diferentes instituciones superiores
a® b3 c3

(a=b)(a—c) + (b=c)(b—a) + (c—a)(c-b)

Simplificamos: M =

a3 b3 c3

~ (a-b)(a—c) + (b—c)(—=1)(a—b) + (=D (a-c)(-1)(b—c)
a3 b3 c3

~ (a=b)(a—c)  (b—c)(a—b) + (a-c)(b—c)

a®(b—c)-b3(a—c)+c3(a—b) _ a3(b-c)—ab®*+b3c+ac®—bc?

(a-b)@-o)b-c) (a-b)(a—c)(b=c)
OLIMPIADA M= a®(b—c)—ab3+ac3+b3c—bc® _ a®(b-c)-a(b3-c3)+bc(b?—c?)
EmSTp%fa'Rﬁ-?l‘: (a—b)(a—c)(b—c) (a—b)(a—c)(b—c)
PLUPIMACIONAL B —n.mn-._-\‘ M _ a3(b—c)—a(b—c)(b2+bc+cz)+bc(b+c)(b—c)
Martha Sofia tiene 32 afios. - (a—b)(a—c)(b—c)
Enaviatiosi edadqg y = 0=0[e®—a®?+berc?)+beb+o)] _ a*—a(b +bete?)+be(bo)
Martha Sofia serd igual a la = (a—b)(a—c)(b—c) = (a-b)(a—c)
sumt; de las Zda’des de sus M= a—ab?—abc—ac?+b%c+bc? _ a®—ab?—abc+b?c—ac?+bc?
tres hijos tendrdn entonces. = (a—b)(a-0o) = (a—b)(@a-0o)
sEgr:L ’r’,’f:se;’;‘z ;:s“g:jgs M = 4@ =b?)-be(@-b)-c?(a-b) _ a(a+b)(a=b)-be(a=b)=c*(a-b)
o : (a—b)(a-c) (a—b)(a-c)
keres ey T M= (a—b)[a(a+b)-bc—c?| _ a?+ab—bc—c? _ a?-c*+ab-bc
~ @DhEo (@09 (a0
M= (a+c)(a—c)+b(a—c) _ — (a-c)[(a+c)+b] _ — (a + C) +b=a+bh+c
(a-0) (a-0)

Simplificamos la siguiente expresion:

EZ&%&Y J%W%#(TTWﬂ_C%Y(TY

( - 2

(MYE(”N”T(TT;ﬁZ o) o\mE)
S - - -

Actividad 81. Resolvemos el siguiente examén de ingreso a una universidad.

Carreras: economia, contaduria publica, administracion de empresas

Area: matematica

Tiempo limite: 70 minutos Numero de preguntas: 10

Marque su respuesta en el inciso, seleccionando en la hoja de respuesta: solo debe elegir una sola opcion.

1.-  Un funcionario de la universidad gana Bs 200 diarios y gasta Bs 500 semanales, cuantos dias tendra que trabajar
para comprar con sus ahorros un auto que cueste Bs 27.000

| a) 210 | b) 205 [ ©) 200 [ d)215 | ) Ninguno \
2.- Elrangodelafuncion: y=8-x2

| a) [0,8] [ b) [8, +oo] [ ©)]-o,8] | d)[-8,5] | ) Ninguno \
3.- Juantiene Bs 120 y gasta consecutivamente: % % % de lo que iba quedando. Determina “a” cantidades que le queda.

| a)20 | b) 40 | ©)30 | d) 35 | ) Ninguno |

3 1 293
4.- Determine el valor de: [a 2b - (ab™?)z(a™) 3]
la)l | b)-1 [ 0)2 [ d)-2 | ¢) Ninguno |
5.- Una persona hace un trabajo en 3 dias y otra persona B puede hacer el mismo trabajo en 5 dias. Determine el tiempo

que tardarian Ay B conjuntamente haciendo el mismo trabajo.

14 13 15 15 :

= = = > ¢) Ninguno
a) . b) 5 c) ) d) 5 ) Ning

6p—370 =0
6.- La suma de las soluciones del sistema: {pq +op

p—029q—-38=0
170 SIS [b)51 BHE [d)41 [ ) Ninguno
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7.- Dos fruticultores llevan al mercado 100 sandias, una de ellas tenia mayor nimero de sandias que el otro, no obstante,
ambos obtuvieron igual suma de dinero, uno de ellos dice al otro: Si yo hubiera tenido la cantidad de sandias que tuviste

. . L - 20 [ . .
y tu la cantidad que yo tuve, hubiésemos recibido Bs 15 y Bs 5 ¢Cudntas Sandias tenia cada uno?

| )30y 70 | )45y 95 | ©)20y 80 | )40y 60 | ) Ninguno
- . . 1 1 1
8.- Lasuma de los primeros 5 términos de la progresion: 350 g e
162 12z 162 121 ¢) Ninguno
2) 121 b) 153 ©) 121 d) 160 ) Ningu

9.- Los ahorros en 3 afios de una persona estan en progresion aritmética. Si en los 3 afios ha ahorrado 2.400 Sus, y el
primer aifo ahorro la mitad de lo que ahorro el 2do afio. Determina cuanto ahorro cada afo.
‘ a) 300,600,1500 | b) 400,800,1200 | ¢) 500,1000,900 | d) 450,900,1050 | e) Ninguno

10.- La suma de la solucion de: 1 + 2log(x) = log ( x + 2) mas? es 7. Calcular el valor de x:

a) § b) % ) % d)2 e) Ninguno

Nota. Comprueba las respuestas si son correctas.

Y 3 /ﬁ\ Desafio

Juegan blancas y dan jaque
mate en dos jugadas.

Actividad 82. Reflexionemos respecto a la importancia de estudiar con responsabilidad y respondemos las siguientes
preguntas:

1) ¢Como realizamos nuestras practicas?

2) ¢Resolvemos los ejercicios de manera auténoma o esperamos que termine nuestro compaifiero para copiar?

3) éSerd que nuestros esfuerzo para estudiar es muy limitado?

4) ¢En qué areas o situaciones, estudias a conciencia para fortalecer la formacion integral?

& :
/%04 iES HORA DE LA PRODUCCION!

En el Sistema Educativo Plurinacional de Bolivia los estudiantes bachilleres se preparan para dar el examen de ingreso
a las universidades e institutos.

Actividad 83. Realizamos una estrategia de estudio para rendir el examen de ingreso, puedes guiarte en las siguientes
preguntas:
1) ¢Por donde debo empezar?

2) ¢éQué material de apoyo utilizar? e
3) ¢Cuando debo empezar a prepararme? LABORATORIO MATEMATICO ¢

" iINICIEMOS DESDE LA PRACTICA!

Actividad 84. En los afios de escolaridad hemos tenido la oportunidad de visitar e ingresar a un campo deportivo similar
al de la fotografia, en el cual, desde el punto de vista de lugares geométricos y secciones conicas, se pueden distinguir:
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circunferencias, parabolas y rectas, es en este sentido
que podemos denotar como origen de coordenadas el
lugar donde se realiza el “tiro de esquina”, cada un metro
puede ser nuestra medicion tanto horizontal como vertical
y asi tenemos nuestra cancha polifuncional plasmada en
coordenadas. Posteriormente utilizando cintas métricas
adecuadas, cuadernos de apunte y trabajando en equipos
calculemos:

1) La interseccion de la circunferencia en la parte central del
campo deportivoy la recta trazada en el centro de la misma,
recuerda anotar las coordenadas de interseccion.

2) La interseccion de la parabola (del campo especifico para
lanzamiento vdlido por tres puntos en basquetbol) y la recta
gue delimita la cancha de voleibol, observaras en la fotografia
anterior que tendriamos dos puntos de interseccion.

iCONTINUEMOS CON LA TEORIA!

1) GeoGebra

Aphive Eddn Visls Dscoses shermmesets Veeling Agita

Como aprendimos en la anterior gestidn a utilizar S PR e

Geogebra en el area de matemadtica, en este S el e
. . . . o P Parks e oiguts.
contenido analizaremos los siguientes problemas 2:: . s
con lugares geométricos. e
S T
o7 Moo sanpian
[\ B

1) Determinamos graficamente la posiciénrelativa 1 mew
de una recta y una circunferencia, si la recta tiene
por ecuacion x — 2y + 1 = 0 vy la circunferencia

- &
Apr vesion

tiene ecuacién es (x —2) 2+ (y — 4) = 25.

Realizamos la resolucion grafica utilizando
Geogebra:

Analiticamente para determinar los puntos de interseccidn, debemos resolver el sistema de ecuaciones formado

por las ecuaciones de los lugares geométricos:

x-2y +1=0 Qquedardcomo resultado las coordenadas de los puntos de interseccion, de tal manera que nuestra
{(x—2)2+(y—4)2: 25 grafica mostrara estos resultados con antelacién. Graficamente también podemos determinar la
ecuacion de la recta tangente a una parabola, a partir de un punto dado, utilizando GeoGebra.
2) Establecer las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola y? = 2x - 6, trazadas desde el punto P(-1,-1).

Para determinar las ecuaciones de forma analitica, utilizamos el procedimiento aprendido en el primer trimestre.

o i
Archivo Exicion Vista Opciones Memanientas Venona juce

el PG AN e o

- a
B samén
o

%

3) Determinamos los puntos de interseccidn de la pardbola y la elipse. Graficamos cada lugar geométrico y encontramos

los puntos de interseccion.
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Archers Exin Viets Cpcicnes Marramientas Ventana Apica Abi sesices
[ = PRSI Ts W hC EL Y
S A puny # = via Grtea
® el ne=
® sc2fa™ Punio en otjeto
ae
. By Lmamiben punio
7 erssccin
L+ Mesia o Centro
o | Nimem comeleis 3
] Exremos
£14 Rakes 2

Eniraca

— 2. Taller de pensamiento légico

2.1. Ajedrez VI
Hay que aclarar que, estas reglas basicas del ajedrez, no abarcan todas las situaciones posibles que pueden presentarse
durante una partida (de ahi la importancia del arbitraje), pero son suficientes para establecer la secuencia basica del juego.

El jugador con las piezas blancas mueve primero
Decidir si jugardas con las piezas negras o blancas del ajedrez, no es una cuestion de gusto, sino que hay un componente estratégico
en cada decision. En primer lugar, deberas tener en cuenta que el jugar con las piezas blancas siempre mueve primero.

Tu primer movimiento es crucial y, como consejo, debe responder a una estrategia; para ello, debes conocer muchas
aperturas modernas del ajedrez, las cuales te permitiran sacar la delantera.

Cada jugador mueve 1 de sus piezas en su turno
En este aspecto, las reglas de ajedrez son claras, no puedes mover mas de una pieza en tu turno.

Gana el jugador que logre hacer Jaque Mate al oponente

El objetivo del juego es muy sencillo: capturar al rey enemigo y lograr un jague mate. Durante la partida, veras varias situaciones
en las que el rey estard amenazado, sin embargo, puede librarse de la captura; a eso se le llama jaque. Sobre esta situacion, hay 2
puntos que aclarar:

Ningun jugador puede exponer a su propio rey a un jaque mate
Ningun jugador puede mover una pieza que ponga
a su propio rey en jaque mate. Si detectas que tu
contrincante deja expuesto a su rey a un jaque
mate, en tu siguiente turno debes prevenirlo.
No importa que esta situacidon te beneficie (pues
practicamente ganarias llegado tu turno), puesto
que las reglas del ajedrez son claras y, esa accion
(exponer tu propio rey), es un movimiento
prohibido.

Sin embargo, si quieres jugar ajedrez online, no
tienes que preocuparte por esto, puesto que el
juego no te permitird mover la pieza que quieres.
Esto se debe a que, como es un movimiento
prohibido y la plataforma online tiene las reglas del
ajedrez, bloquea el movimiento automaticamente.
éTe imaginas un modelo de juego que permita
tener una pieza traidora que ignore esta regla?

El jugador que declara jaque mate debe explicar la situacion

Al anunciar jaque mate, ademas de permitir que tu oponente evalle la situacion, debes explicar por qué es un jaque
mate (sobre todo si eres principiante o juegas contra un novato), para garantizar que tu oponente no puede realizar
ninguna accién que salve al rey segun las reglas del ajedrez.

Recuerda que, al hacer jaque mate, no estas capturando al rey enemigo (no mueves ninguna de tus piezas al espacio
del rey oponente), sino que bloqueas el movimiento del rey contrario; es decir, lo arrinconas, por lo que es el jugador
oponente quien debe rendir al rey (acostando la pieza).
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Por ello, en cuanto declares jaque mate, si tu oponente no se ha percatado de esta situacion, lo mas probable es que
quiera entender los motivos de tu jaque mate. Ademas, esto te servira para demostrar que conoces las reglas basicas
del ajedrez. Con esto, ya tenemos cubierto lo que serian las reglas del ajedrez para principiantes, vamos a lo que sigue.

Reglas avanzadas del ajedrez

Con lo anterior, ya tienes lo suficiente para jugar tus partidas con amigos y familiares; sin embargo, si quiere competir, el
formato competitivo incluye varias reglas del ajedrez que abarcan diferentes situaciones.

El uso del reloj
¢Has visto todas esas peliculas en que juegan ajedrez y golpean un reloj? En algunos formatos, este sirve para medir el
tiempo de cada jugador, es decir, cuanto tarda en realizar un movimiento.

Al ser un juego estratégico, muchos jugadores se toman su tiempo para
pensar, analizar la estrategia del oponente y considerar diferentes opciones de
movimiento segun las reglas del ajedrez. Por ello, el reloj se torna indispensable
en el caso de las competencias. ¢Te imaginas esperar 30 minutos para que el
oponente tome una decisién?

Entonces, la cuestion es que el reloj no solo estd ahi para admirar a los grandes
campeones de ajedrez, que parece que juegan tenis con las piezas, pues
responden casi al instante cada accion del oponente. El reloj existe porque, en
algunos torneos, las reglas del ajedrez establecen que cada jugador dispone de
2 minutos para realizar su movimiento.

En competencia, las reglas del ajedrez dictan que el reloj es el inicio del tiempo de comparecencia, que debe ser cero.
Ademas, el reloj marca la caida de bandera; es decir, el final de un turno. No puedes realizar ningiin movimiento fuera de
tu tiempo y si es necesaria una reubicacién de piezas, se hace en el tiempo del jugador.

Irregularidades

Juraria que escuché que pensaste: éreubicacion de piezas? Si, en efecto, las reglas del ajedrez consideran esta posibilidad.
Pero ojo, no es cuando te arrepentiste de tu movimiento después de hacerlo, porque una “ficha tocada, es una ficha
jugada”. Las reglas del ajedrez permiten una reubicacidon de piezas cuando se detecta y establece una irregularidad.

Por ejemplo: imagina que tu oponente mueve una pieza y al hacerlo deja a su rey regalado para un jaque mate, pero jtu
no te das cuenta! Y realizas otra accién en tu turno. Luego, tu oponente analiza las piezas de ajedrez en el tablero y nota
que realizd un movimiento prohibido.

Quiza tu oponente prefiera quedarse callado, pensando que te habria regalado la victoria, pero no, las reglas del ajedrez
no funcionan asi. En ese caso, quien haya detectado la situacidn, debe informarla. Recuerda que exponer a tu propio rey
es un movimiento prohibido, por lo que, en primer lugar, nunca debié pasar.

En este caso, las piezas se deben reubicar a su posicidn inicial, antes de que ocurra el movimiento prohibido. Como esta
situacion, las reglas del ajedrez consideran dos situaciones como irregularidades comunes que ameritan reubicacion:

Jugar con piezas equivocadas antes de realizar 10 movimientos. Por ejemplo, esto sucede si en el torneo te tocaban las
piezas negras, pero te sentaste a jugar con las piezas blancas.

Si algunas piezas han sido desplazadas (por accidente) de sus respectivas casillas al realizar otros movimientos.

Para cualquier otra situacion, las reglas del ajedrez establecen que debe intervenir el arbitraje. Para ello, estas situaciones
requieren que seas capaz de entender problemas complejos para solucionarlo. En ese sentido, si requieres de esas
habilidades, te recomendamos nuestro curso resolucion de problemas complejos.

Anotacion de los movimientos

Debo tener algo en el oido porque juraria que te escuché preguntar: ¢y como haran para recordar como estaban las piezas
y reubicarlas? En competitivo, las reglas de ajedrez incluyen un seguimiento llamado “anotacion de los movimientos”,
gue debe mantener cada jugador.

Quiza, si juegas con amigos en tu casa, consideres innecesario contar con una libreta o formato para que cada jugador
haga sus anotaciones, pero en competencias es muy importante y es la principal herramienta para hacer una aclaracion,
denunciar un movimiento prohibido o pedir partida tablas.

Las reglas del ajedrez establecen que cada jugador debe contar con 30 segundos extra en su limite de tiempo para realizar
sus anotaciones o, por el contrario, asignar a otras personas para que hagan estas anotaciones de sus movimientos.



Tercer Trimestre: Matematica

Complejo, éverdad? Pues bien, confieso que nunca me he visto en la necesidad de hacer este seguimiento, por un lado,
porque jugando en linea la misma plataforma hace las anotaciones y, por otro, porque cuando juego con amigos solemos
hacer un juego rapido. Sin embargo, es importante que tengas en cuenta esto para progresar y competir. Las anotaciones
de movimiento se hacen en notacidn algebraica como explicaremos a continuacién:

Notacion algebraica
Para que esta regla del ajedrez avanzado quede clara, debes saber qué es la notacién algebraica, puesto que es el Unico formato que
reconoce la FIDE. Esta notacion tiene sus propias especificaciones dentro de las reglas del ajedrez, pero daré un pequefio resumen:

- Cada pieza se indica con su abreviatura y en mayuscula. Ejemplo: caballo = C; torre = T, dama = D.

- Los peones no se indican con la primera letra, solo por anotacién. Ejemplo: g4 se entiende como pedn a espacio g4.

- La posicidn se establece en el cruce de la fila y columna que ocupe la pieza. Las columnas se indican con letra una
letra en minuscula (de la a hasta la h), y las filas con un nimero (del 1 al 8).

- El movimiento se anota colocando la inicial de la pieza (menos el pedn) en mayuscula junto con la posicién final.
Por ejemplo: Ae5 (Alfil a casilla e5); no es necesario anotar la posicion de origen.

Partida tablas
Esto es muy importante: nadie gana en partida tablas. Las reglas del ajedrez establecen que, una partida tablas, es una
derrota mutua y ambos jugadores deben estar de acuerdo para declarar tablas.

Lo aclaro porque de nifio vivi varias situaciones de acorralamiento con mi oponente buscando “ganar” por tablas, pues
perseguia a mi rey con el mismo movimiento y ponia la excusa de que mi rey no tenia escapatoria.

Las reglas del ajedrez definen que la partida es tablas cuando la pieza de un jugador ocupa la misma posicion por tercera
vez (no necesariamente por repeticion de movimientos).

A ningun jugador le conviene buscar tablas. Si acorralas al rey, bloqueando las opciones de movimiento de tu oponente,
pero tu si cuentas con varias opciones de movimiento, cambia tu estrategia y no busques tablas.

De hecho, hay torneos donde se establece en las reglas de ajedrez que las tablas estan prohibidas, si se presenta la
situacion, se considera como irregularidad.

Puntuacion
En un torneo multitudinario, es importante llevar un registro de tus puntos. Estos se establecen de la siguiente forma:
- Eljugador que gana su partida, recibe 1 punto.

- El jugador que pierde su partida, recibe 0 puntos.
- Eljugador que entabla su partida, recibe medio punto (0.5).

Curiosamente, las reglas del ajedrez establecen que no se pueden dar otras fracciones de punto, como 3/4 o 1/4.

Conducta

El primer aspecto que consideran las reglas del ajedrez sobre la conducta es el siguiente: “Los jugadores no actuaran
de forma que deshonren el juego de ajedrez”. Entre otras cosas, dentro de las reglas del ajedrez que refieren a la
conducta de los participantes, se establece que estd prohibido distraer o molestar a tu contrincante, lo cual incluye que
imposibilidad de hacer reclamos, ofertas de tablas que no proceden o fuertes ruidos en la zona de juego. Asi que, si tu
estrategia no funciona, bajo ninglin motivo vayas a voltear la mesa.

Arbitraje

En la competencia, las reglas del ajedrez otorgan al arbitro muchas facultades y responsabilidades, la primera de ellas
es que debe velar por que se cumplan las reglas del ajedrez. Por ello, un arbitro, debe ser alguien comprometido con
el cumplimiento de reglas, que sepa identificar irregularidades al momento. Hay mucho que estudiar para ser un buen
arbitro, como ser disciplinado y dormir bien para no perderse ningiin movimiento rapido.

Reglas del ajedrez rapido y ajedrez reldampago
Ya conoces las reglas basicas del ajedrez y has dado un vistazo a las reglas avanzadas, con eso es mas que suficiente para empezar
tus partidas. Sin embargo, hay formatos especiales de juego, para cuando dispones de poco tiempo o te gusta vivir al extremo.

Ajedrez rapido

El ajedrez rapido hace pocas variaciones en cuanto a las reglas del ajedrez en general. Principalmente, limita el tiempo
de juego, de forma que el total de movimientos no debe superar un tiempo fijo de menos de 10 minutos, pero no mas
de 60 minutos (para cada jugador).

Ajedrez relampago
Al igual que el anterior, el ajedrez reldmpago no modifica las reglas del ajedrez, solo limita el tiempo, ya que el total de
movimientos de cada jugador debe realizarse en menos de 10 minutos. Extremo, éverdad?
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Reglas especiales del ajedrez que mejoraran tus jugadas

iQué bien! Has logrado llegar a esta seccion complementaria a las reglas del ajedrez basicas que ya hemos visto. Eres
consciente de que aprender mas movimientos y reglas especiales en el ajedrez te ayudardn a mejorar tus estrategias en
este juego de mesa tan apasionante.

Asi que comencemos de inmediato esta leccién, donde podras poner en practica las jugadas especiales y algunas reglas
del ajedrez que no son tan conocidas, ya que ahora lo que necesitas es ganar confianza y dominar las reglas propias del
juego. jSeguimos!

Promocion de pedn o coronacion

La primera de las reglas especiales del ajedrez es la coronacion o promocién de pedn. ¢{De qué se trata esta regla? Muy
facil. Si un pedn llega al borde opuesto del tablero del jugador, es promovido como otra pieza del tablero, ya sea torre,
caballo, alfil o reina.

La nueva pieza sustituye al pedn en su casilla
actual y sigue las reglas de movimiento de
la pieza correspondiente. Asi que, segun las
reglas especiales del ajedrez, puedes escoger
convertirte en cualquier pieza del tablero
excepto un rey.

Asi mismo, debes tener en cuenta que conocer
las reglas del ajedrez te da la oportunidad de
tener a mas de 1 reina. jAsi es! Las reglas del
ajedrez dicen en cuanto a la promocion que cada
vez que un pedn llega al otro lado del tablero
puede también convertirse en reina, incluso si la
otra reina que ya habias conseguido siguiera en
el juego.

Esto quiere decir que un jugador puede tener
varias reinas como resultado de la promocién de
sus peones, o varios alfiles capaces de moverse a lo largo de las diagonales del mismo color dependiendo de la casilla a la
que el pedn ha sido promovido.

Enroque de las piezas

Antes de comenzar con esta regla especial de ajedrez, veamos que dice la RAE acerca de la definicidon de “Enroque”. En el
juego del ajedrez, movimiento defensivo en que el rey y la torre del mismo bando cambian simultdneamente su posicion.
Entonces, éen qué consiste el enroque? Esta es una regla especial del ajedrez que te permite hacer 2 jugadas
simultaneamente. Es posible hacer un enroque con cualquiera de las dos torres siempre y cuando no se hayan movido
de su esquina inicial.

Las reglas especiales del ajedrez manifiestan que puedes mover el rey hacia la torre en dos casillas en vez de una, y luego
colocar la torre de tu oponente en la casilla al lado del rey. Para hacer este movimiento, ten en cuenta lo siguiente:

- Debe ser el primer movimiento del rey.

- Debe ser el primer movimiento de la torre.

- El rey debe estar fuera de jaque.

- No puedes enrocar al rey por una casilla que se vea amenazada por una pieza de tu oponente.

- La torre puede saltar por encima de otra pieza.

- No debe haber ninguna otra ficha de ajedrez entre ellos antes de hacer el enroque.

- Elreyy la torre deben estar en la misma fila.
Como ya conoces las reglas basicas del ajedrez, tal vez te estés preguntando: écuantos tipos de enroque hay? Hay dos
tipos de enroque en el ajedrez, uno que puede hacerse al lado del rey, que recibe el nombre de enroque corto) o también
puedes hacer un enroque al lado de la reina, el cual se le conoce como enroque largo.

Pro tip: Recuerda que no puedes utilizar al rey en un movimiento de enroque si esta en jaque. En cambio, puedes mover una
torre para hacer un enroque incluso si es amenazada por una pieza del oponente. En otras palabras, puede ser capturada en
el siguiente turno del oponente, o en cualquiera de las casillas que atraviesa durante la ejecucion de la jugada.

Captura al paso o “comer al paso”

Como te has dado cuenta, el ajedrez es principalmente un juego de estrategia. Y aunque puede parecer que alguien
resulte ganador por la forma en que usa las reglas del ajedrez a su favor, son los esfuerzos de planificacién a largo plazo
los que te pueden dar mds oportunidades de éxito.
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Asi que ahora vamos a explicarte qué es “comer al paso” o captura al paso en el ajedrez, una de las reglas especiales mas
populares entre ajedrecistas expertos o principiantes de todo el mundo. Si uno de los peones de tu oponente avanza dos
casillas, tu adversario puede declarar “comer al paso” en el siguiente turno y mover su pedn en diagonal a la casilla que el
pedn cruzod, capturando el pedn como si hubiera movido solo una casilla. Claro que, para que sea una jugada legal, debes
declarar el cruce y llevarlo a cabo en el siguiente turno del oponente, de lo contrario, el jugador que tiene la oportunidad
de capturar el pedn pierde esa oportunidad. Pero no querras desaprovecharlo, asi que mas vale que mantengas presente
esta importante regla del ajedrez. ¢ Esta claro?

Por ejemplo, digamos que mueves un pedn desde la segunda fila hasta la cuarta y el pedn de tu adversario esta en la
cuarta fila. El pedn oponente puede capturar el tuyo con un movimiento diagonal a la casilla que estaba protegiendo.
Esta regla del ajedrez suele definir muchisimos partidos en el tenso final de una partida. Por eso, es clave que no te
qguedes solamente con las reglas basicas del ajedrez.

Por ejemplo, digamos que mueves un pedn desde la segunda fila hasta la cuarta y el pedn de tu adversario esta en la
cuarta fila. El pedn oponente puede capturar el tuyo con un movimiento diagonal a la casilla que estaba protegiendo.
Esta regla del ajedrez suele definir muchisimos partidos en el tenso final de una partida. Por eso, es clave que no te
guedes solamente con las reglas basicas del ajedrez.

A pesar de conocer las reglas del ajedrez, ten en cuenta que
el ajedrez es un juego de pensar mucho y no estd hecho para
todos. Hay que practicar mucho, como también observar a
alguien jugarlo. Lo bueno es que siempre puedes practicar
las reglas del ajedrez en la comodidad de tu smartphone,
una tablet o en una computadora.

Regla de los 50 movimientos

Esta es una de las mas avanzadas de las reglas del ajedrez,
pues rara vez entra en vigor en el tablero. Sin embargo, es
posible que te topes con esta jugada viendo un partido de
algln sdper maestro. Recordemos la gran contienda de
1997 entre el ruso “Garry Kasparov vs. Deep Blue”, en la que
una computadora desarrollada por cientificos de IBM hizo
renunciar al ruso después de 19 movimientos.

Pues bien, ¢de qué se trata la regla de los 50 movimientos?
La regla del ajedrez establece que es posible reclamar un empate si no ha habido una captura y si no se ha movido
ningun peodn en los 50 movimientos anteriores. Y si deciamos que esta regla del ajedrez escasamente entra en un juego
es porque mas bien sirve para evitar que se extienda para siempre, o sea, cuando uno o ninguno de los jugadores saben
cémo terminar el juego.

Ejercicios de razonamiento

El Ajedrez es sin duda el deporte ciencia que puede practicarse desde cualquier edad, con las experiencias cotidianas
que suceden, a veces es necesario realizar un analisis de cada situacion para tomar las mejores decisiones, seguramente
encontraras un sin fin de opciones para practicar este deporte, te presentamos una pdagina (que podras ingresar a través
de los codigos QR) en la que podras encontrar todos los detalles para que seas un ajedrecista destacado.

En ajedrez es importante la resolucidon de ejercicios y problemas de razonamiento , empezaremos resolviendo los
siguientes mates:

Actividad 81. Analiza las siguientes posiciones para encontrar en jaque mate en un movimientos:

B i

Juegan Blancas Juegan Negras Juegan Negras
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Actividad 85. Analiza las siguientes posiciones para encontrar en jaque mate en dos movimientos:

Ingresa al cédigo QR para Ingresa al cddigo QR para

aprender  las  nociones resolver problemas de

bdsicas del ajedrez. razonamiento (combinaciones y
mates) a través de la plataforma
Lichess.

’ iREALICEMOS LA VALORACION!

Ingresa al cédigo QR para
encontrar las respuestas a
los ejercicios de las diferentes
actividades.

—

Actividad 86. Reflexionamos acerca de la importancia del desarrollo del pensamiento ldgico a través de la practica del

ajedrez y respondemos las siguientes preguntas:

1) ¢ Para qué nos sirve aprender a jugar ajedrez?

2) é Porqué es importante el desarrollo del pensamiento légico matematico?

. iES HORA DE LA PRODUCCION!

Actividad 87. Con materiales del contexto construimos un tablero de ajedrez y sus piezas para organizar con los

compafieros de curso y la ayuda del profesor una torneo de ajedrez.
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