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PRESENTACION

Uno de los derechos fundamentales de las nifias, nifios y adolescentes, en el Estado Plurinacional
de Bolivia, es el derecho a la educacién, el cual se garantiza con el acceso a los recursos
educativos que coadyuven con el proceso de adquisicion de conocimientos.

El Ministerio de Educacion, asegurando la calidad educativa, al iniciar la gestion 2025, pretende
brindar un recurso educativo que apoye el desarrollo curricular, a través de la entrega gratuita de
los “Textos de aprendizaje 2025”, para el nivel de Educaciéon Secundaria Comunitaria Productiva.

Durante varios meses, maestras y maestros de todas las regiones de Bolivia, desde sus
experiencias y vivencias educativas, han aportado con la construccion de estos textos, plasmando
en sus letras la diversidad de Bolivia y la investigacion cientifica en las diferentes areas de
saberes y conocimientos.

Los “Textos de aprendizaje 2025” tienen la mision de fortalecer los conocimientos de nuestros
estudiantes, presentando contenidos actualizados y con bases cientificas, planteando actividades
que desarrollen su pensamiento critico reflexivo, reforzando sus aprendizajes.

Por lo expuesto anteriormente, teniendo como objetivo trabajar conjuntamente con los actores
educativos hacia una educacion humanistica, técnica, tecnologica productiva, dentro de
un desarrollo integral de nuestros estudiantes; el Ministerio de Educacion proporciona este
accesible instrumento educativo, esperando que despierte en las nifias, nifios y jévenes la sed
de conocimientos y los motive a conocer el mundo a través de la ciencia y la investigacion.

Omar Veliz Ramos
Ministro de Educacion
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GEOMETRIA ANALITICA, LALINEARECTA

En nuestra vida cotidiana, la ubicacién de puntos en el plano no es solo un
concepto de la matematica tedrica, sino que tiene aplicaciones practicas
en la vida diaria; por ejemplo, si deseas dirigirte a un lugar especifico,
necesitas conocer la direccion, entre qué calles se encuentra, cuales
son paralelas o perpendiculares, e incluso las intersecciones entre calles
pueden orientarte para ubicar una direccién en particular. También podemos
observar este concepto en el disefio de casas, techos, ventanas y mas.

Actividad

interseccion de rectas.

Antecedentes y origen de

la linea recta

Es uno de los elementos
geométricos fundamentales,
junto al punto y al plano. Su
definicion solo es posible a
partir de la descripcion de
las caracteristicas de otros
elementos similares.

Una linea puede ser una
sucesion infinita de puntos
conectados entre si o la
trayectoria de un solo punto
que se mueve a través de
un plano o del espacio. Las
lineas pueden existir en dos
dimensiones (plano), en tres
dimensiones (espacio) o en
mas dimensiones.

René Descartes, cuyo tratado

“El Discurso del Método”,
publicado en 1637, hizo
conexion entre la geometria
y el algebra al demostrar
como aplicar los métodos
de una disciplina en la otra.
Este fundamento daria paso
a lo que se conoce hoy en
dia como geometria analitica,
rama de la matematica que
fusiona el estudio de Ila
Geometria Euclidiana con el
algebra, en el analisis de las
lineas y figuras por medio de
expresiones algebraicas.

Fuente: OpenAl, 2024

De acuerdo a la lectura y la imagen, realizamos las siguiente actividades:

- En laimagen identificamos las figuras planas geométricas.
- Ahora identificamos los cuerpos geométricos que intervienen en la imagen.
- En qué situaciones de la imagen identificamos lineas rectas, lineas paralelas, perpendiculares e

— Describimos los diferentes tipos de lineas que se tiene en geometria.
- Mencionamos en qué otros campos se utiliza la linea recta.
— Dibujamos un croquis detallado de tu unidad educativa, resaltando los lugares de diversién o deportes.

1. Definicion y antecedentes

Toda linea esta formada por puntos, que son la unidad grafica mas simple.
Al colocar varios puntos juntos, se crea un trazo continto llamado linea. Si
los puntos mantienen una direccion constante, resultan en una linea recta.
La recta se extiende indefinidamente en ambos sentidos.

En geometria euclidiana, la linea recta es la distancia mas corta entre dos
puntos. Se puede definir una recta como el conjunto de puntos ubicados a lo
largo de la interseccion de dos planos.

En matematicas, se puede decir que una linea recta es un lugar geométrico,
lo que significa que todos los puntos que la forman cumplen con las mismas
condiciones. En este caso, la condicién es que la pendiente entre cualquier
par de puntos en la recta siempre es la misma.

Una de las caracteristicas principales de una recta es su pendiente, la cual
permite determinar su angulo de inclinacion.

Desde el punto de vista analitico, una linea recta es una ecuacion lineal o
de primer grado con dos variables. La representacion grafica de este lugar
geométrico, cuya ecuacion es de primer grado en dos variables, es una linea
recta.

La linea recta:

Analiticamente es una ecuacion lineal en dos variables x, y. Queda
determinada completamente si se conocen: un punto y su pendiente, dos
puntos, su ordenada y su pendiente, los puntos de interseccién con los ejes
cartesianos.

Puntos

Linea recta

S ¥
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1. Ecuaciones de la recta
Una linea recta L queda determinada si se conocen por lo general dos
condiciones:

a) Un punto y su pendiente

b) Dos puntos

c) Su ordenada y su pendiente

d) Los puntos de interseccidn con los ejes coordenados

Toda linea recta debe estar escrita de forma general, vale decir:
L: Ax+By+C=0
Ahora veamos cémo se grafican las rectas en el plano cartesiano.
Ejemplo:
y+4=0 = y=-4
Analizando la pendiente de esta recta, se

concluye que es nula por lo tanto la grafica Z#stasmsats tasaransansac:
serd paralela al eje "X". :
-2
Ejemplo:
jemp y=—4

x—3=0 = x=3
Vemos que la pendiente de esta recta no

esta definida, es infinita, por lo tanto, la
grafica sera paralela al eje "Y".

Ejemplo:
. 2x+y—4=0 EARENE -E( 2 1 =
Utilizando tablas: L
sfx =13
x y=—2x+4 T
-1 20D +4=2+4=6
0 20)+4=0+4=4
1 2 +4=-2+4=2
Ejemplo:
Aplicamos el método del tapado:
Tapamos el valor de x:

oy

—6 3 A
>y=—=-=15

Tapamos el valor de y:
3x — 4% = —6

3x—4y+6=0

T T
2 0 2 4

Graficamos en el plano cartesiano las siguientes rectas:

1) y+1=0
b o] 2) 2x+3y+6=0
g 3) x—2=0
E 4) 3x-3y+1=0
5) 3y—-5=0
6) x—y=0

7)
8)
9)
10)
11)
12)

Pendiente nula, cuando la recta es
paralela al eje "X", es decir m =0
y Su ecuacién es: y+ C =0

Y

<+“——>

Pendiente no definida, cuando la
recta es paralela al eje "Y", es decir
m = ooy Su ecuacion es: xt C =0

Y

X

!
,C l l+c

Pendiente positiva, cuando Ila
recta es diagonal y pasa por el | y
Il cuadrante, es decir m = +y. Su
ecuacion es: Ax—By+C =0

B

Y

e

Pendiente negativa, cuando Ia
recta es diagonal y pasa por el Il y
IV cuadrante, es decir m = —y. Su
ecuacion es: Ax+By+C =0

Y

=t

\x

2x+7=0
x—4y —4 =0
x+y=20
5x+y—-5=0
x—2y+2=0

8x +5y—-10=0

®

&
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Trazando la recta:

punto - pendiente

Se localiza el punto P(3, 2) en
el plano. A partir de este punto,
se avanza 1 unidad hacia la
derecha, después 3 unidades
hacia arriba. En seguida, se
procede a trazar la recta que
pasa por el punto dado.

[

w

a

L: 3x +2y+5=0 \

a) Ecuacion de la recta: punto pendiente

La ecuacion ordinaria de la recta L, queda determinada si se conocen la
pendiente de la recta y las coordenadas de un punto por donde pasa la

misma, para tal caso el punto P (x,,y,) ¥ la pendiente m generan la ecuacion:
Y=y, =mx—x)

Analiticamente la ecuacion de la recta lineal esta determinada y ordenada de
la siguiente manera Ax + By + C = 0, donde la variable x debe ser positiva.

A
2 (x5 :%5)
| "
m _.-"/v"""‘"“’o
‘| ‘;M,’_,pl:" — E)
o - |
o 1 2 3 A

Ejemplo:
Hallamos la ecuacion de recta que pasa por el punto P(3, 2) con pendiente 3.

P32 ym=3 = y—-y,=m(x—x,)
y—-2=3(x—-3) =y—-2=3x-9
=>0=3x-9—-y+2
= L 3x—-y—-7=0
Ejemplo:

Encontramos la ecuacién de recta que pasa por el punto P(—3, 2) con
pendiente -3/2.

3
P(-3,2) y m=—§ = y-y,=mlx—x,)

y-2=-2(x~(-9) =20 -2 = ~3( +3)

=2y—4=-3x—-9
=2y—4+3x+9=0
= L 3x+2y+5=0

b) Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Esta ecuacion hace referencia al quinto postulado de Euclides, que aparece
en el libro “Los Elementos”: dos puntos determinan una recta.

. Lo T
La recta L que pasa por los puntos P, (x,,y,) y P,(x,,y,) tiene por ecuacion: : WML,/ B(x,. ¥,)
Y2=h X=X Xp—=x% T - RRELCTRRY)
y=—n=|\—>)Gk-x) Vv = =
Xy = X1 Y=V Y2=N o 2 3 4

Ejemplo:
Calculamos la ecuacién de la recta que atraviesa los siguientes puntos:
X=Xy X3 —X

P(G3,0); P(-3,-2) — x-3_26

3

- - __°_
X =3,y =0 Y=V Y2~ y -2 i
X, = =3y, = -2 x—-3 —3-3 E JuAmEEREBmRrymEmES! =
= y-0 -2-0
x—3y—3=0
= L: x—-3y—-3=0
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c) Ecuacion de la recta abscisa - ordenada en el origen

Sean a+0y b+ 0, los segmentos de una recta determinada sobre los ejes Abscisa y o_rdenada en
"X" e "Y", es decir, a y b son las intersecciones con los ejes coordenados, el origen
entonces P, (a, 0) y P,(0, b) son dos puntos que pertenecen a la recta, a es
la abscisa en el origen y b es la ordenada en el origen. Entonces la ecuacion
de la recta se reduce a:

X
P(a,0)y P,(0,b) = EJ’)E,: 1

Ejemplo:

Determinamos la ecuacion de la recta cuya abscisa en el origen es 3 y la
ordenada es 2:

Xy Xy
a=3,b=2=> ~—+3=1 = z+3=1 /6

> 6-=+6-2=6-1 \

= 2x+3y =6
= L:2x+3y—6=0
Ejemplo:

Encontramos los puntos de interseccion de la recta L: 2x—3y+6=0 con los
ejes cartesianos:

L:2x—-3y+6=0 = 2x—-3y+6=0

= 2x—3y=-6 // +—6
x -y
_+_
-3 2

=1 = A(-3,0); B(0,2)

d) Forma general de la ecuacién de una recta

La ecuacién de una recta en su forma general, viene expresada en la siguiente expresion, donde A#0, B#0y C
pertenecen a los numeros reales.
A C
Ax+By+(C=0 > y=—-—x——
y y B B

A
Toma laforma y = mx + b donde la pendiente m ylaordenada b son: m = ——

Escribimos la ecuacion de la recta que pasa por el punto y pendiente dada:

1) PRQ2,3) y m=-1 49 P(-1,2) y m=—- 7) P(0,-3)y m=7
5
2 KG.0y m=4 5 B(-2,2 ym=0 8) R(-1,5ym=-15
3 RO,y m=3 6) P(-3,7) y m=06 9) P(0,0) ym=2
Determinamos la ecuacion de la recta que pasa por los siguientes puntos:
= 10) P, (-5,3); P, (3,6) 13) P,(2,-5); P,(—4,3) 16) P(0,1); Q(=3,0)
S 11) P,(-3,3); P, (-2,1) 14) P,(3,2); P,(0,-1) 17) P(1,5); Q(2,-3)
= 12) P, (0,-3); ,(-1,1) 15) P,(0,-3); P, (-1,1) 18) P(-1,-5); Q(2,-3)
< Determinamos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos:

19) P, (2,0); P,(0,2) 20) P(-3,0); Q(0,—-1) 21) A(1,0); B(0,-3)  22) A(0,4); B(2,0)
Buscamos la ecuacion de la recta si:
23) Si la abscisa en el origen es 4 y su ordenada es 5.
24) Si la ordenada en el origen es — 2 y su abscisa es 7.

Hallamos las intersecciones de las siguientes rectas con los ejes cartesianos:

25) L: x+2y—4=0 26) L: 3x —4y—8=0 27) L: x—y+1=0
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e) Forma normal de la ecuacion de una recta
Recta normal y _ _ _
Una recta también queda determinada si se conocen la longitud de

la perpendicular a ella trazada desde el origen y el angulo que dicha

v perpendicular forma con el eje “X “.
La distancia p (parametro) se considera siempre positiva cualquiera sea la
posicion de la recta.
y '"I;'" ; El angulo w es el angulo formado por el semieje positivo “X “ y p.
w i 0°<w<360°
I
; - — = x cos w+y sen w—p=0
0 X X
\ Ejemplo:
\:i Hallamos la ecuacién de la recta que dist:;1T3 unidades del origen, si la recta
a normal tiene un angulo de inclinacion de 7
3 T
w =—=45°
, 4 = coswt+ysenw—p=0
p=3 p=3 cos45° + ysen 45° —3 =0
Vi W2
w = 45° x—+y ——3—0 //-2
o 1 2 3 2N
\ = L V2x++V2y—-6=0
Encontramos las ecuaciones de la recta si cumplen las siguientes condiciones:
1) Dista 4 unidades del origen y tiene un angulo de 60° 3) p=2 w=30°
]
© g g 5 g z 5 7
o 2) Dista 6 unidades del origen y tiene un angulo de - 4 pr= 5 w= -
>
b Determinamos la ecuacién general de la recta si se tiene la ecuacién normal de:
< 5) xcos45° —sen45°+2 =0 7) xcosz—n—senz—n—3=0
6) x €0s 225° + sen 225° — V2 =0 8) xcos——sen— +1=0

Una manera de determinar una recta es conociendo su pendiente (o angulo
de inclinacién) y un punto de ella. La linea recta es el lugar geométrico
de todos los puntos del plano tales que tomados dos puntos diferentes
cualesquiera, el valor de la pendiente “m ”, es el mas aplicable en la
construccion, edificacion de viviendas o edificios, donde se debe tomar en
cuenta las condiciones del medio ambiente de la zona donde se construira

el edificio o vivienda.

- ¢Como se emplea el concepto de pendiente en los techos de las
viviendas?

- ¢En qué situaciones de la vida se utilizan las rectas y sus pendientes
como una herramienta importante para la solucién de problemas?

- ¢Como se calcula la pendiente en un techo? Fusnte: OpenAl, 2024

»4PRODUCCION

- Investigamos y elaboramos un informe sobre la aplicacion de la linea recta en construcciones.
- Para modelizar tu investigacion, utilizamos GeoGebra como herramienta grafica y analitica.

- Investigamos sobre el disefio y construccion de rampas para sillas de ruedas en los ingresos a instituciones
publicas o privadas, por ejemplo, entidades financieras, etc. ¢ Cual debe ser la inclinacién minima o maxima de
la recta para que el usuario pueda ingresar al recinto?
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APLICACIONES DE LA LINEA RECTA

Las sefioritas y los jovenes de la promocion, estan realizando el aseo de
su curso, para lo cual estan llenando agua de un grifo. Llenan agua en un
recipiente de forma cilindrica, de aproximadamente 80 litros, se midieron los
niveles el agua en determinados intervalos de tiempo, los datos recolectados
se muestran en la siguiente tabla, el tiempo inicial es cuando el nivel estaba

a 20 centimetros.
Tiempo ( x) (minutos)

0
2
4

Actividad

1. Posicion relativa de las rectas

a) Rectas secantes

Nivel () (centimetros)
20
29
38

Respondemos las siguientes preguntas:
- ¢Qué modelo matematico o ecuacion nos permite predecir el nivel del agua en cualquier tiempo?
- ¢Cual sera el nivel de agua en el tanque a los 12 minutos?
- ¢Cuanto tiempo se tardara en llenar un recipiente cilindrico de 80 cm de altura?
- Pasados los 7 minutos, ¢ cual sera el nivel de agua?

Dos rectas L, y L, son secantes, cuando ambas tienen un punto en coman.
Es decir, las dos rectas se cruzan o se intersectan. Ese punto en comun se
halla resolviendo el sistema de ecuaciones por cualquier método.

Ly:
L,:

Ejemplo:

ax + by =c
dx+ey=f

Encontramos el punto de interseccion de las siguientes rectas:
L:2x+4y—16=0yL;:3x—4y+6=0

Li: 2x+4y =16
L,y 3x —4y =—6

Resolviendo por reduccion:
2x +4y =16
T a4y = —
3x —4y = —6
5 =10 = x =2
En la primera ecuacion: (L,)

2Q) +4y =16 = 4y =12
= y=3
Punto de interseccion:
P(2,3)

b) Rectas paralelas

Dos rectas L, y L, son paralelas,
si sus pendientes son iguales, vale
decir:

LIL, = m=m,

(ver gréfica a la derecha)

Y A

Fuente: OpenAl, 2024

Pendiente de una recta

Pendiente
negativa

Pendiente
positiva

2\:3(

Pendiente Pendiente
nula no definida
y ya
4 4
7 7
—
-2 o 2 4 lx_ -2 o] 2 4 X
= rs

Rectas paralelas

Para encontrar la recta L, que pase
por el punto P (x,,y,) paralelaa
L: Ax+By+C=0:

- Hallamos la pendiente m, de

L, y aplicamos la condicion de

paralelismo:
_ A
m;=—-—

m,=m
B 2 1

- Reemplazamos la pendiente y
el punto en la ecuacion:

Y= Y,=m,(x —x)

&
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Ejemplo:

Hallamos la ecuacién de la recta que pase por el punto P(—=3, 1) y sea
paralelaa L :2x—y—3=0
A 2

2x—gy—%=0 =>m=—§ > m,=—

=2
A

1
Condicién de paralelismo: m;=m, = m, =2

Po(_,?",]‘) = y_yo=m2(x_xo) = y_1=2(x_(_3))
X0 Yo
Sy—-1=2x+6
=20=2x+6—-y+1
=L,y 2x—-y+7=0

c) Rectas perpendiculares

Rectas perpendiculares

Para encontrar la recta L, que proporcionales.
L,1L, & |my=-——
pase por el punto P, (x,, y,)

Dosrectas L, y L, son perpendiculares si sus pendientes son inversamente

perpendicular a L,:
Ax+By+C=0:
- Hallamos la pendiente m de

L, y aplicamos la condicion de
perpendicular:
A

Ly
1
m;=—= m,=——

2=
B my

- Reemplazamos la pendiente
y el punto en la ecuacion:
Y=Y, =m,(x — X))

-2

Ejemplo:

Hallamos la ecuacién de la recta que pase por el punto P(—1, 2) y sea
perpendicular a L,: 2x—y—3=0.

2 1ly—-3=0 __A 2 2
/\x_B’y_C_ :>m——§ ﬁml——_—l—
Condicién de perpendicularidad:
1
= — — = = —
m, m, m,

2y —4=—x-1
2y—4+x+1=0
=L,x+2y—3=0

Determinamos el punto de interseccién de las siguientes rectas:

1) x-2y—-4=0;2x+3y—-1=0 3) x—-2y-1=0;3x+y—-3=0
2) x+5y-15=0;2x—y+3=0 4) 2x+y-6=0;3x—y—4=0
g Encontramos la recta L, que pasa por el punto dado y sea paralela a la recta L,:
.'g 5) P(-1,DylL;: x—y+5=0 7) PB,0yL;: x—-2y+6=0
§ 6) P(O,-2)yL;: x+y+1=0 8) P(-2,2)yL;: x+y—3=0

Hallamos la recta L, que pasa por el punto dado y sea perpendicular a la recta L :

1) PB,2);L;: 3x—y+1=0 4) P(—-2,2);L;: x+3y—-3=0
2) PB,0);L;: 2x—2y+5=0 5) P0,2);L;: x+y+1=0
3) P(-1,1);L;: x—y+5=0 6) PQ2,-1);L;: x+2y—4=0
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2. Aplicaciones de la recta en su forma normal

Una recta escrita en su forma:
General es: Ax+By+C=0

Normal es: xcosw+ysenw—p=20
Sus coeficientes proporcionales, vale decir:

cosw = kA
senw = kB >
-p =kC

Cosw sen w p k
A B ¢

cos? w +sen’w = k?(A* + B?) > 1 = k?(4? + B?)

1
= k=—n-=——
+VAZ + B?

A B c
= x + + =0

y
+VAZ+ B2 +VA? +B?  +VA?+B?

Ejemplo:

Encontramos la ecuacién de la recta cuya distancia al origen es nueve
medios y el angulo de inclinacién de la normal es 30°:

9

p=§, w=30° > xcosw+ysenw—p=20
9

zxcos30°+ysen30°—§=0

= 2xc0s30° + 2y sen 30°—9 =0

Ejemplo:

Reducimos la ecuacion de la recta a su forma normal: L:x +2y —7 =0

fg:*; 1 L2 7
= X y— =
C=—7 V12422 V12 4227 12422
1 2 7
1l T o0 /o
Vs V57 W5
- R _2. _,__T
cosw—\/g,senw—s, p = =

w = 63°26'6"; x c0s(63°26'6") + ysen(63°26'6") + J_g =0

Reducimos las siguientes ecuaciones a su forma normal:
1) 4x+2y—-3=0 3) 7x+12y+8=0

2) x+3y-2=0 4) 2x+2y—-3=0

inclinacion de la normal de 60°.

Actividad

inclinacion de la normal de 53°.

de la normal de 37°.

El signo que precede al radical
se coloca de la siguiente manera:

Contrario a C

B
Igual a {C

ElS.l. yla l.S.0. en su norma
80 000 admiten actualmente dos
simbolos como separadores de
los numeros decimales:

“ “ 9

la coma " y el punto “.

Por otro lado, la ASALE en las
normas ortograficas recomienda
utilizar el punto decimal “.”

Tomando en cuenta estos
aspectos, se utilizara el punto
decimal como separador.

Ejemplo
3.14; 0.71; -0.5; -0.11 ..
Fuente: Sistema Internacional de unidades
A
12
B
4
9
2
30°
b a Y I ;C'

5) 3x—4y—-5=0
6) x+3y—-V3=0

7) Determinamos la ecuacion de la recta normal cuya distancia al origen es 5 y tiene un angulo de
8) Encontramos la ecuacion de la recta normal cuya distancia al origen es -2 y tiene un angulo de

9) Hallamos la ecuacion de la recta normal cuya distancia al origen es 1y tiene un angulo de inclinacién

®

Signo del radical

Tomar nota
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Distancia de un punto a
una recta

y A

v

PO(XZO,J}O); 1A2x —BSy + 2c0 =0

Ejemplo:

La distancia del punto P a la recta 4x
grafica a la derecha).

3. Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto P (x,, y,) @ una recta dada por la ecuacion
Ax + By + C = 0 se puede calcular sustituyendo las coordenadas del punto
en la ecuacion de la recta en su forma normal.

Ax, + By, * C‘
VATt BT
Ejemplo:

Encontramos la distancia del P(2,1) ala recta 12x — 5y + 20 = 0 (Ver grafica
a la derecha).

) - 5(1) + 20| 4
Tl 2 _c)2 7
J122 + (—5)2 | N
_|24—5+20 :
S I & d |y
—V169 ; S5
39 ~F \-P(Zrl)
= d=|—|=3 ~ o

—13 4 /1 0 2 4

+3y+1=0es 4. Silaordenada de P es 3, determinamos la abscisa (Ver

By ams - 4o [ EO1

Xo Yo

jx-l;3y+}=0

iﬁ???"

_ 4x +9+1 _4x+10
+1/25 +5
De donde:
_+20—10_5 N _5
=TT =3
+20=4x+ 10 =
—-20—-10 30 15
XZZTZ—T = x2=—7
Por tanto:
5 15
F, 513 y B —7,3
Calculamos la distancia de los puntos a las rectas:
1) P@2,3)yL: 3x—4y+5=0 4) P@B,2)yL: x+y—-10=0
= 2) R, DyL x—y—-5=0 5) P(—4,0)yL: 2x—y+3=0
o
> 3) RWO,2)yL x—y+1=0 6) P(-2,-2)yL 12x+5y-5=0
)
2 7) Ladistancia del punto P a la recta 3x — 4y — 3 =0 es 4. Si la ordenada de P es 5, halla la abscisa.

8) Ladistancia del punto P a larecta 4x + 3y — 1 =0 es 4. Si la abscisa de P es —3, halla la ordenada.

9) Ladistancia del punto P alarecta 5x + 12y — 1 =0 es 4. Si la ordenada de P es 2, halla la abscisa.
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Distancia entre dos rectas
paralelas

4. Distancia entre rectas paralelas

Para encontrar la distancia entre dos rectas paralelas, se determina las
constantes de las dos rectas, a los cuales llamaremos C, y C,. La formula
que nos ayuda a encontrar el valor de la distancia es:

CZ_Cl

d=|=2—L
Ny

Ejemplo:

Determinamos la distancia entre las rectas:
Li:3x+4y+13=0 L,:3x+4y—12=0

> €, =13; C,=-12

g |72 18] _|=25] 25 _
lvazr 22| |vzsl 5
= d=5u
Ejemplo:

Hallamos la distancia entre las rectas:
L: x+4y—24=0 y L, x+4y—8=0

1

d |—8—(—24)| |—8+24 16 388 = d = 3.88
= = = —— = 3. = = 5. u
| vzxa | | vi7 | V17

Ejemplo:

Encontramos la distancia entre las rectas:
L: x=2y+1=0 y L, x—2y—3=0

1

= C1= 1; C2= -3
—-3—-(-1 -3+1 -2
- (-1 = =—=0.89=d=0.8%u
/12 4+ (=2)2 V5 V5

Ejemplo:

Hallamos el valor de k para que la distancia entre las rectas 3x + 4y —3 =0y 3x + 4y + k = 0 sea igual a 3 unidades.

| k=(=3)| [k+3| k+3
€1=-3 3_|J_m/32+—42_|1m/ﬁ_ +5
C;=k | 2415= k+3 =k=-3+15
=3 | 2k=-3+15=12; k=-3-15=-18
>k = 12; k=18

Determinamos la distancia entre las siguientes rectas:

igual a 4 unidades.

1) 3x+4y—-2=0y3x+4y+4=0 5) 2x—y+4=0y2x—y—4=0
g 2) 5x+12y—-10=0y5x+12y +2=0 6) 6x+8y—-15=0y6x+8y+5=0
-'g 3) x+y—-5=0yx+y—1=0 7) 3x—y-6=0y3x—y+3=0
= 4) 3x—4y—-3=0y3x—4y+4=0 g) *—y+4=0yx—y-5=0
= 9) Hallamos el valor de k para que la distancia entre las rectas 4x —3y —k=0y 4x —3y+ 6 =0 sea
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Bisectriz de angulos

Bisectriz

Fuente: OpenAl, 2024

1y | -
St 4

+J
o

L Tx =10y +1=0

/
4 2 _-f 0] 4 &

5. Ecuacion de las bisectrices de los angulos suplementarios de
dos rectas que se cortan
Sean L,y L, dos rectas que se cortan, donde:
L:Ax+By+(C =0y L:Ax+By+C,=0
Sus bisectrices son L, y L, cuyas ecuaciones estan dadas por la condicion:
|d1| = |d2|
De la cual se obtiene la siguiente expresion:

|A1xiB1y ¢ _ |A2x By +(,

| + /Af + B,? | + /,422+15'22

Los signos de las distancias se eligen de la siguiente manera:

- Las distancias son positivas si para un punto cualquiera P(x, y) sobre la
bisectriz, el origen y dicho punto se encuentran en regiones opuestas.

- Si para un punto cualquiera P(x, y) sobre la bisectriz, el origen y dicho
punto se encuentran en la misma region, se usa el signo negativo para
indicar el sentido.

Los signos del radical se consideran de la siguiente manera:
- Si C # 0, el radical tendra signo opuesto al de “C”

- 8Si C =0, el signo del radical es igual al de “B”

- SiC=B=0, el signo del radical es igual signo al de “4”
Ejemplo:

Encontramos las ecuaciones de las bisectrices de los angulos suplementarios
formados por las rectas:

L: 17x — 3y +45=0 L: 3x+17y+43=0

Aq By G 2 4, B, G

dy =d, dy = —d,
17x =3y +45 3x+ 17y +43 17x — 3y + 45 3x +17y + 43
72+ (=32 VB+17 | izt  VBRiiR
17x =3y +45 3x+17y +43 17x =3y +45  3x+17y +43

/298 V298 V298 V298
17x —3y +45=3x+ 17y + 43 17x — 3y + 45 = —3x — 17y — 43

14x —20y +2=0 /+2| 20x +14y+88=0 /=2
Ly: 7x —10y +1=0 Ly: 10x+ 7y +44=0

Asi L; y L, son las bisectrices de los angulos suplementarios.

Encontramos las ecuaciones de las bisectrices si tenemos las siguientes rectas:

- 1) Li:3x—4y+5=0 y L,y 6x+8y+1=0

©

S 2) Li:3x+4y—-8=0 y L,: 12x —5y —15 =0

>

§ 3) L 4x—3y+9=0 y Ly 12x +5y—7=0
4) Lt 3x+2y—2=0 y Ly 2x—=3y+1=0
5) L 5x+y—6=0 y L,y x+5y+10=20
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6. Resolucién de problemas aplicados al contexto y la techologia

Problema:

Julio compré una laptop (computadora personal) al precio de Bs 4200, se
estima que el valor de depreciacion es de Bs 450 al cabo de 5 afos. Si se
considera una depreciacion lineal.

Encuentre una ecuacion que exprese el valor de la laptop en funcién del
tiempo.

5&

(r,,v,) =(0,4200) y (T,,V,) = (5,450)
Aplicamos la ecuacion que pasa por dos puntos:
x—x1=x2—x1: x—0 _ 5-0 _ 5 =_L
y—vy, ¥, —v, y—4200 450 — 4200 —3750 750
750x = —(y — 4200)
750x = —y + 4200
y = 4200 — 750x

Problema:

Si la temperatura en la ciudad de Cochabamba es de 24 °C y la temperatura a
una altitud de 1 km es de 18 °C, exprese la temperatura T(°C) en términos de
la altitud “h” (km). Suponga que su relacion es lineal. ¢ Cual es la temperatura

a 12 km?
(Tl Jhl) = (O 124) y (TZ Ihz) = (1 ’18)

Aplicamos la ecuacion que pasa por dos puntos:

x—x1=x2—x1 N x—O= 1-0 =i=_1
Y= Y2=h y—24 18-24 -6 6
6x =—(y —24)
6x = —y + 24
y =24 — 6x

Asi la temperatura sera: T = 24 — 6(12) =24 — 72 =—48°C

En la vida cotidiana, cuando se identifican relaciones entre dos variables I '_,.._',;.__';..,_',.1....;:

hat b B L LR L

que pueden representarse como una linea recta, es posible usar modelos
algebraicos y graficos para entender situaciones donde una variable cambia
en relacion con la otra. Estos modelos son utiles para analizar la razén de
cambio entre las variables.

Segun los prondsticos del Servicio Meteorologico (Senamhi), la informacion
proporcionada acerca de la temperatura indica que la misma ira en aumento
con el trascurrir de los dias, haciendo que la temperatura incremente en

0.30 °C.
- ¢Como se emplea el concepto de pendiente en la vida diaria?
- ¢ Puedes determinar la ecuacién pendiente — ordenada al origen que

modela esta situacion? Fuente: https://observatorioagro.gob. bo/wp-content/up-
loads/2021/11/1-boletin_agroclimatico_ ENERO.pdf

% <4PRODUCCION

— Indagamos en qué areas se utiliza el modelo lineal como integracion de contenido con el area de matematica.

- Investigamos y construimos un modelo lineal matematico, que nos permita conocer la depreciacion de los
aparatos electrénicos que tenemos en casa.

— Construimos un papelografo para nuestra exposicion referido a la depreciacion de los aparatos electronicos.

- Para modelizar la investigacion, utilizaremos la aplicacion matematica GeoGebra. e
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En nuestra comunidad, como en el barrio, calle o avenida, podemos observar
objetos y figuras que se representan con circunferencias. La circunferencia
es uno de los elementos geométricos mas importantes en nuestro entorno.

Asi tenemos varios ejemplos que pueden ilustrar como la circunferencia esta
inmerso en nuestro contexto, el aro del tablero de baloncesto, el centro de
la cancha de futbol o del centro de la cancha de futsal, la forma que tienen
algunos relojes.

Del mismo modo, se puede citar como un objeto importante a la rueda, cuyo
invento revoluciond el desarrollo tecnoldgico.

LA CIRCUNFERENCIA

Fuente: OpenAl, 2024

Tomando en cuenta la lectura anterior, respondemos las siguientes preguntas:
- ¢ Cita algunos objetos tecnoldgicos que toman la forma de circunferencia en la actualidad?

— Cita y enumera los objetos circunferenciales que existe en tu casa
- ¢ Qué elementos tiene la circunferencia?

(@) _TEORIA
1. Definicién
Pata pata . . . . . . .
La circunferencia es un conjunto de puntos que estan a la misma distancia

de un punto fijo llamado centro. Esa distancia constante es el radio.

Actividad

y &
—
r
C(h ,k)/‘

S

o

o 2. Elementos

- -
. e -.mm—._w_ TS S

Fuente: OpenAl, 2024 Los elementos de la circunferencia son: el centro, cuyas coordenadas son

Juego tradicional C(h ,k), el radio ry el conjunto de puntos que es representado por P(x, y)

Si te diste cuenta, en el juego

de la pata pata, la pelota que A
esta en el extremo describe una 5
circunferencia en su trayectoria,
) P(x,y)
mientras que la cuerda que lo
sostiene cumple el papel de 4 .
radio.

Pero el juego consiste en atarse
el pata pata a uno de los tobillos C C(h,k)
y saltar haciéndola pasar por
debajo de la otra pierna. Este

Ry

juego permite a nifios, nifas, 5 o 2 0 5 5
Jjovenes y sefioritas a fortalecer
las piernas, pero también
beneficia al desarrollo fisico y
motriz.
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®

3. Ecuaciones de la circunferencia

Ecuacion canodnica

Si el centro de la circunferencia se ubica sobre el origen de coordenadas Circunferencia con
rectangulares, la ecuacién de la circunferencia es: centro en el origen

x2 +y2 = r?
Si el radio es positivo, la circunferencia es real. 1

Si el radio es negativo, la circunferencia es imaginaria.

Si el radio es nulo, igual a cero, la circunferencia se reduce a un punto en el 2T
plano cartesiano.

Ejemplo:

Graficamos la siguiente circunferencia:

Ejemplo:

Determinamos gréfica y analiticamente la ecuacién de la circunferencia que
tiene centro en el origen y radio 7 unidades.

C0,0); r=7 = x*4+y?=1r? = x¥4+y?2=72
> x2+4+y2=49
L

n
&)
~
o
=]
—
hr
=
Y

| /’ | "1c(0,0)

Determinamos, tanto graficamente como de forma analitica, la ecuacion de
la circunferencia con centro en el origen y un radio de 3 unidades.

Ejemplo:

€0,0); r=3 = x*+y?’=rt= x?+y2=32
= x*+y?=9

Graficamos las siguientes circunferencias:

1) x24y2=4 4) x*+y2=36 7) x*+y?=25
©
3 2) x?+y?*=1 5) x*+y?=7 8) x*+y*=+6
'% 3) x2+y2=8 6) x>+y2-10=0 9) x2+y2-vV5=0
<

Determinamos la ecuacion candnica de la circunferencia si el radio es:

10) r=1 1) r=11 12) r=1,5 13) r=+15

O
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» a) Ecuacion ordinaria o ecuacién principal
Construccién

La ecuacién ordinaria de la circunferencia es aquella donde el centro
Siendo C el centro y P un punto del cambia de posicion C(h, k) y tiene la forma:
plano cartesiano y r es la distancia Y N2 o2
entre ambos puntos. a-h*+h-k*=r

y &

) Ejemplo:
Se puede deducir que:

P(x,y) Encontramos grafica y analiticamente la ecuacion de la circunferencia
de centro en C (2,—1) y radio 6.

r y—k c(2.-1)ir=6 = G-B2+G-L2=r?
> —-2)2+[y—(-1)]? = 62
clh k)% , = G-+ +D*=36
Y
x—h
Al que se aplica el Teorema de 41
Pitagoras:
x-—m*+@ -h?>=r? ? Z©

Y

Ejemplo:

Hallamos grafica y analiticamente la ecuacion de la circunferencia de
centroen C¢(5,—3) yradio r=+v19,

C(}'{),—k3); r=v19 = G-Rh2*+@G-k?2=r?

5@ =57+ [y- (-3 = (VI9)’
> x-5%+@F+3)2=19

Encontramos grafica y analiticamente la ecuacion de las siguientes circunferencias:
1) x-1D2+@F-1)2=4 3) x-3)*+G+4H2=16 5 @+2)’+y*=9
2) x+2)?%*+@-22%=9 4 x*+(@y-3)%*=10 6) (x+52%+@F+2)*=12

Representamos graficamente las siguientes circunferencias:

Actividad

7 c2,2)yr=2 9) cB,-4) yr=3 1) €2,00) yr=6

8) C(-3,49)yr=4 10) ¢(0,-3) y r=5 12) ¢(-1,-2) y r =7
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b) Ecuacién general de la circunferencia

Dada la ecuacion principal u ordinaria (x—h)?*+(y—k)?=r? al ser desarrollada  JRGIEE T RGN ERTTE [ o]y
encontramos su ecuacion general: ordinaria y la general

x2+y?+Dx+Ey+F =0

Ejemplo:

Encontramos grafica y analiticamente la ecuacion general de la circunferencia
de centroen C(2,6) yradio r =4

€(2,6); r=4 = G-M+F-B>=r

-
>k -2*+@-6)2=4
S>x?—4x+4+y* —12y+36=16

Si v =0, [a circunferencia es un punto.

Si r <0, la circunferencia no existe.

= x24+y?—4x—12y +24=0
Ejemplo: Trazado de la

circunferencia

Hallamos grafica y analiticamente la ecuacién general de la circunferencia
de centroen C(3,-5) yradio r =4

€(3,-5)ir=4 = G-R*+G-0?=r ° =
= (x —3)2 +(y +5)% = 42 . -
= x2—6x+9+y2+10y +25= 16 . */
= x*+y?—-6x+10y+18=0 €(2,6)

Ejemplo:

Determinamos el centro y el radio de la circunferencia:

x*+y?—4x+6y—-3=0 ST T
C =? x2—4x+y*+6y=3
r=? X2 —4x+4+y*+6y+9=3+4+9 4
x-2*+ @ +3)2=16=4 > 6

(x—2)2+(@y +3)>=42

Dedonde: C(2,-3)y r=4 A

Encontramos grafica y analiticamente la ecuacion general de la circunferencia:

1) C4,3)yr=3 4 cQQ,-Dyr=5 7) CEHDyr=4
E 2) c(0,-2)yr=3 5 ¢c3,-Dyr=1 8) C(-5,-2)yr=4
.% 3) cB,0yr=6 6) CG3,-3)yr=vV7 9) C(-4,-2yr=+5
L9 Determinamos el centro y el radio de las siguientes circunferencias:

1) x2+y>+2x—4y—20=0 3) x*+y*+2x+6y—-15=0

2) x*+y2—6x—8y—12=0 4 x*+y*+10x —4y+4=0
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Centro y punto conocido

Debemos sequir los siguientes pasos:
- Hallamos el radio de la circunferencia
con el centro y el punto.

r2=(x,—h)*+(y,~k)?

- Con el radio y el centro sustituimos en
la ecuacion ordinaria.

(x=h)*+(y=k)*=r?

A

Y

Circunferencia con

diametro conociendo sus
extremos

Debemos seguir los siguientes pasos:
Encontramos el centro con el punto
medio de un segmento.
X1t X Y1t )
C(h‘k)_( 2 2 )
Seguidamente hallamos el radio de la
circunferencia con el centro y uno de
los puntos.
r?=(x; —h)?+ (y; — k)?
Con el radio y el centro sustituimos en
la ecuacion ordinaria.

(x—h)?+ (y—k)? =r?
Yi

1) ¢B,2ypR1,-1
2) c(0,-2yFR@1,2)

Actividad

8) P(-2,2)yQ@,-2)

4. Circunferencia con centro conocido y pasa por un punto

Conocido el centro y un punto sobre la circunferencia, se puede hallar la
ecuacion ordinaria y general de la misma es decir:

C(h,k); Po(xo ,3’0) = r2=(xa—h)2+(yo—k)2

Ejemplo:

Encontramos grafica y analiticamente la ecuacion general de la circunferencia
de centro en C(3, 3) y que pasa por el punto P(7, 7).

C(3,3); P (7,7
h k O(xn Yo

2= (xg —h)?+(y —k)?

r2=(7-3)2+(7-13)2
=42 +4% =16+ 16 =32

De donde: Yy P(7,7)
x—-n?+@H-k?2=1r? . L
=>kx-3)*+(y—-3)2=32

=>x2—6x+9+y -6y +9-32=0 €(3.3)
>x2+y?—6x—6y—14=0 : 5 t X

5. Circunferencia con diametro conocido sus extremos

Conocidas las coordenadas del diametro de la circunferencia, podemos
determinar la ecuacion ordinaria y general de la circunferencia con las
siguientes ecuaciones:

Diametro entre los puntos: P (x,,y,) Y P,(x,,¥,)

. _(*1tx2 Y1ty
Centro: cCth,k) = (—2 = )
Radio: r?=(x; —h)?*+ , —k)?
Ejemplo:

Hallamos grafica y analiticamente la ecuacién general de la circunferencia,
si los puntos extremos de su diametro son:

P32 R == )= ()= (1)

En la ecuacién principal:

LY
B
r*=(-3+D*+@2-1*=4+1=5 2
x+1D2+@F-12=5
x2+2x+1+y?—2y+1-5=0 c
2492 +2x—2y—-3=0 -2 0 3 "y
x“+y +2x y /pz X

Hallamos la ecuacién de la circunferencia, si se dan los extremos de su diametro.

3) ¢G3,0yRG,-1 5)
4 c4,-2yR2,2 6)

€(-2,3) yB,(3,-3)

Determinamos la ecuacién de la circunferencia, si se da el centro un punto de la misma.

1) A(1,-2)y BG,6)
12) A(0,0)y B(-2,4)

9) P1,D)yQ(-3,-5)
10) A(3,0)y B(1,2)
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Ejemplo:
Encontramos la ecuacion de la circunferencia con centro en la recta L: x + y — 4 = 0 y que pasa por los puntos
A(4,6); B(2,6).

El centro esta en la recta:
x+y—4=0=>h+k=4

A(4,6) > 4-h?+6-k?*=r?
Xy

B(2,6) = R-n2*+(6-k?>=r?
Xy
Igualando los radios:

r’=r? =20@B-nN*+6-kN*=Q2-h?*+6-k)?
= 16 —-8h + h?> =4 — 4h + h?
= 16 —4 = —4h + 8h

4h =12 h+k=4
h=14—2=3 3+k=4
h=3 k=1

de donde, el centro es: €(3,1)

r’=02-3)2+(6-1D2=(-12+52=1+25=26 = r2 =26
Centro y radio en la ecuacion ordinaria:
x-m*+@-k?*=r* > x-3)2+(y-1)2=26

Resolvemos los siguientes ejercicios:

1) Escribimos la ecuacion de la circunferencia con centro en la recta x — 3y — 11 = 0 y que pasa por los
puntos A(2, 3); B(—1,1).

2) Halla la ecuacion de la circunferencia con centro en la recta x — 2y + 9 = 0 y que pasa por los puntos
P(1,—-4); Q(5, 2).

3) Determinamos la ecuacién general de aquella circunferencia cuyo centro esta sobre el eje vertical y
que pasa por los puntos A(3, 3); B(5, =5).

Actividad

En clase, establece un dialogo y debate con tus compafieras y compafieros
sobre la importancia del uso de la circunferencia en los ambitos de la
produccion, tecnologia y cientifico, respondiendo a las siguientes preguntas:

- ¢Qué problemas de nuestro contexto se pueden resolver con las
ecuaciones de la circunferencia?

- ¢Por qué es importante la circunferencia en el avance productivo,
tecnoldgico y cientifico?

— Sobre la imagen de la derecha, investiga un poco mas acerca de los
circulos en los cultivos, sera misterio, realidad o fantasia. Fuente: OpenAl, 2024

. > PRODUCCION

Organizamos una jornada para pintar algunos lugares de nuestro patio y campos deportivos de nuestra unidad
educativa, debemos ser creativos a la hora de pintar las areas circulares, con solo una cuerda, brocha y pintura.
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APLICACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA

El invento de la rueda ha sido fundamental para la modernidad, debido a
su impacto en el transporte y la mecanica. La rueda facilit6 el movimiento
de cargas pesadas y la movilidad humana, transformando las formas de
comercio, exploracion y conquista. La invencion de la rueda dio inicio e impulso
al desarrollo tecnoldgico y la industrializacion, este invento revoluciond la

historia del ser humano.

Resulta que la rueda tiene la forma de una circunferencia, una forma comun en
muchos objetos, como los CD, DVD, relojes de pared, llantas de automdéviles y
motos y en la fabricacién de monedas. En estos objetos, se requiere una gran

precision para su correcto funcionamiento y tratamiento de datos. Fuente: OpenAl, 2024

Actividad

Apolonio de Pérgamo

Fuente: OpenAl, 2024

(262 - 190 a. C)
Matematico estudioso de las
secciones conicas, resolvio la
ecuacién general de segundo
grado utilizando geometria cénica.
Demostré que, a partir de un
unico cono, pueden obtenerse los
tres tipos de secciones variando
la inclinacién del plano que corta
el cono.

O
»%

Analizamos la lectura para responder las siguientes preguntas:

- ¢Cuales son los elementos basicos de una circunferencia?
¢La circunferencia es representada por alguna ecuacion algebraica en particular?

- En Uyuni se encuentra el “Cementerio de trenes”, ;sabias que fueron construidos utilizando
circunferencias proporcionales?. Investigamos para corroborar esta afirmacion.

1. Memoria de ecuaciones y relaciones

La circunferencia se define como el conjunto de puntos que estan a la
misma distancia de un punto fijo, llamado centro.

Existen dos situaciones en la que la circunferencia puede estar ubicado en
el plano cartesiano:

Cuando el centro es ubicado en el origen. J

Centro: €(0,0)
Radio: r r
Ecuacion principal: x? 4+ y* = r? c
Ecuacion general: x* +y?+F =0

Cuando su centro esta ubicado en cualquier punto del plano.

Centro: C(h ,k)

Radio: r

Ecuacion principal: (x —h)2+ (y — k) % =12
Ecuacion general: x> +y?> +Dx+ Ey+F =10
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2. Circunferencia que pasa por tres puntos

Si conocemos tres puntos de la circunferencia, podemos encontrar Resolviendo el sistema
su ecuacion ordinaria y general. Para ello debemos reemplazar los con calculadora
tres puntos en la ecuacion general para asi formar un sistema de
tres ecuaciones con tres incognitas. Al resolverla, se encuentran 10s £ Ja calculadora apretamos:
coeficientes de la ecuacion general. MODE, EQN, 5
Ejemplo: Opcion 2

. ) . Introducimos los coeficientes de las
Encontramos la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los  jncognitas:
puntos: A(1,1); B(1,5)yC(7,5)

Paso 1: Reemplazamos las coordenadas de cada punto en la ecuacion

Ec1: 1 EXE(=); 1 EXE; 1 EXE; -2 EXE
Ec2: 1 EXE(=); 5 EXE; 1 EXE; -26 EXE

general de la circunferencia: Ec3: 7 EXE(=): 5 EXE; 1 EXE. -74 EXE
A(:ch’):} = P+ P +DM+EW+F =0 Los resultados nos saldran de Ia
1+41+D+E+F=0 = D+E+F=-2 (1) siguiente manera:
2 2 —
B(},E) = 12+52+DA)+EG)+F =0 e = e
1425+D+5E+F=0=> D+5SE+F=-26 (2) y=—6 = E=—-6
C(7,5)=>72+52+D(7)+E(5)+F=0 z=12 = F=12
x y

49 +25+7D+5E+F=0=>7D+5E+F =-74 (3)

. . . . Graficamente
Paso 2: Escribimos el sistema de tres ecuaciones con tres variables y _

lo resolvemos por el método que mas nos convenga:

D+E+F=-2 ®
D+5E+F=-26 2)
7D+ 5E +F = —-74 3)
O - @: 2) - (3):
D+E+F=-2 D+5E+F=-26
—-D—-5E—F=26 —7D —5E —F =74
—4E = 24 —6D = 48
24 48
- _ _ D=—=-8
E—_4— 6 >
E=—-6 D= -8

Paso 3: Asi, la ecuacion general de la circunferencia es:
x2+y>+Dx+Ey+F=0 = x>+y>—-8x—-6y+12=0
Paso 4: Para trazar la circunferencia, utilizamos el método de completar cuadrados:

x2+y?—-8x—6y+12=0=> x*—8x+16+y> -6y +9=-12+16 +9
= @-49*+@-3)?=13

Centro y la radio de la circunferencia:

c(4,3); r=vV13

Determinamos la ecuacion de la circunferencia, si nos dan los siguientes puntos:

§ 1) A(-1,1); B(4,6); €(7,3) 5 AQ2,2); B(6,0); C(8,4)
S 2) A(-3,-1); BA,-4); C(7,4) 6) P(2,0); Q(4,0); R(2,4)
< 3) A(1,1); BA,5); €(7,5) 7) AQ.,4); BA,-2); C(4,1)

4) P(-3.,3); Q(6,0); R(5,7) 8) P(6,2); 0B8,-2); RB,-7)
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3. Familia de circunferencias

Monedas del Estado

g ) o Una familia de circunferencias es el conjunto de circunferencias que
Plurinacional de Bolivia cumplen la condicion, de tener el mismo centro pero distinto radio:

Observa la moneda de Bs 5. x-m?*+@-k?=p?
Donde p es el parametro y siempre sera positivo.

Ejemplo:

Representamos graficamente la familia de circunferencias con centro en
el punto (3,-2) yradiop=1,2,3

Podemos ver varias circunferencias, La familia de circunferencias es el conjunto de circunferencias
pero todas tienen el mismo centro: concéntricas, sus ecuaciones principales seran:

x—-h?+@ -k?=p?
Ci:(x—3)2+(@y+2)2=12
Cplx =32+ +2)%=2?
Cy:(x—3)2+ (y+2)% =32
Ademas, sus ecuaciones generales seran:
Cix?+y*—6x+4y+12=0
Crix>+vy2—6x+4y+9=0

. . Cy:x? ) 4 4=0
Resulta que las circunferencias ¢ XAy +

describen una familia de T | (i _ _
circunferencias concéntricas. razando las graficas correspondientes:

4 y A

L1}

Determinamos grafica y analiticamente la familia de circunferencias de los siguientes datos:

2) ¢(0,2); p=23,4 5) C(-1,-1); p=1,2,3
3) ¢(,3); p=123 6) C(4,-2); p=56

7) Centro en la interseccion de las rectas: x —4y +3=0;2x+3y—-5=0

Actividad

8) Centro en el punto medio del segmento: A(—3, 3); B(3,-5)
9) Centro en el punto medio del segmento: P(2, 4); Q(—4, —2)
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4. Eje radical entre circunferencias m

Se refiere a determinar la posiciéon relativa entre dos circunferencias,
si las circunferencias son secantes, el eje radical pasa por los puntos de  Encontremos la posicion relativa
interseccion de dos circunferencias y la distancia entre los centros es menor ~ entre las circunferencias:
a la suma de los radios.
Cp: x*+y2—2x+16y=0
ER
Cp x2+y?—6x—4y=0

Para saber la posicion debemos
resolver el sistema de ecuaciones:

x2+y%—2x+16y=0 .1
x?+y*—6x—4y=0--1

. . . . . . . . 4x +20y =0
Si las circunferencias son exteriores, el eje radical se obtiene uniendo los x= -5y
puntos medios de los segmentos formados por los puntos de contacto de las
tangentes a las circunferencias. Sustituyendo en la  primera
ecuacion:

| ER (-59)2 +y2 —2(=5y) + 16y =0
25y2+y%+10y+16y =0

26y%+26y=0
26y(y+1)=0
y1=0 y,=-1

Reemplazando para el valor de x:
x=-5(0)=0 | x,=-5(-1)=5
x;=0 X, =5

Si las circunferencias son tangentes exteriores o interiores, el eje radical es
la tangente comun a ambas circunferencias y es perpendicular al segmento ~ Las dos  circunferencias  se
que forman los centros. intersectan en dos puntos:

A(0,0); B(5,-1)
| @

Determinamos graficando la posicion relativa de las circunferencias:

1) x2+y’=4x*+y*=25

2) x*P+y?-2y=4x*+y*-2x=17

3) x*+y*+4x—6y—10=0;x2+y* +2x—2y—12=0
4) x*+y?-2x—4y—-12=0;x*+y* +4x+6y—1=0
5) -2+ -1D*=9%x-1D*+@-2)%*=16

6) x2+y2=1x2+y2—10x+25=0

7) x+3)2+ @ -2%=15x-D*+@W+2)2=10 : .
8) (x+12+y+D2=9E-1D2+F-27%=16 ——

©
©
=
2
-
Q
<

Fuente: https://www.dreamstime.com/stock-photogra-
phy-concentric-rings-image 14650452
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L . 5. Tangente a una circunferencia
Posicion relativa de la

Una tangente a un circulo es una linea recta que toca el circulo en un solo
punto, llamado punto de tangencia. Esta linea es siempre perpendicular al
radio que pasa por ese punto.

circunferencia respecto a
una recta

Exterior
d>r
Tangente
g6 Ejemplo:
Hallamos grafica y analiticamente la ecuacion general de la circunferencia
cuyo centro es el punto (5, 2) y es tangente a larecta 3x + 2y — 6 = 0.
, Secante Encontramos primeramente la distancia del centro a la recta:
d<r c(;)l,%) 3% +2y—6=0
d Ah + Bk + C
r = = |
VA 1 B?
|3(5)+2(2)—6 15+4 -6
Ve . r = =
Posicion relativa de la | vz +22 Vi3
CIrcurPferenCIa co.n otra 13 \/— 13V13
circunferencia 3= V13
O e
En la ecuacion ordinaria:
Exteriores Tangentesexteriores (x — h)z + (y _ k)z — 2
=572+ -2)?2=V3
x=5*+@-2)*=13
InereEs Tangentesinteriores Desarrollamos la ecuacion ordinaria para encontrar la ecuacion general de
la circunferencia:
x2—10x +25+y* -4y +4 =13
x2—10x+25+y?—4y+4—-13 =0
Secantes Concéntricas x2+y2—10x —4y +16 =0

Encontramos la ecuacién de la circunferencia con centro “C ” y que es tangente a la recta dada:

1) €2, yL3x+4y—4=0 6) C(—4,-5) yL:2x+2y—5=0
©
LB 2) C(-2,4)yLi12x-5y+5=0 7) C(=1,-1)yL4x—3y—6=0
S
g 3) C(0,3)yLx+y—-2=0 8 (¢(-3,5yLy=3x-3

4) €B3,3)yLx+5/-10=0 9) C(B3,-2)yL5x+12y—4=0

5) C(4,0)yLx—y+3=0 10) €(0,0)y L:3x —2y +6 =10
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6. Aplicaciones

Problema: Vista frontal

Resolvamos la siguiente pregunta, ¢,cual es el lugar geométrico que describe
la trayectoria de un avion que sobrevuela una ciudad en una distancia
constante de 4 km de la torre de control del aeropuerto local, esperando
instrucciones para aterrizar?

Solucion:

Para resolver el problema, debemos tener una vista superior del avion que
describe una trayectoria en el plano cartesiano, haciendo que la torre de
control se situe en el origen del plano y tomando como radio a los 4 km.

De este modo tenemos los siguientes datos:
vy Vista superior

2 2 _ .2
€(0,0) x“Hyt=r / Avion
r=4 x%+y? =42
x2+y?=16

Es la ecuacion de la trayectoria del avion.

Resolvemos los siguientes problemas:

1) El servicio sismolégico nacional, detectd un sismo con origen en una localidad del pais a 8 km hacia
al Norte y 10 km hacia el Oeste de la localidad, con un radio de afectacién de 12 km. ;Cual es la
ecuacion del area afectada?

2) Una fuga de agua se produce en una zona de la ciudad, que esta a 3 km al Este y 5 km al Norte del
centro de la ciudad. La fuga produjo una inundacién de la zona de un radio de 9 km a la redonda.
¢,Cual es la ecuacion del area inundada?

3) En la pregunta 2), si la casa de Aneth se encuentra a 7 km al Este y 8 km al Sur del centro ¢ afectd
la fuga de agua a la casa de Aneth?

©
©
=2
2
e
Q
<

- VALORACION

Un area en especial que utiliza algunos principios geométricos es

el deporte, diferentes disciplinas deportivas para su efecto a la

circunferencia como elemento principal en el desarrollo del juego.

Las formas circulares que se utilizan siempre se pueden expresar

algebraicamente.

— Describimos y enumeramos, ¢en qué disciplinas deportivas
utilizan o aplican la circunferencia?

— Desde tu punto de vista, ¢ por qué es importante el uso de la
circunferencia en diferentes ambitos, rubros, profesiones, etc.?

Fuente: OpenAl, 2024

e PRODUCCION

El Hombre de Vitruvio, es una famosa obra de Leonardo da Vinci, elaborada alrededor
del afio 1490. En la imagen se observa una figura masculina en dos posiciones de brazos
y piernas e inscrita en una circunferencia y un cuadrado. Se trata de un estudio de las
proporciones del cuerpo humano, las proporciones descritas:

— El rostro desde la barbilla hasta la parte mas alta de la frente, donde comienzan las
raices del cabello, mide una décima parte de la altura total.

- El pie equivale a una sexta parte de la altura del cuerpo.
- La frente mide la tercera parte del rostro.

Verificamos estos datos midiendo tu propio cuerpo. Descubrimos las proporciones del i
Hombre de Vitruvio. Fuente: OpenAl, 2024
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LA PARABOLA

Las comunidades rurales en el Estado Plurinacional de Bolivia tenian
escaso acceso a vias y medios de comunicacién como el Internet, hasta que
se instalaron antenas parabdlicas satelitales para aumentar la cobertura de
Internet y de este modo reducir el costo de este tipo de servicios.

Rider es uno de los ingenieros en telecomunicaciones que propiciaron este
hecho, instalando las antenas, ubicando eficientemente los aparatos de
recepcion LNB (Low Noise Block) para que la antena reciba sefial satelital,
la sefial proviene del Satélite Tupac Katari, en cierta ubicacion.

Para este tipo de instalaciones se requiere de saberes y conocimientos de . .
geometria analitica para establecer sus calculos. Fuente: OpenAl, 2024

Analizamos la lectura anterior y respondemos las siguientes preguntas:

— En tu opinién, para este tipo de sefiales o emisiones satelitales, ¢ por qué crees que se utiliza la
parabola?, por ejemplo, ¢por qué no se utiliza la circunferencia?

— ¢ Cbmo funcionan las antenas parabdlicas que se instalaron en las comunidades?
- ¢Qué tipo de calculos tuvo que hacer Rider para establecer el lugar en que debe ubicarse el LNB?
- ¢Hacia donde y por qué estan direccionadas las antenas parabdlicas?

Actividad

1. Definicién de la parabola

Es el lugar geométrico donde se encuentran los puntos del plano,
que equidistan de un punto fijo, denominado foco y de una recta de
nombre directriz.

Posicion de la parabola

Parabolas positivas

Las parabolas pueden ser verticales u 2. Elementos

horizontales, se abren hacia arriba o hacia  |os elementos de la parabola son:
la derecha, estas posiciones dependen

del foco y de Ia directriz. - El eje de simetria o eje focal, es la recta que contiene al foco y

al vértice, las dos ramas de la parabola son simétricas respecto

te eje.
A y a este eje

- El vértice V, es el punto donde la pardbola se cruza con el eje
de simetria. Ademas, el vértice esta situado a la misma distancia

A
/ entre el foco y la directriz.
> - Elfoco F es un punto que se encuentra en el eje de simetria. La

distancia entre el foco y el vértice es igual a la distancia entre el
vértice y la directriz.

Arriba Derecha . . . . . )
- La directriz D, es una recta perpendicular al eje de simetria,
su distancia al vértice es igual a la distancia entre el foco y el
Parabolas negativas vértice.
Las parabolas pueden ser verticales u - El lado recto LR, es la cuerda que pasa por el foco y es
horizontales, se abren hacia abajo o hacia perpendicular al eje de simetria. Su longitud es 4 veces la
la izquierda, estas posiciones dependen distancia del vértice al foco.

del foco y de la directriz. R

Foco
Lado recto A/
. \z/Parébola
//‘ Vértice
14

»

P
<

Abajo Izquierda Directriz
Eje de simetria i
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3. Ecuaciones de la parabola
a) Parabolas verticales

Las parabolas verticales se caracterizan por tener el eje focal
paralelo al eje vertical. Cuando el vértice esta en el origen V(0, 0), la
ecuacion ordinaria o principal es:

V(0,0) x*=t4py
Una parabola es vertical y positiva si sus ramas se abren hacia

arriba y sera vertical y negativa si sus ramas se abren hacia abajo,
sus ecuaciones correspondientes son:

y
y & T

] D

llF

p 4

p X
D * F
xz = 4py xz = —4py

Ejemplo:

Encontramos la ecuacién de la parabola de foco en el punto (0,2)
ademas hallaremos su directriz y el lado recto.

Graficando los datos, nos damos cuenta que la parabola se abre
hacia arriba, el valorde p = 2.

x*= dpy
x2=4(2)y
x? =8y
Directriz: D:y=-p D:y =-2
Lado recto: LR =4p LR =8
i
o
an(O 12)
p =
-5 -4 -2 oy E 4 [ 8 =
. y=-2
Graficamos las siguientes parabolas:
1) x*=4y 3) x2+8y=0
2) x*=-12y 4) x?2=-—y

7) V(0,0); F(0,3)
8) V(0,0); F(0,2)
9) V(0,0);F(0,-2)

©
©
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2
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10) v(0,0); D:y = 4
11) v(0,0); D:y = —2
12) v(0,0); D:y = —1

®

EJE FOCAL PARALELO AL EJE “v”
(EJE VERTICAL)

Directriz
Vértice: v (0,0) Vértice: 1V (0,0)
Ecuacion: Ecuacion:
x* = 4py x* = —4py
Ecuacién general: | Ecuacion general:
x>+ Ey=0 x>+ Ey=0
Foco: F(0,p) Foco: F(0,—p)
Directriz: Directriz:
Lado recto: Lado recto:
LR = 4p LR = 4p
Parametro: Parametro:
E _E
P="7 =71

En el baloncesto, golf, futbol y otros
deportes, la trayectoria que describe
la pelota cuando es lanzada con un
determinado éngulo tiene una trayectoria
parabdlica.

5 x24+2y=0
6) x2-10y=0

Encontramos grafica y analiticamente las ecuaciones de las siguientes parabolas:

13) Vv (0,0); F(0,—4)
14) v(0,0); F(0,—5)
15) v(0,0); D:y —5=10

Deporte parabolico

O
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J
[ romuirio
Las parabolas verticales se caracterizan por tener el eje focal

EJE FOCAL PARALELO AL EJE “x” paralelo al eje horizontal. Cuando el vértice esta en el origen (0, 0),
(EJE HORIZONTAL) la ecuacion ordinaria o principal es:
2 _
o y© = t4px
S
-g F 8 Una parabola es horizontal y positiva si sus ramas se abren hacia
§ Focg O_CO 0 S la derecha y sera vertical y negativa si sus ramas se abren hacia la
) _.(p_‘z Sﬁ- izquierda, sus ecuaciones correspondientes son:
X = 2.5 (0 !O)
Vértice | Vertice YA y
Vértice:  V(0,0) Vértice:  V(0,0)
F F p
Ecuacion: Ecuacion: v
y? = 4px y* = —4px
Ecuacion general: | Ecuacion general: D
y*+Dx =0 y2+Dx =0 D !
Foco: F(p,0) el y® = 4px y® = —4px
Directriz: Directriz:
Xx=-p xX=p Ejemplo:
Lado recto: Lado recto: Hallamos la ecuacion de la parabola de foco en el punto (1, 0)
LR =4p LR = 4p ademas encontraremos su directriz y el lado recto.
Parametro: Parametro: Graficando los datos, nos damos cuenta que la parabola se abre
- _ B S 2 hacia la derecha, el valor de p = 1:
P="7 P=77%
y?=4px
y=4(Dx
Parroquia San Miguel y*=4x
Ubicada en la ciudad de La Paz, esta Directriz: Dix=—p D:x=-1
construccion tiene su estructura en forma Lado recto: LR =4p LR =4

de arco parabdlico.

Fuente: https://www.bolivia.com/vida-sana/noticias/ora-
cion-para-alejar-el-mal-san-miguel-arcangel-374289

Graficamos las siguientes parabolas:
1) y*=4x 3) y?-8x=0 5) y*-2x=0

2) y*=12x 4) y*=x 6) ¥y*+10x=0

Encontramos grafica y analiticamente las ecuaciones de las siguientes parabolas:

7) v(0,0); F(2,0) 10) V(0,0); D:x = —4 13) V(0,0); F(4,0)
8) V(0,0); F(-3,0) 11) V(0,0); D:x =2 14) V(0,0); F(5,0)
9) V(0,0); F(-2,0) 12) V(0,0); Dix=1 15) V(0,0); D:x—5=10

Actividad
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c) Parabolas con vértice fuera del origen

Son parabolas que tienen el vértice en un punto distinto del origen, vale decir que su vértice esta en: V(h, k)
Sus ecuaciones, sus elementos y su grafica serian:

EJE FOCAL “X”
EJE FOCAL PARALELO AL EJE “X”
EJE HORIZONTAL
PARABOLA HORIZONTAL

EJE FOCAL “Y”
EJE FOCAL PARALELO AL EJE “Y”
EJE VERTICAL
PARABOLA VERTICAL

(y — k)2 =4p(x—h)

Y -Kk?=—4px-h

v 4 4 A YA
Y ! L y=k-p
F(h,k —p) P N
'3 D 0 S i i ! | \
v / F(h,k—p
! 1 by
x=h—-p
Vértice: Vértice: Vértice: Vértice:
V(h,k) V(h,k) V(h,k) V(h, k)
Ecuacion: Ecuacion: Ecuacion: Ecuacion:

(x—m?=4ply—k)

x—h?=—4p@y -k

Ecuacion general:
y2+Dx+Ey+F=0

Ecuacion general:
y?+Dx+Ey+F =0

Ecuacion general:
x*+Dx+Ey+F =0

Ecuacion general:
x*4+Dx+Ey+F=0

Foco: Foco: Foco: Foco:
F(h+p,k) F(h—p k) F(h,k +p) F(h,k —p)
Directriz: Directriz: Directriz: Directriz:
x=h-p x=h+p y=k—p y=k+p
Lado recto: Lado recto: Lado recto: Lado recto:
LR =4p LR = 4p LR =4p LR = 4p
D E F — k? E D F — h?
P=-7 k=-= h=- P=-7 h==—  k=-
4 2 4p 4 2 4p

Para resolver cualquier ejercicio relacionado a la parabola, debemos tomar en cuenta la posicion de la misma en el
plano cartesiano, hay ciertas palabras o enunciados que nos pueden guiar para poder identificar su posicion, por

ejemplo:

— Parabola horizontal, eje horizontal, eje focal paralelo al eje “X”, o eje focal “Y”, estos enunciados nos permiten
identificar que la parabola se abre hacia la derecha si es positiva o hacia la izquierda si es negativa.

— Parabola vertical, eje vertical, eje focal paralelo al eje “Y”, o simplemente eje focal “Y”, estos enunciados nos
permiten identificar que la parabola se abre hacia arriba si es positiva o hacia abajo si es negativa.

(Lado recto):
1)

©
©
=2
2
-
(%]
<

2)

D

3)

IV

En las siguientes parabolas, identificamos el vértice, el foco, el parametro, la directriz y el LR

Y
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Ejemplo:

m Determinamos grafica y analiticamente la ecuacion de la parabola de

vértice en el punto V(3, 1) y cuyo foco esta en el punto F(3, 3)

Y A
Lo primero que haremos es graficar los datos del ejercicio, se ve que la
® parabola se abre hacia arriba, entonces la ecuacion sera:
4 F(3.3) 2 _
o v (% , %) (x—h)? =4p(y —k)
2
F(3,3) (x-3?=4) -1
V3,1 A p=3-1=2 x?—6x+9=8y—8
2 0 2 4 6 8 2 x40 _8yt8 0
=2 x“—6x+9—-8y+8=
, y=-1 p Y
Ecuacion de la parabola: x* —6x —8y + 17 =0
Y A Ejemplo:
6 Hallamos grafica y analiticamente la ecuacion de la parabola de
vértice en el punto V(1,3) y cuya directriz es la recta x+2=0.
~ 4 Graficamos los datos del ejercicio, se nota que la parabola se abre
x=-2 o F(4,3) hacia la derecha, entonces la ecuacién sera:
V(,3)
? v(1,3) (= k)2 = 4p(x — h)
h'k
- D:x =-2 (y=32=43)(x-1)
T ° \ o x p=1-(-2)=1+2=3 y2—6y+9=12x—12
p=3 y2—6y+9—-12x+12=0

2
—4x—2y+10=0
x BT Ecuacion de la parabola: y? — 6y — 12x +21 = 0

Y
8 Ejemplo:
Encontramos grafica y analiticamente la ecuacion de la parabola de
vértice en el punto V(2,3) y que pasa por el punto P(0,5)
P(0,5)
, (x—h)?=4p(y — k) (x —h)? =4p(y — k)
_ 92 — _ N2 =a(Y (v —
v(2.3) ©0-272=4pG-3) (x-2?=4(3) v ~3)
2 V(2,3) P(0,5) (-2)2 = 4p(2) x*?—4x+4=2y—-6
x'y
— - 2 _ — =
Py 3 ) r )—( 4=28p x“—4x+4-2y+6=0
_2_1 2 4x-2y+10=0
P=35=3 X x — 2y =

Resolvemos los siguientes ejercicios tomando en cuenta los datos que se dan:

1) V(2,2);F(4,2) 7) V(-1,-1);D:y—2=0
T 2) V(3,1);F@3,3) 8) V(3,2);D:x—4=0
B 3) V(4,0);F(1,0) 9) V(-3,-3);D:x+1=0
§ 4) V(3,2);F(3,-2) 10) V(0,—3); D:y+3=0
5) Eje horizontal: V(2,0); P(—2, 3) 11) Eje vertical: V(—1, 2); P(—2,4)

6) Eje vertical: V(1,1); P(—1,4) 12) Eje horizontal: V(-2, 2); P(2 ,—4)
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e [ Graficas ]

Las ecuaciones de la parabola se identifican de acuerdo al eje de simetria.

)
=}
Eje de simetria vertical o Eje de simetria horizontal o
paralelo al eje “Y” paralelo al eje “X” n
x2+Dx+Ey+F=0 y2+Dx+Ey+F =0 z
Ejemplo: o

Encontramos la ecuacién candnica, el vértice, el foco y la directriz de la
parabola y*— 6y —4x + 17 = 0. \
Encontramos la ecuacion candnica:

y*— 6y =4x—17 5
Yy —6y+9=4x—17+9 s F2,1)
(y—3)2=4x—8 N
¥ —3)*=4(x—2) N7 4 ¢

\

Parametro: dp=4 = p=1 V(2,-1)

Vértice: V(2,3) Foco: F(h+p,k)=(2+1,3)=(3,3) 2 '

Directriz: Dix=h—p = D:x=2-1 = D:ix=1 =
Lado Recto: LR=4p = LR=4(1) = LR=4 -

Ejemplo:

Encontramos la ecuacion candnica, el vértice, el foco y la directriz de la

parabola x?—4x—8y—4=0. Deporte parabolico

Encontramos la ecuacion canonica: En el deporte de baloncesto,

X2 —4x =8y + 4 se puede evidenciar mas
claramente 'y con mucha

x*—4x+4=8y+4+4 frecuencia la trayectoria
(x=2)?=8y + 8 parabdlica.
(x—2)’=8(y+1)

Parametro: 4p=8 = p=2

Vértice: V(2,-1) Foco: F(h,k+p)=(2,-1+2)=(2,1)

Directriz: D:y=k—p = D:y=-1-2 = D:y=-3

LadoRecto: LR=4p = LR=4(2) = LR=8

Fuente: OpenAl, 2024

Determinamos la grafica, la ecuacion candnica y los elementos de las siguientes parabolas:
1) x*—6x—8y+25=0 7) y*—12x—4y+88=0
2) xz—4x—2y+10=0 8) y*—8x+2y+9=0
3 xz:gi;iz;—()B:O 9) y'—12x—6y-21=0
5 10) y* —8x— 6y +33=0
2

Actividad

5) —8x—8y+24=0 5
6) x*—4x— 18y +40=0 Ay = 205 =Gy 0=
12) y* +12x — 12y =0




SEXTO ANO DE ESCOLARIDAD 2025

5. Parabola que pasa por tres puntos

Parabola que pasa por Si se conocen tres puntos de la parabola, sea vertical u horizontal, es posible
tres puntos encontrar su ecuacion resolviendo un sistema de ecuaciones de 3x3.

Ejemplo:

Hallamos la ecuacion general de la parabola de eje focal paralelo al eje
“Y”, si pasa por los puntos: A (1,2); B(2,1);C(5,2)

Eje focal paralelo a “Y”: x>+ Dx+ Ey+F=0

A(1,2)=> 1?+DW)+EQR)+F=0 = D+2E+F=-1
x y

B(2,1)=>22+D(2)+E(1)+F=0 > 2D+E+F=-4
X'y

C(5,2)=> 52 +D(B)+EQR)+F=0=5D+2E+F =-25
Xy

Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos los siguientes valores:
D=-6;, E=-3; F=11

La ecuacion buscada es:

x*—6x—3y+11=0

6. Tangente a una parabola

La recta tangente a una parabola en el punto (xo, yo) se determina
segun la posicién de la parabola, esta puede ser:

: ) gy = DT
Horizontal: Y=Y 20, — 1) (x = x,)

_ 20w — k)
Vertical: Y=Y = ﬁ (x = x)
Ejemplo:

Hallamos la ecuacion de la recta tangente a la parabola y* = 12x en el
punto (3, 6).

La parabola es horizontal y positiva.
» Utilizando la ecuacioén de la recta tangente a una parabola:

X
_ Yo—k
Fo(3:%) Ul Temny s L
-2
6—0
V(’(l),g) y—6=m(x—3)
= 6
p=3 y—6=g(9€—3)

y—6=x-—3
Es la recta tangente pedidaes: x—y+3=0
Escribimos la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos y cuyo eje de simetria es:

1) A(0,0); B(8,—4); €C(3,1) yeje focal ‘x”.  3) P(3,3); Q(6,5); R(6,-3) Yy eje focal “X".
2) A(-2,1); B(1,2);C(-1,3) y eje focal “x*.  4) P(4,5); Q(—2,11); R(—4,21) y eje focal “Y”.

Determinamos la ecuacion de la recta que es tangente a la parabola en el punto dado:

Actividad

5) x*=8yenelpunto P(4,2) 7) y*—4x—6y+17=0en el punto P(3,5)
6) x*—4x—2y+10=0 en el punto P(4,5) 8) x*—8x—8y+24=0 en el punto P(8,—3)
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7. Aplicaciones

Problema:

Una antena parabdlica satelital tiene un diametro de 1.5 m, su profundidad
es de 25 cm, ¢a qué altura se debe colocar el receptor? (habitualmente
el receptor de sefal lleva las siglas LNB).

Cuando una onda emana del LNB (foco) y choca con la superficie de la
antena parabdlica, esta se refleja en paralelo con un eje vertical. Asi es
como emiten senal las antenas parabdlicas.

Se construye una parabola con vértice en el origen y eje de simetria
vertical. El diametro de la antena es de 1.5 metros y su fondo es de
25 centimetros. Como la parabola es simétrica, pasara por los puntos EE T

(—=0.75,0.25) y (0.75, 0.25). Fuente: OpenAl, 2024

Utilizando la ecuacion de parabola vertical con vértice en el origen

y rgemplaz_r?mdo uno de los puntos en la misma, determinamos el ~x? =4(0,56)y vu y

parametro fijo que representa el lugar en que se debe colocar el LBN. __\;___________T _____________ 74{__‘
X*=4py = (=0.75)?=4p(0.25) N 'F(0,0.56)//'/

Asi, las coordenadas del foco se dan por (0, 0.56) -0.75 ) o075 X

De este modo, la altura a que se debe colocar el receptor o LNB es de
56 centimetros del vértice de la antena parabdlica.

Resolvemos los siguientes problemas:

1) Dos torres sostienen un puente colgante, cuya altura es de 24 metros. Si las torres se separan por
36 metros y el puntal mas corto mide 6 metros, ¢ cual es la altura de un puntal que se encuentra a 6
metros del centro del puente?

2) Una antena parabdlica tiene 3 m de ancho, en la parte donde esta situado su aparato receptor, ¢a
qué distancia del fondo de la antena estara colocado el receptor de sefal?

Actividad

Las zonas rurales y muy alejadas de nuestro pais, para tener acceso al
servicio de internet y de telefonia, recurren a la sefal satelital para poderse
comunicar con el resto del pais y el mundo. Para ello, el gobierno instalé
antenas parabdlicas satelitales cuyo funcionamiento parte de la forma
parabolica que tiene esta y que identificando el foco de la forma parabdlica
de la antena se provee de sefal satelital a toda una comunidad.

- ¢Conoces estas antenas parabdlicas y su funcionamiento?

— Conversamos con companeros de clase sobre |la importancia del servicio
que nos brindan las antenas parabdlicas, ya que mediante estas sefiales
se puede establecer comunicacion entre distintas regiones del pais y el
mundo.

Fuente: OpenAl, 2024

e PRODUCCION

- En equipos o grupos, analiza criticamente porque es importante el uso de la parabola para emitir diversos tipos
de sefales, ¢ qué pasaria si utilizamos una circunferencia?

— Tomando en cuenta el analisis anterior, deben indagar por grupos de trabajo comunitario sobre los beneficios de
las propiedades de la parabola, su importancia y su aplicabilidad.

— Recortamos del periddico o revistas, objetos productivos, culturales, econémicos o tecnolégicos donde se
utiliza o se ha utilizado la parabola. Por ejemplo, las aguas danzantes del parque de la familia de la ciudad de
Cochabamba.

- Investiga de forma individual, ¢por qué el disefio de puentes debe tener forma parabdlica, ya sea en la parte
superior o inferior? Debate con las investigaciones de tus otros compaferos, compara y analiza. @
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

LA LINEA RECTA

Ecuacion punto pendiente

1) Determina grafica y analiticamente la ecuacion de la recta, si pasa por el punto y de pendiente conocidos:
3
a) P(2,3);m=—1 ¢ R2,-2xm= e) P(-2,-3);m=025

b) Q(—3,0);m=2 d) P(_6’_2);m=_§ f) P(0,4);m=5

Recta que pasa por dos puntos
2) Encuentra grafica y analiticamente la ecuacién de la recta, si pasa por los puntos dados:

a) A(3,-3);B(0,-2) d) A(2,-5); B(—4, 3) g) P(0,1)yQ(-3,0)
b) A(5,3);B(=2,-4) e) A(-3,3); B(2,-1) h) P(3,-4)yQ(—2,-5)
c) A(4,2);B(0,-5) f) M(4,-1);N(=2,3) i) R(0,-2)yS(-5,5)

Recta abscisa y ordenada en el origen
3) Halla grafica y analiticamente la ecuacion de la recta, si tiene abscisa y ordenada en el origen:

a) a=4, b=2 b) a=-2; b=3 c) a=3; b=1 d a=5 b=-4
4) Encuentra grafica y analiticamente la ecuacion de la recta, si tiene ordenada en el origen y su pendiente:
1 1 3
a) b=2, m=-3 b) b=3, m=4 c) b=3’ m=—— d) b:—; m= —
2 2 4
Ecuacion general de la recta
5) Traza la grafica y encuentra la pendiente y la ordenada de las siguientes rectas:
a) 2x+y—6=0 c) 2x+2y—-7=0 e) x+y—-5=0
b) x+3y—-4=0 d x+2y—4=0 f) 3x—4y—-8=0
APLICACIONES DE LA LINEA RECTA
Distancia de un punto a una recta
1) Determina gréfica y analiticamente la distancia del punto a la recta:
a) P(3,5);x+2y—1=0 c) P(0,4);12x—5y—6=0 e) P(1,1);4x—y—4=0
b) P(-2,3);3x—y+5=0 d) P3,-2);x+3y—3=0 f) P(3,0);3x—4y—4=0
Distancia entre rectas paralelas
2) Encuentra grafica y analiticamente la distancia entre las siguientes rectas:
a) 12x+5y—10=0y 12x+5y+6=0 c) x—2y—4=0yx—2y-7=0
b) 6x+8y—15=0y 6x+8y+5=0 d) 3x+4y—8=0y 3x+4y+9=0
3) Determina la ecuacién de una recta que diste 4 unidades respecto a la recta:
a) 3x—4y+3=0 b) 6x—8y+9=0 c) 12x+5y—10=0
4) Enlos siguientes ejercicios, encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto dado y la recta.
a) P(5,4);y—2x=0 e) PO,1);x+y—10=0
b) P(3,3);y—2x+6=0 f) P(4,-3);x+2y—4=0
c) P(-3,5;x—y=0 g) P(-3,2);3x—-2y—-5=0
d) P(—-1,-1);2y—x—-1=0 h) P8,0);x—3y+3=0

i) Halla la ecuacion perpendicular a la recta 4x + y — 1 = 0 que pase por el punto de interseccion de las
rectas:

2x—=5y+3=0;x—-3y—7=0.

O,




EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA ® AREA: MATEMATICA <‘>

LA CIRCUNFERENCIA
Elementos de la circunferencia

1) Halla grafica y analiticamente el centro y el radio de las siguientes circunferencias:

a) ¥*+y*—4=0 d) x-2)%+(@-272=4 g) ¥*+y*—4x+2y—1=0
b) x*+y*—16=0 e) (x—372+(+4)>*=16 h) x*+y*+6x+4y-7=0
c) x*+y*—-25=0 f) (x+1D*+(@y+4)?*=9 i) ¥*+y*+2x+2y-6=0

Ecuacion candnica

2) Encuentra gréfica y analiticamente la ecuacién de la circunferencia, de centro en el origen y radio:

a) r=2 c) r=+5 e) r=15 g) r=+vV17
b) r=4 d r=+v12 fy r=075 h) r=+21

Ecuacion ordinaria

3) Determina grafica y analiticamente la ecuacion general de la circunferencia, si se dan los siguientes datos:

a) c(B,-2)yr=3 c) c,-3)yr=2 e) C@,0yr=v3

b) ¢(-1,2)yr=5 d) Cc(-4,-3)yr=4 f) c@,2)yr=v7

g) C(2,3)y sudiametro mide 6 unidades. h) C(—1,—-3)y su didmetro mide 8 unidades.
4) Encuentra grafica y analiticamente la ecuacion general de la circunferencia, si se dan los siguientes datos:

a) C(2,-2)y pasa por el punto (4,—-2) c) (€(0,2)y pasa por el punto (3,—1)

b) C(1,-3)y pasa por el punto (2, 3) d) C(3,0)y pasa por el punto (3, —3)

5) Halla grafica y analiticamente la ecuacién general de la circunferencia, si se dan los puntos del diametro:
a) A(0,5)yB(1,-1) b) A(3,-2)yB(-3,4) c) P(2,4)yQ(-4,-2)

6) Determina grafica y analiticamente la ecuacion general de la circunferencia, si se dan los siguientes datos:
a) Centroen (1,5)ytangente al eje “Y”. b) Centro en (-3, 3) y tangente al eje “X”.

7) Encontramos la ecuacion ordinaria de la circunferencia que pasa por el punto P(3 , 3) y es concéntrica a la
circunferencia x> + y* —8x + 4y + 5=0

8) Determinar la ecuacion de la recta tal que es tangente a la circunferencia x* + y* — 8x — 54y + 215 =0 en el
punto (3, 4)

9) Encuentra la distancia entre los centros de las siguientes circunferencias: x* + y* + 2x — 6y — 12 =0y

(x—3)%+y*—11=0

Intersecta grafica y analiticamente los siguientes lugares geométricos:

a) x*+y*—8x—-2y+8=0;x+y—2=0 b) x*+y*+4x—6y=3; x*+y*—8x—6y=—21

Encuentra la ecuacién general de la circunferencia tomando de referencia las siguientes graficas:

10

~

1"

~

a) b) c)

P(17,4)

Q(2,4)
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APLICACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA

Circunferencia que pasa por tres puntos

1) Encuentra grafica y analiticamente la ecuacion general de las circunferencias que pasa por los puntos:

a) A(5,3); B(6,2);C(3,-1) e) A(-3,2); B(1,-4);C(9,6)
b) P(6,2); Q(7,1); R(8, —2) f) P(4,0)0Q(0,3);R(-2, -2
c) A(1,—4); B(3,-2); C(4, 5) g) A(3,0); B(1,4); C(—6,-3)
d) P(—4,-3);Q(0,0);R(—1,-7) h) P(-3,3);Q(0,0);R(3,3)

Familia de circunferencias

1) Determina la familia de circunferencias que cumplen las siguientes condiciones:
a) €(2,2;p=1,23 b) €(0,3);p=1273 c) C(0,0);p=1273
d) Centro en la interseccion de las siguientes rectas: x —4y+3=0; 2x+3y—-5=0y p=1,2,3
e) Concéntricas con la circunferencia: x* + y*+ 2x — 4y —11=0yp=1,2,3

Tangente a una circunferencia

1) Halla grafica y analiticamente la ecuacién de las siguientes circunferencias:
a) C(1,2)ytangentealarecta2x—3y+4=0 d) C(2,4)ytangentealarecta3x—4y—-5=0

b) C(—1,3)ytangentealarectax—y+5=0 e) C(2,1)ytangentealarectax—2y+5=0
c) C(-2,3)ytangente alarecta4x+3y+4=0 f) C(0,2)ytangentealarectax+y—2=0

2) Calculemos la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos P(2,3) y Q(—1, 1), ademas su centro
esta situadoenlarectax—3y—1=0
3) Encontremos la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos P(1,—4) y Q(5, 2) tal que su centro esta
situadoenlarectax—2y+9=0
4) Determinemos la ecuacion general de la circunferencia de radio 5 que sea concéntrica a la circunferencia
x> +y*+2x—4y+1=0
5) Halla la ecuacién de la circunferencia inscrita en el cuadrado oABCD donde A(5,0) y B(5, 12) estando C a la
derecha de B.
Problemas de aplicaciéon
Resuelve grafica y analiticamente los siguientes problemas:
1) Halla el valor de k para que la circunferencia x* + y* — 4x + 10y — k = 0 tenga un radio igual a 5.
2) Encuentra el valor de k para que la circunferencia x*> + y* — 8x + 10y + k = 0 tenga un radio igual a 7.
3) Determina la ecuacion general de la circunferencia cuyo centro se encuentra en la interseccién de las rectas
x+2y—4=0y3x+y—7=0,ademas pasa por el punto donde se cruzan las rectas 3x +2y+8=0yx+y +3=0
4) El centro de investigaciones sismoldgicas detectd un sismo con un epicentro ubicado a 4 km al este y 3 km al
sur del centro. El area afectada tiene un radio de 5 km. ;Cual es la ecuacion de la circunferencia que delimita
esta area y que afecté al centro de investigacion?
5) Los pobladores y las autoridades acordaron construir un Centro de Salud pero que tengan la misma distancia
a sus comunidades. La comunidad P esta a 4 km al este y 5 km al sur del centro de salud, la comunidad Q esta
a 6 km al norte y la comunidad R a 7 km al este y 2 km al norte. ¢ En qué lugar se construye el centro de salud?,
¢, qué distancia recorreran los comunarios, en linea recta, para llegar al centro de salud?

6) Un avion sobrevuela la torre de control esperando respuesta para poder aterrizar. Determina el radio entre la
torre y el avidn, obtener el perimetro del movimiento del avion si vuela con una trayectoria x*+y*—6x—8y—11=0
y determina las coordenadas de la torre.

7) Se notificé una fuga de agua con origen en una zona a 10 km al este y 12 km al sur del centro de la estacion
central de una ciudad. El agua inundd la zona en un radio de 4 km a la redonda. ¢ Cual es la ecuacioén del area
@ inundada? ¢ Fue afectada la zona que esta a 6 km al este y 8 km al sur de la estacién?
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LA PARABOLA
Elementos de la parabola

1) Graficar y hallar los elementos de las siguientes parabolas:

a) xz=8y d) (x—-2)2=8(y+3) 9) (v+2)’=4(x-2)
b) = 4x e) (x+3)°=—4(y—4) h) (y-3)"=-8(x+3)
c) x*—-2y=0 ) (x—1)%=12(y-2) i) O-57=12(x+1)

Ecuacién principal u ordinaria de la parabola

2) Encuentra la ecuacion general de la parabola si se conocen los siguientes datos:

a) V(0,0);F(4,0) d) V(5,2);F(5,6) g) V(2,3);F(2,0)
b) V(0,0); D: x+3=0 e) V(3,2;D:y—5=0 h) V(-1,-1);D:y—3=0
c) F(-1,0); D:y+4=0 f) F(=2,4);Dx—2=0 i) F(1,2);D:x+3=0

j) Vértice en (2, 3) y que pasa por el punto (4, 5) de eje paralelo a “Y”.
k) Vértice en (1, 2)y que pasa por el punto (-3, 4) de eje paralelo a "X”.
3) Transforma las siguientes ecuaciones generales a su forma principal:

a) xX’+2x+y-8=0 c) X*—4x—2y+10=0 ) y2+12x—4y—44=0

b) x*—6x+12y—-15=0 d) y*+16x—8y+48=0 f) y*—12x—2y+1=0

g) Encuentra la ecuacion general de la parabola cuyo lado recto une los puntos: (3,3) y (3, —5)

h) Halla la ecuacion general de la parabola si el foco se encuentra en la interseccion de las rectas:
2x+3y—5=0y 4x—y+11=0, si su vértice se halla a tres unidades a la izquierda del foco.

i) Determina la ecuacion general de la parabola de vértice en el punto V(4, 2) y lado recto de 8 unidades,
su eje es horizontal.

j) Halla la ecuacion de la parabola de vértice en (2, 7) y foco en el centro de la circunferencia
9x* + 9y* — 72x — 126y + 36 =0

k) Encuentra los puntos de interseccion de la parabola x* —6x —y+11=0ylarectax—y+1=0

Parabola que pasa por tres puntos

4) Determina la ecuacion general si la parabola pasa por los siguientes puntos:

a) A(3,3);B(6,5); C(6,-3) d) P(0,5) 0(-2,2); R(Z,10)
b) P(3,-4); Q(=3,—4); R(0,0) e) A(6,1); B(16,6); C(~2,3)
c) A(10,9); B(~2,3); C(6,3) f P(L.0) 03,00 R2, 1)

Recta tangente a una parabola
5) Encuentra la recta tangente a la parabola en el punto dado:

a) y*+5x+5=0;P(-6,5) c) y*+4x—6y+1=0;P(-2,-1)
b) x*—4x-2y+2=0;P(4,1) d) x*—10x—16y—23=0; P(1,-2)

Problemas de aplicacioén

Analiza y resuelve los siguientes problemas:

6) Un arco parabdlico tiene una altura de 9 metros, su base 12 metros. Hallar la ecuacion y la altura de los puntos
del arco situados a 4 metros del centro.

7) Dos nifios estan separados por 5 metros uno del otro, sujetan una cuerda a un metro de altura. Obtener la altura
de la cuerda a 1,5 metros del centro de la parabola que forma la cuerda.

8) La distancia entre dos soportes verticales de un puente colgante es an m
de 600 m y la altura de un pilar es de 150 m, como se muestra en =
la figura de la derecha. Si el cable tiene forma parabdlica, obtener su gl
ecuacion y la altura del cable a 50 m del centro. (El vértice es el origen 2

de coordenadas) S T S EVNEE | —
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LA ELIPSE Y LA HIPERBOLA

Mario es fisico de profesion y trabaja en el planetario Max Schreier de la
Universidad Mayor de San Andrés.

Su pasion son las ciencias y el estudio de los planetas lo condujo a obtener el
diploma de Fisica y especializarse en Astronomia, pues uno de sus suefos
es trabajar en la NASA.

En estos ultimos meses, por las noches accede al telescopio del planetario,
para observar el movimiento de los planetas, asteroides, cometas y otros
cuerpos celestes, ha verificado que su desplazamiento alrededor de una

) . . T Fuente: https://www.culture.ru/events/4410794/
oOrbita sigue una trayectoria eliptica con respecto a otros cuerpos mayores. Kosmicheskoe-puteshestvie Zinstitute=49094

Respondemos las siguientes preguntas:

- ¢Cual es la ley que determina la trayectoria eliptica de los planetas?
- ¢Como se expresa el movimiento eliptico en la mecanica y la electricidad?
- ¢Sera que el Sol también presenta una trayectoria eliptica alrededor de otra estrella?

@ TEORIA

Es el lugar geométrico que describe a los puntos cuya suma de las
distancias a dos puntos fijos distintos del plano (focos) es constante.

Eje Normal
Vér_t_icg_\_menor @
' < Vertice| Foco N\ z co  Vértice
Mayor : Way or Ee Focal
. : Lado recto
Vérticj/‘menor (LR)

Es facil apreciar visualmente a - Losejes de simetria son el eje focal o principal y el eje normal o secundario.
las secciones cénicas. Estas - Losvértices mayores Vy V'enlos que el eje focal y la elipse se intersectan.
resultan de los diferentes - Los vertices menores B y B' en los que el eje normal y la elipse se

cortes que se realizan a un intersectan.
cono. En este ejemplo vemos - Los focos son los puntos fijos F y F' ubicados en el eje mayor. La distancia

un corte transversal, cuya entre los focos es 2c.

regién sombreada aparece una - El centro C, es el punto medio del segmento que une a los focos. La
distancia c del centro a cualquiera de los focos se denomina distancia
focal.

- El eje mayor es el segmento sobre el eje focal, comprendido entre los
vértices mayores. Su longitud es igual a 2a. El semieje mayor es el
segmento que une el centro con uno de los vértices mayores.

Actividad

regién conocida para nosotros:
la elipse.

— El eje menor es el segmento sobre el eje normal comprendido entre los vértices menores. Su longitud es igual a
2b. El semieje menor es el segmento que une el centro con uno de los vértices menores.

- La excentricidad “e” es el cociente entre la distancia focal y la longitud del semieje mayor.

O,
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®

a) Ecuaciones

Dependiendo de la posicion del eje focal en el plano, nresentamos las

ecuaciones en la siguiente tabla:

EJE HORIZONTAL O EJE DE
LAS ABSCISAS

EJE VERTICAL O EJE DE LAS
ORDENADAS

EJE FOCAL PARALELO AL EJE X

EJE FOCAL PARALELOALEJEY

fY
By
_ar v
C \ R
V2 F'z’ Fyo ] £ B, ':‘ ¢ B
_— _ \,\ F, /
B x
x-n’ G- x-m? G-B
. 1 7
Ecuacion: — b7 Ecuacion: — PrE
Centro: C(h, k) Centro: C(h, k)

Focos: F, (h+c,k) F,(h-k,k)

Focos: F, (b k+c) F,(hk-c)

Vértices Mayores:

Vértices Mayores:

V. (h+a,k) V,(h—a,k) V. (h,k+a) V,(h,k—a)

Vértices Menores: Vértices Menores:

B, (h ,k+Db) B,(h,k—b) B, (h+b,k) B,(h—b,k)
a? a

Directrices: x=ht - Directrices: x=k+ -

R_elaciép de 2 = g2 — b2 a? = b2 + 2 p2 = g2 — 2

distancias:

Ecuacién General:

Ax*+By*+Dx+Ey+F=0

A _Vaz -p? .
Excentricidad: a =" €<
2b?
Lado Recto: LR =—

Eje mayor: 2a

Eje menor: 2b

Semieje mayor: a

Semieje menor: b

Ejemplo:

Hallamos la ecuacion de la elipse de eje focal paralelo al eje X, cuyos
vértices mayores estanenV (8,3)yV,(-8,3),focosenF (4,3)y
F,(4,3). La grafica tiene eje focal paralelo al eje X.

El centro viene dado por
8+8

c(h,k)=(‘2

,3”)_(0 3);h=0yk =3

El semieje mayor: h+a=0+a=8=a=8

Valordec:h+c=0+c=4=c=4
Relacion de distancias:
b’=a*—c*=64—16=48
Ecuacion:
(x—h)?

(x —0)?

Lo 2 -

vy —k?
tey =

a? a?

b2 64 48

Elipse con centro en el
origen

EJE HORIZONTAL O EJE DE
LAS ABSCISAS

EJE FOCAL PARALELO AL EJE
X

w ey

B1(0,b) .~

TN

b ] )
Fy(+c,0) F (q: 0) \I’V1 (a,0) ).(

W(-a, 01" . ¢
€(0,0) |

: /
Rp1~8a0, =B 1R,

Ecuacion:

Centro: C(0,0)

Focos: F (c,0) F,(c,0)

Vértices Mayores:

V.(a,0) V. (a,0)

Vértices Menores:

B,(a,0) B,(a, 0)

+ @
Directrices: T =z

EJE HORIZONTAL O EJE DE
LAS ABSCISAS

EJE FOCAL PARALELO AL EJE

c0,0) |

Ecuacion: b2

Centro: €(0,0)

Focos: F (0,c) F,(0,-0)

Vértices Mayores:

V.(0,a) V,(0,-a)

Vértices Menores:

B, (b, 0) B,(-b, 0)

aZ

+—

Directrices: v L
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Graficas de los ejemplos

w7
i
/ \\
/ \
7
{ \
€(0,3) |
V,(-8,3 q . - Pa(8.3)
F,(—4,3) Fi(4,3) |
\ /4
Y -4 0 4 8
\ e
—. //
S I
by
7 T~
—§/ 01 2 \7 X
/ \
-1 . ey }

<

Actividad

1) VerticesenV (9,6),V,(—
2) VerticesenV (6,1),V,(—2,1)y Focos en F (7,6), F,(7,6)

3) Focosen F,(5,2),F,(3,2)y excentricidad de un tercio.

4) Centroen (4,—1) y uno de sus focos es (1, —1) y pasa por el punto (8, 0).
5) Centro en (4, 2) y uno de sus focos es (1, —1).

6) Dada la elipse 4x*+ y*— 16x + 6y — 75 = 0, encontrar el centro, vértices, focos,
excentricidad y el Lado Recto de la elipse.

Ejemplo:
Para encontrar la ecuacién general, multiplicacmos a la suma de las
fracciones por el M.C.M :

2 _ 2
x+(V3)

- — . 2 —2)2 —
” 5 1 //-192 = 3x% +4(y — 3)2 =192

3x*+4(y*—6y+9)—192=0
3x*+4y*— 24y — 156 =0

Excentricidad: c 4 1
= = —_- = —
€TaT 7872
Lado Recto: 2h2
LR = Tz LR =12
Directrices:
a? 64
c 4
Ejemplo:

Encontramos la ecuacion de la elipse de centro en (2, —1), de eje
focal paralelo al eje X, vértices mayores en V (7, —-1) y V(=3 , —1) con
excentricidad e = g

Semieje mayor:
h+a=24+a=a=5

Valor de c:
Relacion de distancias:
b*=a*— c>=5?—4>=9= p*=9

x-2) +1D?
25 T 9 °

Ecuacion:
1

Ejemplo:

Dada la ecuacion de la siguiente elipse:
4x*+y*—8x+4y—-8=0
Empleamos propiedades de productos notables, asociando los términos
semejantes para x e y , sumando tambien 16 a ambos lados de la igualdad
para obtener la ecuacién de la elipse:
4x°+y*—8x+4y—-8=0
4x*+ y*—8x+4y+8=16
(Ax*=8x+4)+ (y*+4y+4)=16
4(x*=2x+ 1)+ (y*+4y+4) =16/ =16

-1’ +2)?

A 2 + 16 =
Elcentroes C(h,k)=C(1,-2),a=4yb=-2.Luego los puntos de la elipse
V.V, B, B, (vértices mayores y menores) son:
V.(h,k+a)=(1,-2+4)=(1,2)
V,(h,k—a)=(1,-2-4)=(1,-6)
B,(h+b,k)=(3,-2) y

1

B,(h—b,k)=(~1,-2).

Encontramos las ecuaciones de las siguientes elipses y mostremos sus graficas:

1,6) y Focos en F,(7,6), F,(7,6)
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2. Hipérbola - —-
e , _ Representacion cénica
Es el lugar geométrico de los puntos en el plano, cuya diferencia de

distancias a dos puntos fijos llamados focos F y F' es constante.

a) Elementos

Los elementos de la hipérbola son los siguientes:

Eje F_oca_l

" Eje Normal

Los focos, son los puntos fijos_F y F' de la hipérbola. En este caso si efectuamos
El centro C, es el punto medio del segmento que une a los focos. La
distancia del centro a cada uno se denomina distancia focal y mide “c”.
El eje focal es la recta que contiene a los focos. La distancia entre los /@ figura, la regiéon sombreada
focos mide 2c¢. El segmento V'V’ es el eje real o transversal y mide 2a. El resultante es una hipérbola.
segmento CV es el semieje real y mide a.

El eje normal es la recta que pasa por el centro y es perpendicular al eje

focal. El segmento BB’ se llama eje imaginario o conjugado y mide 2b. El

segmento CB es el semieje imaginario y mide b.

- Los vértices reales V y V' son los puntos de interseccion de la hipérbola y el eje focal. Los puntos By B’ se
denominan vértices imaginarios.

- Las asintotas son las rectas que contienen a las diagonales del rectangulo determinado por los segmentos VV’
y BB'.

- Ellado recto LR es la cuerda perpendicular al eje focal, que pasa por cualquiera de los focos.

- La excentricidad e es el cociente entre la distancia focal y la longitud del semieje real.

un corte transversal vertical a

Ejemplo:
Hallamos y listamos los elementos de la hipérbola: Grafica del ejemplo
X2 yZ
— =1
4 5
NI
a partir de su grafica en la derecha. t ///q,_ <
Solucién: N\ w ¥ -"///
- Los focos estan en F(=3,0) y F'(3, 0). S 7(9,‘\7/37)””7} .-//
- Su centro esta en €(0, 0). |3
- Los valores de a, b y c son 2, v/5 y 3, respectivamente. Por tanto el eje (=3,0) : © o)" / (3,0)
real mide 2-:2 = 4 y el eje imaginario mide 2v/5. : J_Z‘O)'féi_ (-2,("){3 :
- Los vértices reales estan en V(—2,0) y V'(2, 0). , A N
A :
- Los vértices imaginarios estan en B(0,V5) y B(0,—V5). Sy
Vs i , /05
- Lasrectas y; = =X ;Y =X son las asintotas. /
- El valor de la excentricidad es //

3
2

c
e=—
a
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"o i Ejemplo:
Grafica del ejemplo Dependen de la posicion en el plano cartesiano:

2SR PAQALELO S EJE FOCAL PARALELO AL EJE X | EJE FOCAL PARALELO AL EJEY
EJE REAL HORIZONTAL EJE REAL HORIZONTAL EJE REAL VERTICAL
' . (h,k+c¢c) o
R J‘S\ s : h N f.--'/ \ : /
L o v ) S : (h k+a) Y=gtk
(O,b) /,,/' P Y TW -------------
T 1/ v 5 Wit @k (h=b ko . \(h+ b k)
N & ||/ Ch k)
—c,0) (0,0 " (c,0) . 4 : | S —%m
¢ . %—a, 0) T ] (a,{O) F-cb _c(hi,k) ! A el (h_'kh}a) \\ y b( rk
// ' \ (S men : | (ke =) -
N R BN NI Vg \
/,f 5 3 ,‘\\““‘ : \ ......................... —
A — k)2 — h)? —k)*?
ﬁ_ﬁ_ 1 Ecuacion: - h - -0 =1 | Ecuacién: G > ) - b > ) =1
Ecuacion: az b2 a? b? b a
Caiie: c(0, 0) Centro: C(h,k) Centro: C(h, k)
Focos:  F, (c,0) F,(c0) Focos: Fi(h+ck) Fy(h—c,k) |Focos: Fy(h,k+c) Fy(hk—c)
Vértices Mayores: Vértices Mayores: Vértices Mayores:
V.(a,0) V,(a,0) V. (h+a,k) V,(h—a,k) |V, (h k+a) V,(h, k- a)
b b ) a
Asintotas: y=t-x Asintotas: y —k = +—(x—h) Asintotas: ¥ —k = iE(x —h)
a? a? a2
Directrices: x=x— Directrices: x=ht— Directrices: x=kt—
EJE FOCAL PARALELO AL EJE| | R81acion —de o oy pe b=c— at=ct— b
Yy distancias:
Ecuacion General: Ax*+By>+Dx+Ey+F=0
EJE REAL VERTICAL
c Vaz = pz
. e=— -
e Excentricidad: a € a e<1
‘ (0-’0) /%// © 2b2
e Lado Recto: LR =—
S | A Eje mayor: 2a Eje menor: 2b
(=0 ,f(b’,(o),‘ U"’O) Semieje mayor: a Semieje menor: b
ke

b) Propiedades

0.0 La hipérbola tiene una propiedad focal definitoria que es tan simple como
el de la elipse. Sabiendo que una elipse tiene dos focos y la forma que se
puede definir como el conjunto de puntos en un plano cuyas distancias a
ﬁ _ X_2 —1 estos dos focos es constante, para el caso de la hipérbola, también tenemos
Ecuacion: az b2~ dos focos y cada punto P de la hipérbola es tal que la diferencia de las
Centro: c(0,0) distancias de P a cada uno de los focos es constante, es decir:
| d,—d, | =C
Focos: F (0,0) F,(0,-0 )
Vértices Mayores: P N\ P(uy) /
Vl(O D a) VZ(O b a) \ ) /
_ a | { \.I"".
Asintotas: y=dpx r | F A L F
;
y=t= .

= Directrices:
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Ejemplo:

Encontramos la ecuacion de la hipérbola con focos en (-1, 3), (5, 3) con
excentricidad de 1.5 calculando el valor de c:
F (—1,3); F(5,3) donde:
_5-(-D
‘T2
Luego las coordenadas del centro C(h, k) es:

c —-14+5 3+3 _ 4 6 — 23
2 2 ) \22) 2,3)

Cuyos valores son h=2vy k= 3.

Utilizando el valor de la excentricidad:

c 3 3
e=a=§ﬁa=§$3a=6=>a=2
Asi, b*=c*—a*=9—-4=5.p*=5
Reemplazando los valores:
(x-2)? (y-3)?
4 5

=5=

1

c) Recta tangente

Para encontrar la recta tangente a la hipérbola, debemos tomar en cuenta la posiciéon de la hipérbola en el plano
cartesiano:
La ecuacion de la recta tangente a la hipérbola con eje focal paralelo al eje Y, en cualquier punto P (x,,y,) de la
curva es:

b*x x — a*y,y = a’b*
La ecuacion de la recta tangente a la hipérbola con eje focal paralelo al eje X, en cualquier punto P, (x,,y,) de la
curva es:

b*yy — a’xx = a’b*
Ejemplo:

Hallamos la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola

x*—y?=5 en el punto P(3, 2). Recta tangente
Se procede a llevar la ecuacion de la hipérbola a su forma conocida:

2 A2 — = ’
X J)CIZ—Syz /+5 R Vs
n——_=1 \ N /S
5 5 \ V4 4
h A 7
De donde obtenemos los valores de a*= 3 y b*= 5. La hipérbola tiene su \ “\/%
eje focal paralelo al eje X, luego: \\ 4 /
b*xx — a*y’y =a’h* = 5-3x—5(2)y=55 N ‘f/?; /
15x — 10y = 25 N\ /P (x0,3%)
3x—2y=5 |
% Y / / !
k! 4 , AN

Mostramos grafica y analiticamente la ecuacién de la hipérbola en los siguientes casos:
1) VérticesenV (9,6),V,(1,6)y Focos en F (10, 6), F,(0, 6)

2) Vértices en V (4,2);V,(2,2) y excentricidad 2.

3) Focosen F,(5,2); F,(3,2)y excentricidad 1.5.

4) Verticesen V (4, —1);V,(4,3) y pasa por el punto (3, 4)
5) La hipérbola 36x*— 64y*— 36x — 448y — 1351

Actividad
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3. Problemas aplicados al contexto y la tecnologia

GRADERiA$

Ejemplo: HE
PA CONTROL

Un ingeniero de sonido trabaja en una sala de conciertos y necesita -

calcular la posicién éptima de los altavoces para que el sonido se NTR

distribuya uniformemente en todo el espacio. La sala tiene forma
de elipse, con las dimensiones principales dadas por los semiejes
mayores y menores.

El semieje mayor de la elipse mide 40 metros y el semieje menor mide 30 metros. Los dos focos de la elipse son

los puntos donde se colocaran los altavoces. Los asistentes estaran ubicados en cualquier punto de la elipse y el

sonido debe llegar a todos los puntos con la misma intensidad.

- ¢ Cuales son las coordenadas de los focos de la elipse?

- ¢Cual es la distancia total que el sonido recorrera desde un altavoz, pasando por cualquier punto de la
elipse, hasta el otro altavoz?

- Describe como el disefio eliptico de la sala garantiza que el sonido se refleje y distribuya adecuadamente en
todo el espacio.

Solucién:

1). Coordenadas de los focos, aqui, a = 20 metros (semieje mayor) y b = 15 metros (semieje menor).Se calcula
c: ¢?=202-152=400 - 225 = 175 = ¢ = V175 = 13.23. Por tanto, los focos se encuentran en (13.23,0)y
(-13.23,0).

2). Distancia total del sonido, para cualquier punto P(x,y) en la elipse, la suma de las distancias desde P hasta
cada uno de los focos es constante igual a 2a; es decir 2:20 = 40 metros.

3). Distribucién del sonido, el disefio eliptico asegura que cualquier sonido emitido desde uno de los focos se
refleje en las paredes y llegue al otro foco, lo que significa que el sonido se distribuye uniformemente a lo largo
de toda la elipse. Esto garantiza que todos los asistentes, independientemente de su ubicacion, experimenten
una calidad de sonido similar.

Resolvemos los siguientes problemas:

1) La entrada y el techo de un tunel de forma semi eliptica tiene 20 metros de altura en su punto mas
alto y 12 metros de ancho. Si las paredes laterales tienen una altura de 10 metros, encontramos la
altura del techo a 5 metros de cualquier pared.

2) Un arco en forma de media elipse tiene 60 metros de ancho y 25 metros de altura en el centro.
Determina la altura del arco a 15 metros del extremo derecho.

Actividad

- ‘VALORACION
Las elipses e hipérbolas tienen aplicaciones en el mundo real en muchos
campos, como la astronomia, lafisica, laingenieriay la arquitectura. La eficacia
del disefio de torres de refrigeracion hiperbdlicas es especialmente interesante.
Las torres de refrigeracion se utilizan para transferir el calor residual a la
atmodsfera y, a menudo, se destacan por su capacidad para generar energia de
forma eficiente. Debido a su forma hiperbdlica, estas estructuras son capaces
de resistir vientos extremos y requieren menos material que otras estructuras
de su tamano y resistencia. Las primeras torres hiperbdlicas se disefaron en
1914 y tenian 35 metros de altura. En la actualidad, las torres de refrigeracion
mas altas se encuentran en Francia, con una altura notable de 170 metros.

- Investiga el funcionamiento de estas torres hiperbdlicas. ~7 _
- ¢En qué otras situaciones de la vida cotidiana se observan inmersa la Fuente: OpenAl, 2024

elipse o hipérbola? -
. »4PRODUCCION

Sabemos que algunos movimientos como la de los planetas alrededor del sol, los atomos alrededor de su nucleo
son elipticos, o como en el caso de los barcos de forma hiperbdlica en el sistema de navegacion LORAN, etc.

Leemos y realizamos las actividades planteadas:

- Cada planeta gira a una velocidad que depende de la distancia al Sol, 4 Cual es la velocidad de cada planeta?
¢ Por qué se dice que cuando estan mas lejos del Sol, mas despacio gira o al revés?

- ¢Qué determina el movimiento de los electrones alrededor del nucleo?
@ - Buscamos mas ejemplos de objetos o seres vivos que poseen movimientos elipticos o hiperbdlicos.
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TEORIA DE CONJUNTOS

Carla es maestra de primaria. Para fomentar la integracion entre sus
estudiantes, decide realizar un juego llamado La matematica nos rodea.
Su objetivo es despertar la curiosidad de sus alumnos, convertir las tareas
cotidianas en juegos entretenidos y mostrarles que la matematica esta en
todas partes y nos ayuda de muchas formas a lo largo del dia.

Ella les pide a sus estudiantes que traigan diferentes tipos de frutas para el
recreo saludable.

Al dia siguiente, todos colocaron sus frutas sobre sus pupitres.
Inmediatamente, Carla les pidié que realizaran las siguientes actividades:

— Agruparse segun el color de la fruta, el tamafio, la semejanza y la forma. Fuente: https:/www.bing.com/images/blob?bcid=Ts.
UAGOMneUHHp8PFJ48J9h0RgqE.....30

Respondemos las siguientes preguntas:

- ¢ Qué tienen en comun todas las frutas que trajeron los estudiantes?

- ¢ Qué semejanzas y diferencias podemos identificar en la agrupacion de las frutas?

- ¢ Este tipo de actividades ayuda al desarrollo de conocimientos en el area de matematicas?
- ¢ Qué tipo de valores se pueden desarrollar al jugar con la matematica que nos rodea?

1. Concepto, elementos y relacidon de pertenencia

Actividad

g g . - Conjunto
Es una reuniéon o coleccion de objetos con caracteristicas comunes, ya

sean numeros, personas, letras, etc. Los objetos pertenecientes al conjunto

reciben el nombre de elementos o miembros del conjunto. I:I .
Notacion . ‘

Los conjuntos se representan con el propio lenguaje de la matematica con

letras mayusculas y sus elementos con letras minusculas, encerrados entre A

llaves. También se utilizan otros simbolos que restringen a los elementos

que puedan o no pertenecer a un conjunto, como ser: , ,
/: Para expresar “tal que”. La idea de agrupar objetos
de la misma naturaleza para

€: Expresa que un elemento pertenece a un conjunto. . « ; »

. , clasificarlos en “colecciones” o
<: Para expresar “menor que”. “conjuntos” es parte de la vida
>: Para expresar “mayor que”. diaria de los seres humanos.
<: Para expresar “menor o igual que”. Por ejemplo, el conjunto de libros
>: Para expresar “mayor o igual que”. de una biblioteca, el conjunto

. . o de arboles en un terreno, el

c: Expresa que un conjunto “esta incluido en otro conjunto”. conjunto de ropa en un negocio
3: Para expresar que “existe algun elemento del conjunto”. de venta al publico, el conjunto de
V: Expresa que “para todos los elementos del conjunto”. electrodomésticos en una cocina,
. . o etc. En todos estos ejemplos, se

2. Notacién de conjuntos numeéricos utiliza la palabra conjunto como

una coleccion de objetos.

Las notaciones de los conjuntos numéricos mas conocidos son: ,
Portanto, el concepto de conjunto,

Numeros Naturales: N ={1,23,4,5,6,... } esta referido a reunir o agrupar
Numeros Enteros Z={.,-3,-2,-10123,..} personas, an/ma_les, p/ar?tas o
Numeros Racionales 3 32 5 cosas, para estudiar o analizar las

Q={.,— > L-7p3 1y -} relaciones que se pueden dar con
Numeros Irracionales I=Q={.,-m—V3V5e, .} dichos grupos.
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onjuntos por comprension

y por extension

Por comprension:
A ={x/x esunsdlido platénico}

Por extension:

EA KA W X

Diagramas de Venn

Para dos conjuntos

b

Para tres conjuntos

©

Para cuatro conjuntos

>

2. Representacion de un conjunto
Los conjuntos son comunmente escritos por extension y por comprension.
a) Por extension

Si se exponen cada uno de los elementos que constituyen el conjunto:
Ejemplo:

Los siguientes conjuntos estan escritos por extension:

NuUmeros: A={-2,-1,0,1,2,3,4,5}

Letras: B={a,e,i,o,u}

Objetos: C={lapiz, cuaderno, regla, compas}
Animales: D={gato, ledn, tigre, puma,pantera}

b) Por comprension

Se dice que un conjunto esta determinado por comprension si y solo si se
menciona la propiedad que caracteriza a todos sus elementos.

Ejemplo:

Los siguientes conjuntos estan escritos por comprension:

Numeros: A={meZ/—-2<m<5}
Letras: B = {x/ x es una vocal}
Objetos: C = {x/ x es material escolar}
Animales: D ={x/ x es un felino}
Ejemplo:

Mostramos cada uno de los elementos de los siguientes conjuntos:
A={x/x€Z -1 <x<4}
La propiedad del conjunto 4, dice que estan en el mismo los ndmeros
enteros entre -1y 3. Por tanto A={-1,0, 1, 2, 3}.
B={x/x€Z3(x—4)+2=x+4}
La propiedad del conjunto B describe a sus elementos como los niumeros
enteros que son solucion de la ecuacion lineal:
3x—4)+2=x+4
Resolviendo:
3x—12+2=x+4
3x—10=x+14
3x—x=10+4
2x =14
x=7
Despejando obtenemos x = 7, es decir el conjunto B = {7} tiene un solo
elemento.
C={xeN/x>—x—6=0}
De nuevo, la propiedad del conjunto C, dice que pertenecen a C los nUmeros
naturales que son solucion de la ecuacién cuadratica:
x*—x—6=0
Cuyas soluciones son x, =3y x,= —2 (se deja la verificacion al lector), pero
-2 no es un numero natural, por tanto C = {3}.

3. Diagramas de Venn

Es una relacion grafica que utiliza circulos solapados para mostrar en forma
graficalarelacion légica entre dos o mas conjuntos que contienen elementos,
resaltando la igualdad o diferencia con sus elementos. Los diagramas
de Venn, también denominados "diagramas de conjunto" o "diagramas
l6gicos”, se usan ampliamente en las areas de matematica, estadistica,
l6gica, linglistica, informatica y negocios. Los beneficios de utilizar los
diagramas de Venn en situaciones o problematicas de toda indole, es que
nos permite organizar la informacion visualmente, comparar conjuntos de
datos, nos ayuda a razonar légicamente en la planificacion de la resolucion
de problemas.
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4. Conjuntos Especiales o o . .
Vacio, unitario y universo

Son aquellos conjuntos que se caracterizan por el nUmero de elementos,
entre ellos podemos mencionar: conjunto unitario, vacio y universo. Conjunto Vacio

a) Conjunto Vacio
Es aquel conjunto que carece de elementos y se denota por 0.
Ejemplo:

Los siguientes conjuntos no tienen elementos
- A ={x/xes impar y miltiplo de 2} = 0
- B={x/xeRx*=-1}=0

I
1S

b) Conjunto Unitario A

Es aquel conjunto que tiene un solo elemento.

Ejemplo:
Conjunto Unitario

A

Los siguientes conjuntos son unitarios

- € ={x/xes miltiplo de 7 menor que 10} = {7}

- D={x€eR/3x+6=0}={-2}

¢) Conjunto Universo (Universo de Discurso o Conjunto Universal)

Es el conjunto que contiene a todos los elementos del espacio muestral o +
contiene a todos los objetos matematicos en estudio, se denota por U.
Ejemplo:
Sea el conjunto universal U ={0,1,2,3,4,5,6,7}, determinamos los elementos
de A={x € U/-2<x<3}yB={xe€elU/0<x<7} A={+}
A={0,1,2,3}
B=1{1,2,3,4,5,6}
Ejemplo:
SeaU={-3,-2-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9} el conjunto universo, dados los Conjunto Universo "U"
subconjuntos por comprension, escribimos los mismos por extension:
U

C={x/x* €U} ¢ ={-3,-2,-1,0,1,2,3}

D={x€Z/-2<x<4} D = {-1,0,1,2,3,4}

E={x € N/x?—2x — 48 = 0} = {8}

F={x€U/2x € U} = {-2,0,2,4,6,8}

E

F

G={x€eU/2x—1€ U} G
H={x€eU/12";n € N} H =

I

J

K

I={x€U/7x € U}
J={x€eU/9%x € U}

K={3*/xeU}

Hallamos y mostramos los elementos de los siguientes conjuntos:

1) A={x/x esun mes del aio que solo tenga 31 dias}

2) B={x/x esun jugador de futbol que fué convocado al menos 4 veces en su seleccion}
3) C={x e R/x* = x}

4) D={x€eZ/(x+1)*=4}

Sea el conjunto universo U={1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9}. Encontremos por extension:
5) E={xeU/-1<x<5}

6) F={xeU/(x+ 1) =4}

Ahora para el conjunto universal U ={-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, 6}

7) I={x€U/0<x<6}

8) J={x€eU/x*+ 2x — 80 =0}

9) L={x € U/3x+ 56 =77}

©
©
=
2
-
Q
<
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: - : 5. Relacion entre conjuntos
No inclusion de conjuntos g . .
La relacién entre conjuntos y los elementos que lo conforman, decimos

que pertenece o no pertenece a dicho conjunto. Se sabe que el simbolo
“€” (pertenencia) se utiliza para relacionar un elemento con un conjunto,
pero existe otro simbolo “ c ” (subconjunto) que relaciona dos conjuntos
definidos, uno incluido dentro el otro en un mismo universo. Entre las
relaciones mas importantes entre conjuntos tenemos a:

a) Inclusién de conjuntos

AZCB (A t4 incluid B El conjunto B es subconjunto de A siy sélo si todo elemento de B es también
& (Al g e WIGinED e 41 elemento de A. Simbdlicamente se representa de la siguiente manera:
——— BcAs (VxeEB=x€A)

Bandera de Bolivia i
Si tomamos el conjunto universal
siendo los colores de nuestra
bandera (U = {rojo, amarillo,

verde}), entonces los conjuntos
formados por los colores de las

Observaciones:
A c A “Todo conjunto esta incluido en si mismo”
@ < A “El conjunto vacio esta incluido en A4, donde A es cualquier

H toﬂ
banderas de los departamentos conjun ) o | )
del Beni, La Paz y Oruro estan Sia CtB yBc< C , entonces AcC “Transitividad de la inclusion de
contenidos en U. conjuntos
Ejemplo:

Sean los conjuntos:
A=1{2,3,4,5,6,7,8,9}; B={3,4,5,6,9,11}; C={4,5,6}
Afirmamos que C c B c A, en efecto hagamos las siguientes observaciones:
4 € Cytambién 4 € B
n 5€eCytambién 5 €B
6 € Cytambién 6 € B
Como 4,5 y 6 son todos los elementos de C, entonces C c B.
De manera similar verificamos que C c A (ejercicio para el lector).
Ahora los elementos 3,4,5,6,9 de B, también forman parte de A4, pero
11 € B no cumple esta condicion. Esto es suficiente para concluir que B
“no esta contenido en A” (esto se simboliza B ¢ A).
Por tanto:
CcA
CcB
B¢ A
Todos los elementos de A son los ) |gualdad de Conjuntos
mismos que los elementos de B.

Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos A y B son iguales si solo si uno esta contenido en el otro y
viceversa, en simbolos:
A=Bo (Vx/x€EAS XxERB)
En lenguaje de inclusiones, también es equivalente (y a la vez mas practico):
A=B& (AcB)A(BcA)
Ejemplo:
Sean los conjuntos A = {x € Z/x?> —3x + 2= 0}y B = {x € N/x < 3}, ssera que A es igual a B?
Respondemos a la pregunta escribiendo ambos conjuntos por extension:
Para A, resolvemos la ecuacién x*— 3x + 2 = 0 factorizando e igualando a cero:

¥=3x+2=x-2)x-1D=0=>((x=2Vvx,=1)

Los valores 1, 2 son soluciones de la ecuacion, es decir elementos de A.
Observamos que B = {1, 2} y enseguida vemos que A = B.
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c) Conjunto de partes

Denominado también conjunto potencia, se entiende por el conjunto de Conjunto de partes

partes de A, al conjunto formado por todos los subconjuntos de A y se ]
denota por P(A). En simbolos: Diagrama de Venn para:
P(4) = {X/ X C A} P(4) = {{2}, {3}, {2,3}, 0}
O bien:
XeEPA) e=xeA
El nimero de elementos del conjunto de partes se puede determinar con
la siguiente relacion:
n[P(A)] = 2"
donde n(A4) simboliza la cantidad de elementos del conjunto A.

Ejemplo:

Determinamos el conjunto de partes de 4 = {2,3}.

La cantidad de elementos de A es 2, por tanto n(P(4)) = 22=4

El conjunto de partes de A constara de los siguientes elementos:
P(A) = {{2}, {3}, {2,3}, 0}

(Observemos que {2}, {3}, {2,3} y @ son subconjuntos de A).

Diagrama de Venn para el conjunto
. P(A) donde:

Ejemplo:

Hallamos el conjunto de partes del conjunto A, cuyos elementos son A ={mayonesa, mostaza, kétchup}
aderezos para acompafar: mayonesa, mostaza y kétchup.

P(A) = {@, {mayonesa}, {mostaza}, {kétchup}, {mayonesa, kétchup}, P(4)
{mostaza, kétchup}, {mayonesa, mostaza}, {mayonesa, mostaza, kétchup}}

Ejemplo:

Del ejemplo anterior, si una persona desea acompafar su comida (un
emparedado por ejemplo) con alguna de las tres salsas, P(A) indica
n(P(A)) = 23= 8 posibles opciones para hacer esto:

- Sin acompafiamiento (representado por el conjunto vacio).
- Soélo con mayonesa (mostaza o kétchup).

- Sdlo con mayonesa y kétchup (“mostaza y kétchup” o “mayonesa y
mostaza”).

— Con los tres (representado por el conjunto A).

Fuente: OpenAl, 2024

) Notemos que, visto de abajo
Ejemplo: hacia arriba, los elementos de
P(A) que son conjuntos, cumplen
una relacion de contencion, hasta
alcanzar el conjunto mas grande,
P(A) = {@; {a}; {b}; {c}; {d}; {a, b}; {a, c}; {a, d}; {b, c}; {b, d}; {c, d}; en este caso A mismo.

Para A={a, b, ¢, d}, tenemos que n(A) = 4, es decir podemos formar 16
subconjuntos, con los elementos de A (y su cantidad es n(P(4)) = 2*=16).

{a, b, c}; {a, b,d}; {a,c d};{b,c d}; {a b,c d}}

Buscamos y escribimos el conjunto de partes de los siguientes conjuntos:

©

B ) 4123 4 B={aei ) C={2468)

2 2) D={xeN/-2<x<2} 5 E={x€Z/1<x<3} 8) F={x€Q/3x?—x=0}
< 3) G={a1} 6) H={1234} 9) A={aeio,u}

&
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& VALORACION

La teoria de conjuntos es una de las ramas de la mateméatica y de la
l6gica que se dedica a estudiar las caracteristicas de los conjuntos y de
las operaciones que se pueden hacer entre ellos, esta teoria se debe al
matematico aleman George Cantor. La idea de infinito habia sido de una
profunda reflexion desde la época de los griegos (450 a. C). Con el trabajo
de Cantor, la teoria de conjuntos se establecié sobre una base matematica
adecuada. Los primeros trabajos de Cantor estuvieron relacionados con la
teoria de numeros, de 1867 a 1871. En la actualidad se siguen manteniendo
estos conceptos y se los relaciona en distintos campos, con un criterio
matematico.

Realizamos las siguientes actividades

- Investigamos en qué consiste el tratado de las 6 partes sobre la teoria
de conjuntos.

- Investigamos acerca de las paradojas mostrando ejemplos.

- Investigamos la paradoja de Russell.

- Respondemos a la siguiente pregunta: ;Cémo influye la teoria de los

Georg Cantor conjuntos en las ciencias actuales?
Fuente: tps:/es.wikbrieterg/id/Georg_Canter . ; En qué situaciones cotidianas se aplica la teoria de conjuntos?
. S2 -
% 4PRODUCCION

MATEMATICA RECREATIVA Y TEORIA DE CONJUNTOS

En las dos imagenes de abajo, reemplazamos las letras por los numeros del 1 al 9 sin repetir, de modo que sumando

s
SV,
A

Diagrama de Venn 1

Diagrama de Venn 2
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OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Estefany, una joven universitaria y emprendedora con la venta de jugos para pagar sus
estudios de la universidad. Ella ha innovado la venta de jugos de naranja, mandarina,
pomelo, sandia, pifia, mango, frutilla, papaya y uva, ya que ella hace combinaciones
con ciertas hierbas (menta, hierba buena, boldo y cedrén), también utiliza frutos secos
(mani, almendra, nuez y soya) que le dan un toque de mas sabor cuando se mezclan
con agua o leche (natural o deslactosada). La gente acude al puesto de ventas porque
los jugos son muy saludables, que en muchos de los casos no necesitan azucar. Entre
los sabores preferidos que mas se consumen: frutilla, mango, sandia y pifia. Ella ofrece
en vasos de tres tipos de tamano, grande, mediano y pequefio, acompafiado de una
bombilla para su consumo. Estas combinaciones para realizar los jugos de sabores le
han llevado a que su negocio sea uno de los visitados, pero no solo en la mafiana, sino
también por la tarde, le han dado utilidades para poder seguir estudiando por la noche.

Respondemos las siguientes preguntas

- ¢ Qué te parece este tipo de emprendimientos?

- ¢ Es beneficioso para la economia de Estefany?

- ¢ Qué otro tipo de emprendimiento realizarias para generar ingresos?

1. Operaciones de conjuntos

LAL._ L4 ’
https://www.kyloo.net/dwn-14/resep-
es-jeruk-peras-untuk-jualan.html

Nos permiten realizar operaciones con otros conjuntos para obtener

conjunto que contendra a todos los elementos de ambos, pero sin que se

U
otro conjunto. Entre las operaciones con conjuntos tenemos a la unién, A B
interseccion, diferencia, diferencia simétrica y complemento.
a) Union
Es la operacion que nos permite unir dos o mas conjuntos para formar otro

repitan.

En simbolos, dados A y B conjuntos: -
AUB={x/x€AVxEB) Interseccion

Su caracterizacion por elementos es:

x€E(AUB)xeAVvxeEB

U
. A B
Ejemplo:
Hallamos la union de los conjuntos A={1,2,3,4, AUB
5}y B={4,5,6,7,8,9} coloreando el diagrama de B
Venn a la derecha:
En simbolos:

AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b) Interseccion

Es la operacion que nos permite formar un nuevo conjunto, sélo con aquellos elementos en comun de los conjuntos

originales involucrados. En simbolos, dados A y B conjuntos:
ANnB={x/x€ANx€EB}
Su caracterizacion por elementos es:

x€E(ANB)©xc€AANXEB
Ejemplo:

Hallamos la interseccion de los conjuntos A = {1, 2, 3, 4,5}y B={4,5, 6, 7, 8, 9} siendo la parte sombreada del

diagrama de Venn. En simbolos: A n B = {4,5} A ANB
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Complemento c) Complemento

Para A c U, el complemento de A es aquel conjunto formado por los
elementos de U que no pertenecen al conjunto A y se denota como A.
Ensimbolos: AcU=A={x/x¢ A} _

Su caracterizacion por elementoses: x€A o x ¢ A

Ejemplo:

Dado el conjunto universal U={1, 2, 3,4,5,6,7,8,9} y A={1,2,9} c U, el
diagrama de Venn correspondiente a A = {3,4,5,6,7,8} es:
U

4 A

L

Diferencia 7 3 6
d) Diferencia

La diferencia del conjunto A respecto del conjunto B es el conjunto formado
por los elementos que pertenecen al conjunto A y no pertenecen al conjunto
B. En simbolos:

A—B={x/x€ANx¢€&B}
Ejemplo:

Determinamos las diferencias de los conjuntos A ={1, 2,3,4,5} y
B=1{4,5,6,7,8,9}, coloreando los diagramas de Venn como sigue:

A-B B—-A

-

e) Diferencia Simétrica

La diferencia simétrica de los conjuntos A y B es el conjunto formado por
los elementos de A que no pertenecen a B y por los elementos de B que no
pertenecen al conjunto A. En simbolos:

AAB=(A—B)U (B—A)

|

Diferencia simétrica Ejemplo:

Dados 4, B como en los ejemplos anteriores, el diagrama de Venn que

B v representa a la diferencia simétrica es la unién de las diferencias A — By
A B—-A:
AAB={1,2,3,6,7,8,9}
AAB
o) Escribimos como conjuntos los elementos de los siguientes, para A, B definidos en U: B
B 1) AUB = {x/x€AVXEB} 4) A—B= 7) AUB = 10) 4=
> - _
g 2)B-A={x/x€AANXxEB} 5) AnB-= 8) B—A= M) AnB =
» 3)i= 6) AAB= 9) 4-B= 12) 4AB =
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2. Algebra de conjuntos

a) Leyes de operaciones de conjuntos

Las igualdades basicas del algebra de conjuntos se denominan leyes
o0 propiedades, éstas pueden usarse para demostrar igualdades mas
complejas.
Ejemplo:

Demostrarque (A—B)U(ANB)=A

En efecto: ~
A-B)u@AnB) =AnB)u(AnB) Complemento

=An(BUB) Distributiva
=ANU (BUB)=U
=A Identidad

Ejemplo:

Probarque AU (B—A)=AUB

En efecto:

Au(B —-4) =AU(B-4) Complemento
=AU(BnA)  Complemento
=(AUB)Nn(AUA) Absorcion
=({AUB)NU Distributiva
=AUB Identidad

Ejemplo:

Simplificamos utilizando igualdades de conjuntos:
AU{[BN(AUB)]N[AU (AN B)]

En efecto:

AU{[BNAUB)IN[Au@ANnB)] =Au{[BNnBUA]INn[AUAnNB)]
=AU (BNA)
=AU(ANB)
=A

Aplicando varias veces la propiedad de absorcion.
~AU{[BN(AUB)IN[AU(ANB)]|=A4

3. Cardinalidad de conjuntos

Dado un conjunto finito 4, el nuUmero de elementos de este conjunto se
llama numero cardinal de A, se denota por n(A4) y se llama cardinal de A
0 numero de elementos de A.

Ejemplos:

Sin(A) = 50, n(B) = 30 y n(ANB) = 20:

- n(AUB)=n(A) +n(B) —n(ANB) =50+ 30 — 20 = 60

- n(A-B)=n(A) —n(AnB)=50—20=30

- n(B—A)=n(B)—n(BnA)=n(B)—n(AnB)=30-20=10
- n(AAB)=n(A—B)+n(B—A)=30+10=40

definidos en U:

1) BnA-B)=¢

2) AUA NB=B

3) B—ANB=B-A

Actividad

4 A-(BnC)=@A-B)U(A-0)
5 (AUB)N(AUB)=4A
6) ANB)-C=MA-C)n(B-C)

®

Propiedades

IDEMPOTENCIA AUA=A
AnNA=A
CONMUTATIVA AUB=BUA
ANB=BnA
AAB=BAA
LEY DE AUB=ANB
DE MORGAN
ANB=AUB
IDENTIDAD Aug=A
AnU=A
ALAD=A
ABSORCION AuU=U
Ang =29
AUANB) =A
AN(AUB) =A
COMPLEMENTO AUA=U
ANA=0
U—A=A
A-B=AnB
A=A
U=09
Q=U
ASOCIATIVA
(AuB)uC=AuU(BuUC()
(AnB)nC=An(BnC)
DISTRIBUTIVA
AuBNnC)=(AUB)N(AUC)
An(BUC)=(ANB)U(ANC)
ANBAC)=(ANB)A(ANC)

Propiedades

Sean A, B, C tres conjuntos,

entonces

- n(A—B)=n(4) +n(AnB)
- n(AAB)=n(A—-B)+n(B—A4)

- n(AUB)=n(A) +n(B) —n(ANnB)
- n(AUBUC)=n(A) +n(B)+n(C)

—-n(ANnB)—n(ANnC)
—-n(BnNnC)+n(AnBnC)
- n(@)=0yn(4) =0.
- SiANB=0,n(AUB)=n(A)+n(B)

Con las propiedades de los conjuntos, demostramos las siguientes igualdades, para 4, By C

7) A—-(BNA) =A-B
8) AuB)N(AUB) =B
9) A-Bn(B-4)=4
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Para encontrar cardinalidades de conjuntos pequefos, es conveniente escribirlos por extension.

Ejemplos:

Diagramas de Venn A={x€U/x=x}

B={x € U/ x*€ U}
C={xeU/0<x<7}

- B donde U={-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Escribimos por extension cada
uno de ellos:
. 10 A={-1,0,1}=n(4)=3

B={-2,-1,0,1,2,3} = n(B)=6
€={0,1,2,3,4,56} = n)=7
Ejemplos:

Calculamos las cardinalidades de las diversas operaciones entre Ay B:
B =1{456,789 = n(B) =6
C={-2-1789=n(C) =5
Ahora calculamos
ANB={-1,0,1}=n(ANnB)=3
AnC={0,1}=nANnC)=2
BNC={0,1,2,3}=n(BNC)=4
BnC={789=n(BnC)=3
ANBNC={0,1}=nANnBNC)=2
Con lo anterior, podemos calcular:
n(A—B)=n(A)—n(ANB)=3-3=0
n(AAB)=n(AUB)—n(AnB)=n(4) +n(B) —2n(ANB)
=3+6-23
=3+6—6
=3
4. Aplicacion de la teoria de conjuntos en problemas cotidianos

La idea de agrupar objetos de la misma naturaleza para clasificarlos en “colecciones” o “conjuntos” es parte de la
vida diaria de los seres humanos. Entre algunas de las aplicaciones, esta la organizacion y el célculo de elementos
cuando se tienen una o mas respuestas para una serie de opciones.

Ejemplo:

En una encuesta realizada a una clase se obtuvo el siguiente reporte:

22 estudiantes practican baloncesto, 32 estudiantes practican futbol y 7 estudiantes practican los dos deportes,

¢cuantos estudiantes fueron encuestados sabiendo que todos optaron por un deporte al menos?

Solucioén:

Denotemos con B al conjunto de todos los estudiantes que practican baloncesto y con F al conjunto de todos los

estudiantes que practican futbol, entonces se tienen las siguientes interpretaciones:

"B U F" representa a los estudiantes que practican al menos futbol o baloncesto.

“B N F” representa a los estudiantes que practican futbol y baloncesto.

El problema se resuelve calculando n(B U F), sabiendo que n(B) =22 y n(F) = 32
n(BUF)=n(B) +n(F) —n(BNF)=22+32—7=47

Respuesta:

Como todos optaron por escoger algun deporte, fueron 47 estudiantes los encuestados.

Resolvemos los siguientes ejercicios:
1) Sin(AA B)=10y n(AU B) =25, ;cuantos elementos tiene B?

Sean las siguientes cantidades: n(4) = 8,n(B) =12,n(C) =10, n(ANB)=3,n(ANC)=8,n(BNC) =4
yn(AnBnC)=1. Hallamos el valor de :

2) n(AUBUC) =
3) n(AAB) =

Actividad
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Ejemplo:

En un hospital, 400 pacientes fueron diagnosticados, de los cuales 220 tienen hipertension y 160 tienen colesterol
alto. Si 100 pacientes tienen ambas condiciones, ¢cuantos pacientes tienen solo hipertension o solo colesterol
alto?

Solucioén:

Sean los conjuntos: T D

D: pacientes diagnosticados

(nuestro universo de discurso).

T: pacientes que tienen hipertension.
C: pacientes que tienen colesterol alto.

El numero de pacientes diagnosticados con ambas condiciones: n(C N T) =100
El numero de pacientes que tienen sélo hipertension: n(T — C) =n(T) —n(T n C) =220 — 100 =120
El numero de pacientes que tienen sélo el colesterol alto: n(C —T) =n(C) —n(T N C) =160 — 100 = 60
Como se quiere encontrar los pacientes que tienen solo hipertension o sdélo colesterol alto, utilizamos la siguiente
formula:
n[(T-OUC-T)]=n(T-C)+n(C—-T)=120+ 60=180
sabiendo que n[(T—-C)N(C—T)]=0,pues (T—-C)N(C—T)=0.
Respuesta:
Luego hay 180 pacientes diagnosticados soélo con hipertension o con colesterol alto.

- -@-VALORAGON

La teoria de conjuntos es una herramienta poderosa que nos permite organizar y analizar informacién en nuestra
vida cotidiana de manera efectiva. Desde la planificacion de tareas hasta la toma de decisiones, entender los
principios basicos de los conjuntos puede ayudarnos a simplificar y optimizar nuestra vida diaria. Es una rama
fundamental de la matematica, ya que se enfoca en el estudio de sus propiedades y las relaciones entre conjuntos.
Por ejemplo, en el campo de la informatica, la teoria de conjuntos es fundamental para la creacion de algoritmos y
programas de software. En la industria, se utiliza para la planificacion de procesos y la organizaciéon de recursos.
En el ambito de las ciencias sociales, se emplea para el analisis de datos y la creacion de modelos. La topologia, el
calculo y la geometria tienen como base los conjuntos, hasta llegar al algebra en torno a campos, anillos y grupos.
También se utiliza ampliamente en biologia, fisica, quimica y otras disciplinas.
Y

. »>4PRODUCCION

7N

Evaluamos lo que aprendiste aplicando cardinalidad de conjuntos a los siguientes problemas:

- En un grupo de 100 estudiantes, 49 no estudian Sociologia y 53 no estudian Filosofia. Si 27 estudiantes no
estudian ni Filosofia ni Sociologia, ¢ cuantos estudiantes estudian exactamente una de las dos areas?

- Al interrogar a 300 estudiantes preuniversitarios de una facultad sobre su aficion a la Matematica, Informatica
o Fisica, se encontr6 que 125 gustan de Matematica, 180 de Informatica, 100 de Fisica, 25 de Fisica y
Matematica, 40 de Informatica y de Fisica y 20 las tres materias, ¢cuantos estudiantes gustan soélo de una
materia?, ¢ cuantos gustan de dos materias?

Respondemos las siguientes preguntas:
Fuera de las ciencias ¢ en qué otros aspectos utilizarias la teoria de conjuntos y sus aplicaciones?
Dialogamos sobre la importancia de un conjunto en cada uno de los aspectos mencionados.

Realizamos la siguiente actividad:

Realizamos una pequena encuesta a 50 personas entre estudiantes, maestras y maestros, madres y padres de
familia, sobre los gustos o preferencias musicales. La encuesta debe preguntar lo siguiente:

1 pregunta con 3 opciones de respuestas.

Nacional (N), Internacional (I), Ambas (A) o Ninguno (NA)

- El encuestado puede responder una y solo una de las tres opciones.

- Sialguna persona encuestada no responde o deja en blanco los recuadros, se toma como respuesta ninguna.

Recopilamos la informacion de los encuestados, considerando U el universo como la cantidad total de personas
encuestadas y respondemos la siguiente pregunta:

- ¢ Cuantos elementos tiene la unidn e interseccion de las personas que sélamente prefieren musica internacional?

&
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FUNCIONES Y LIMITES

Don Mario, es un excelente economista y a la vez emprendedor
de una microempresa de alimentos que trabaja con frutos citricos
y verduras de los valles altos. Su precisiéon en estimaciones
de ventas es impresionante. Su prioridad es cumplir metas
y los productos de pedidos que tiene durante el mes, ademas
se asegura que no haya sobrantes de frutas y verduras. Su
método de estimaciones de ventas se basa principalmente en
datos recopilados de ventas y pedidos de anteriores gestiones y
estudios de mercado. Todo su trabajo se resume en una funcion
matematica que es capaz de predecir la cantidad de clientes que
estarian en las condiciones de comprar y pedir el producto en : )
una determinada fecha. Fuente: OpenAl, 2024

Respondemos las siguientes preguntas y realizamos las actividades:

- ¢ Qué relacion matematica podemos utilizar para predecir la cantidad de ventas?

- Investiga acerca de la importancia de las funciones matematicas.

- Investiga la funcién que proporcionaria el total de citricos en funcién del tiempo de cosecha.
- ¢ Es bueno predecir la produccién en funcién de ciertas condiciones de mercado?

Actividad

1. Funciones

Una funcién f es una regla de correspondencia que asocia a cada objeto
x en un conjunto, denominado dominio, un Unico valor f(x) en un segundo
conjunto. El conjunto de todos los valores obtenidos se denomina rango de
la funcion.

Funcion

En una funcién no existen pares de elementos con el mismo primer
componente.

f

7Y

Entrada: x

fX>YoevieX3dyeY(xy) ef
2. Dominio, rango y grafica de una funcion
a) Dominio

El dominio de una funcién f es el conjunto de todos los valores de la variable

independiente “x” para los cuales la funcion esta definida y producira un

valor finito y real en la variable dependiente “y”, se simboliza Df.

_ = = Para determinar el dominio real de una funcion, es necesario que la variable
Salida f(x) x este afectado por estas restricciones, por ejemplo:

Division entre cero, no esta definido

ol s

fa Raiz par de numeros negativos

@ log(—a) Logaritmo de un nimero negativo
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Ejemplo:

Determinamos el dominio de la funcion:
y=7x+5

En este caso la variable x no esta afectada por ninguna de las restricciones
anteriores, por lo tanto:

Df:x e R
Ejemplo:
Hallamos el dominio de la funcion:
x+2
X —2

y:

La funcion tiene denominador x — 2 # 0, entonces:
Df:x e R— {2}
Ejemplo:

Encontramos el dominio de la funcién:
y=Vxta
La funcidn tiene raiz cuadrada, luego:
x+4>20=>x>—-4
= Df:x>4
Ejemplo:

Determinamos el dominio de la funcién:
y=In(x—3)
La funcién tiene logaritmo, entonces:

x—3>0=x>3
=Df:x>3
b) Codominio
El codominio o imagen o recorrido o rango de una funcion, es el conjunto de
los segundos componentes de los pares ordenados que forman la funcion.
El rango de una funcion es el conjunto de todos los valores de la variable
dependiente (y) que resultan de los valores del dominio. En este caso se

debe despejar la variable independiente para luego realizar el analisis
correspondiente segun sea el caso.

Ejemplo:
Determinamos el codominio de la siguiente funcién:
fX)=y=x—-5=x=y+5
La variable y no tiene restricciones anteriores, por lo tanto:
Rf:y=0
Ejemplo:
Encontramos el codominio de la siguiente funcién:
fx) =y=logll +x?) = x=v10¥ — 1

La funcion tiene raiz cuadrada, entonces:
100-120 = y=0
= Rf:y=>0

c) Grafica de funciones

Para graficar funciones algebraicas, es necesario considerar algunos
conceptos de: dominio, codominio, intersecciones, simetria, asintotas y
finalmente una tabla de valores.

Tipos de funciones

Funcién que notiene denominador,
ni raiz cuadrada, ni logaritmo:

y =P(x) = Dy:x € R

Cociente de funciones:
P (x)
e Te) = Dy: Q (x)

Funcién que tiene raiz cuadrada:
y=yf(&x) = Dy:f(x) >0

Funcion que depende de un
logaritmo:

y =log(f(x)) = Dy: f(x) > 0
y=In(f(x)) = Dy: f(x) >0

Dominio y rango de una
funcion

/f\" Rango
a 4
b \ [ 5
c l ‘ 7 1
d 2
3
Dominio Rango

Grafica de una funcion

T U S e

ow|s » X

""'__":':.'—3)

Dominio
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1
Graficamos la siguiente funcién: y =

x—2

DOMINIO: x —2 # 0= x # 2 = Df:x € R — {2}
1 2y +1
———  Funcién Lineal RANGO: y=—=x= 24 ;v #0= Rf:ye R—{0}
! INTERSECCIONES
. Interseccién con eje “X”: (y =0)
|
Funcién y = 7= 0= =0=1?
i Cuadrética = x =
e Interseccion con eje “Y”: (x =0)
1 1 1
= —1 = —_— =
YEx—2 YT 0-z2" "2
Al \ Funcién SIMETRiA
= Senoidal . o L o
R a2 Simetria con el gje “X Simetria con el eje Y’
fl,y) = flx,—y) fG,y) = f(=x,y)
1 . 1 1 - 1
y x—2 y x—2 y x—2 y —x—2
7ﬁ'—- L F ung/op Simetria con el origen
; ogaritmica £y = f(=x,—y)
1 . 1
y x—2 y —x —2
Funcion ASINTOTAS
IR Irracional Verticales: Se toma en cuenta solo el denominador de la funcion:
x—2=0=>x=2
Horizontales: Se toma en cuenta solo el denominador de la funcion:
=0
Tabla de valores Y
TABLA DE VALORES
1 .
X y= Finalmente elaboramos una tabla de valores con algunos pares ordenados o
x—2 puntos, tomando un valor cualquiera en “x” para calcular su correspondiente
1 1 valor en “y”, que nos permita identificar el comportamiento de la grafica:
-1 y=_1_2——§——0.3
0 S S 0.5
Y= o—z2" 2" " .
1 L Y
YT12T i
2
1 1 g :
3 y=x-7-=-=1 Asintota Horizontal
22 | ) AH. . L
1 1 e Y 2 4 &
YTa272 |
1 1 - - L 1 L 1a1 | - {Asintota Vertical
5 =——===0.3 5
Y=o 3 | AV.

Hallamos el dominio y rango de las siguientes funciones:
1) y=4x—7 2) y=vV2x—-1 3) y=log(x + 10)
Graficamos las siguientes funciones, hallando su dominio, rango, intersecciones y simetria:

4 f=— 5) f(o) = ;‘2__41 6) f() =+x2-9

Actividad




EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA ® AREA: MATEMATICA <‘>

3. Operaciones con funciones

Si tenemos las funciones f(x) y g(x), podemos sumar, restar, multiplicar Operacu.)nes ol
y dividir ambas funciones para obtener otra funcién equivalente a las funciones

operaciones indicadas.

Si f(x) y g(x) son funciones reales cuyos dominios son Df y Dg
respectivamente:
- La adicion de las funciones f y g es otra funcion, f+g, tal que para _ ;

cualquier valor de “x"que pertenezca al dominio de Df y Dg. yiE=h() 1
- La multiplicacion de las funciones f y g es otra funcion, tal que para

cualquier valor de “x” que pertenezca al dominio de Df y Dg. ’

- Ladivision de las funciones f y g es otra funcion Z tal que para cualquier
g

valor de “x” que pertenezca al dominio de Df y Dg. - , >~
y =|h(x)

Ejemplo:

Hallamos las operaciones entre las siguientes funciones:
h(x)=2x+1 gx)=x*—1

Suma: h(x) + g(x) = (2x + 1) + (2 — 1) = ¥+ 2x 7 an SR

Resta: h(x) —g(x) = 2x+ 1) — (x*— 1) = —x?+2x+ 2 =l

Multiplicacién: h(x)-g(x) = 2x+ 1) (x*— 1) = 2x*+ x*—2x— 1

Division: Mo _ 2wt donde x2 —1#0 =>2x#+1
g x2 -1
Ejemplo:
f&) +h() :
g(x) OperaCIones (od0] ]

sabiendo que: f(x)=x*+x-—1 gx) =2x*—x+3 h(x)=x—2 funciones

Encontramos las funciones f(x) + g(x), g(x)—h(x), f(x) - h(x) y

fO)+gx)=x*+x—-1+2x*—x+3=x3+2x*+2

gx)—h(x)=2x*—x+3—-(x—2)=2x*—-2x+5 Suma:
f)-hx)=F+x—-1)- (x—2)=x"—2x3+x*—3x+ 2
fW+hx) x*+x—-1+x-2 x>+2x-3 F+90)=f(x)+g(x)
gx) h 2x2 —x+3 T 2x2—x+3 Resta:
Ejemplo: f =D = f(x) - g(x)
Calculamos las siguientes operaciones:
) = {Zx +3:x>1 9 z{’H‘ 5 x> —1 Multiplicacion:
-4 ;x<1 3x—1;x< -1
T o (f 9 =f) g(x)
_J2x+34+x+5;x>1_[3x+8 ;x>1
(f+g)(x)_{x—4+3x—1 ;xSl_{4x—5 x<1 Divisién:
(x)
f - )00 = 2x+3-(x+5) ;x>1_{ x—2 ;x>1 (£>(x)=f(—x); g #0
P =x—4-@Bx-1) ;x<1 |-20-3 ;x<1 Y &

_J@x+3)-(x+5) 5x>1_ [2x2+13x+15 ;x> 1
Y g)(x)_{(x—4)-(3x—1) ;x <1 | 3x2—13x+4 ;x<1

Calculamos los resultados de las cuatro operaciones para las siguientes funciones:
1) f) =x-2 gx) =2x +1 3) fl)=2—x3% glx) =x*-2
2) f(x) =x*+3x-2 gk) =x—-4 4) f(x)=x*+3x—-4, g =2-x*

z ;=0 2 _y_1;x>2

Actividad

2> +x+1;x<2
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4. Valor numérico
Tabla de valores

De una expresion algebraica
Six=3,y=2hallarz=7? en:
Xt+y=z
Reemplazando los valores x,y se
tendra:
324+2=94+2=11=2z=11

El valor numérico de una funcion f, se determina reemplazando el valor de

la letra por la variable independiente “x”.
Six=ay f()=p)1tqx) = f(a)=p@)=tq(@)
Ejemplo:

Hallamos el valor numérico de la siguiente funcion:
fx)=x+4

f(2)=2+4=6 = f(2)=6
De un polinomio f(=2)=-2+4=2 = f(-2)=2
Hallar p(x) = 2x*+ 3x*+ 5x + 8 fB)=3+4=7 = f3)=7
cuando x =2 f(0O)=0+4=4 = f(0)=4
p(2) =223+ 322+ 52+8 Ejemplo:
=28+34+10+8 Encontramos el valor numérico de la funcion:
=16+124+10+8 f(xX)=x>+4x — 6
p(2) =46 f(3)=3"+4(3)-6=9+12-6=15 = f(3)=15
f(=2)=(-2)*+4(-2)-6=4—-8-6=-10 = f(-2)=-10
De una funcién f(=5)=(=5°+4(-5)-6=25-20-6=-1 = f(-5)=-1
F(0)=0"+4(0)—6=0+0—-6=—6 = f(0)=-6
Ejemplo:
° Determinamos el valor numérico de la funcion:
/ fx) =vx+4
f(=2)=vV-—2+4=V2=f(-2)=+2
f(12) =V12+4=V16=4= f(12) = 4
f(24) =V24+4=28= f(24) =28
f0) =V0+4=V4=2= f(0) =2
Ejemplo:
Calculamos el valor numérico de la funcion:
_2x+3
f@) =——
1_2(—1)+3_—2+3_ 1 1= 1 3_2(3)+3_6+3_9 3 =9
S D I A = U B
-2) + -4+ - +
fCO == === /= JO=Gg ===

Calculamos el valor numérico segun el caso:

1) fx)=3x-7

- f- =1 fO) =2 f3)=? fA0) =2 f(13) =
3 ) fG)=x2-2x—7

g f=) =2 f-D =2 f@ =2 f@) =2 f@ =?
s

g8 =2 g2 =2 g =2 g3 = g(7) =
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®
5. Inversa de una funcion
Dada una funcion llamamos funcion inversa de f a la funcion f-! si: Inversa de una funcién
fiA—B fB—A Por definicion
— -1 —
f)=b = f7(b)=x Vx€EA—->3y€EB
Y
w e
VyeB - 3x€eA
Ejemplo
Sea la funcibn con pares
ordenados:
Ejemplo f() ={(a,3); (1, b); (¢, 2)}
j :
Hallamos la inversa de la funcién: /}?\‘
f(x)=x=7
y=f(x)=x—-T7=>x=y—-7 a 1
Despejamos la variable “y”: b 2
x=y—T7=2y=x+7=>f1x)=x+7 c 3
Ejemplo:
Encontramos la funcion inversa de la siguiente funcion: Sea la funcion con pares
ordenados:

fx) =+x3+2
y=fx)=Vyx3+2=2>x=y3+2

Despejamos la variable “y”:

x=yy +2=2xt=y3+22y3=x2-22y=x2-2
1) = Yxz =2

Ejemplo:
Determinar la inversa de la funcién:
) = 3x +2
! Z _+§_ oo
_ _ X _
y=fl)=——F=x= =1

Despejamos la variable “y”:

(y-1)=3y+2=>xy—x=3y+2=>xy—3y=x+2

x +

2 x+ 2
=>y= = 1x)=
y=_m= W=

3

X
Ejemplo:
Cudl es la inversa de la funcion: f(x) = In(x + 1)

f_l = {(1' C); (2, a); (31 b)}

~7 0N\

f
1 a
2 b
3 c

Grafica una funcion inversa

.

=l 5

y=f@=h@E+Dsx=hy+D)se=y+lsy=e—1f10)=e~1

Hallamos las funciones inversas:

1) f(x) =4x-5 4) fx)=x*+1

X

x—2 5) f(x)=

4 —x
x+ 4
6) flx) =e>!

2) f() =

Actividad

3) f(x) =10"*1 43

7) f(x) =+vV3x+4

2x+ 1
x

8) fl=

9) f() =loglx +2)
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_ ; 6. Composicién de funciones
Composicion de funciones

Dadas dos funciones f y g se llama funcion compuesta de f con g a la
Por definicién: funcién fo g y g o f para la cual se cumple que:

f o g)(x) Fe9@=f(g() A (g°NE) =g(f(x)
Ejemplo:
f g Hallamos la composicién de las siguientes funciones:
x —— f(x) —— g(f(x)) fO=x*+1 A gx)=x-1
N, 7 fl9t))=fx - 1) g(f@) = g(x* +1)
=(-1D2+1 = (x2+1) -1
GoEs =x2-2x+1+1 =xiri-d
o = 2 —_ o = 2
De wuna funcion con pares (feg)()=x"—2x+2 GeNE)=x
ordenados: Ejemplo:
o Encontramos la composicion de las siguientes funciones:
A B—""NC
f(x) g(x) G =x;rl A g =x43
Flo@) =G+ o) =g (“2)
C+3D+1 x
x+3+1 x
(goH@) = X+ 1
x+ 4 = X +3
(g° /@) ={(1,5);(2,10); (6,9)} (Fen®) =373 _xtli+sx
X
Gréfica de composicion de (goH(x) = drtl
funciones: x
Ejemplo:
Determinamos (f o g)~! (x)
fx) =v2x+5 A gx) =3x—-1
y=f(g(x))=\/6x+3 f(g(x))=f(3x—1)
:x:\/m =42B@x—-1)+5
>x2=6y+3 =véx—2+5
= x%2 -3 =6y (feg)(x) =Vv6x+3
2-3
| B :
Gof)x) =x-5 .-.(fog)‘l(x)=x -3

6

Hallamos la composicion de funciones: (f - g)(x), (g° f)(x)

1) fx)=3x-2; gx)=5+x 5 f(x)=x*+3x—-4 gx) =2x -5
©
§ 2) f)=vx+4 g1 =1-3x 6) f(x) = [x2+3; g&x) =vx+3
2
I3 3) f(x)=L; gx) =2x+7 -1 _x
< x—1 7) f(x)—x+2, g(x)—m

8y FE=3+1 gl = 3

2 -1
o 8) f( =%; i) = -

x—2
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7. Limites o
Teorema sobre limites

Una funcion y = f(x) tiende a un limite L cuando “x” tiende a “a” si para todo

e> 0 existe un § > 0 tal que: 3) )1(1_1)1;k= k
If(x) —L| <ecuando 0 < |x —a| <& b) limx=a
c) lim kf(x) = k lim f(x)
x—a
Yoo . 1 d) lim 10 _ i 7
x—a g(x) 111’1"11 g(x)

e) lim [FG]™ = [limf(x)]n

f) llm V&) = ”/llm fx)

g) llm[f(x) + g ()]

hm f(x) = L j = jlth;f(x) + jchn;g(x)
L { ‘Z : : : h)  lim[f () — g(0)]
| | | =l - lima
CELE \\%H____ X i) lim [f(x) - g(x)]
‘ | | = L) g

a) Definicion de Limite

Para demostrar la existencia de un limite de una determinada funcién, Indeterminaciones
utilizaremos las siguientes:

limf(x) =L a) S, e 2=?
x-a 0 €9
Ve>0,36>0talque:si|lx—a|<d=|f(x) - L|<¢
b) 0-0=? f) ow—0c=?
Ejemplo:
. . . ) 1°=? g o=?
Mediante la definicion de limite, demostrar: }Clrri(Zx -5 =3
0 _
Ve>0,36>0,[x—4|<8 = [2x—5-3|<e d 0" =?

Ve>0,36>0,|x —4| <6 = |2x—8|<¢

El objetivo en demostrar la existencia de un limite por definicion es encontrar Operaciones conocidas
un § que esté en funcién de e.

Es bueno ver antes a donde se quiere llegar.
a) 0+0=0 o Ee=es

[2x =8| <e = 2|x—4|<e 0
Como es cierto que: ¢ b) 0-0=0 o
[x—4[<é=2lx-4|<26=¢ = 20=¢ = b6=3 ) 0°=0 ) =0
a
o_ p) —=0
Ejemplo: ) Z=0
o a a®=o
Hallamos de forma directa el valor del siguiente limite: el —=0
0 r) 0% = o
lim x> +x—5 f) %:oo s) -m=ow
x-3 x+2 oo
g a’=1 ) w®=o
Lo x*+x-5\ 3*+3-5 9+43-5 7 .
T\ Tx+2z )T 73¥2z T 5 5 h 07=0 u era=oo
i) a*=0 v) logoo =0
Ejemplo: jJ) o+ow=0c W) Inoo=o0
Encontramos de forma directa el valor del siguiente limite: kf o+0=o
X
}Cl_r}(l)m |) 0+ qa = o
x 0 0 a =
L =lim =—=0 m e ®

x505% — x5 50 — 05 1
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8. Tipos de resolucion de limites

a) Limites algebraicos

Son limites cuyas funciones son algebraicas, sus indeterminaciones se resuelven aplicando técnicas algebraicas
como ser, factorizacion, racionalizacion y otros.

P(x) . P(x) RKx) _ P'(x)-G(x) . - oy
)lcgr;Q(x) ﬂzalc—»aQ(x) R =3; R(x) #0 Valcl—r}}zQ()—G(x) 3, Px)=P(x)-6(x),0x) =Q(x)-G(x)
Ejemplo:
x> +x -2

Hallamos el valor del siguiente limite: lim
x->-2 x2—4

z -2 -2+ (-2)-2 4-2-2 . L
lim = +Xx _(ED7+ (=2 = _2 (Hay que levantar la indeterminacion)

s x2—4 | (=2?-4  4-4 0
o x*+x-=2 e +2)x-1) x—-1 -2-1 -3 3
L= lim 23X gy XEX D T _-3_3
ot X2 =4 e (r+ D —2) roex—2 -2-2 -4 4

Ejemplo:
x—-D*-Gx+1?2

Encontramos el valor del siguiente limite: }Cin(l)
=

x2—x
lim G-D?-G+D? _ O0-1D?-0+D* _ -D*-m* _ 0 (Se debe levantar la indeterminacion)
x—0 x%—x 02-0 0 0
] (x—l)z—(x+1)2 ((x—l)—(x+1)) ((x—1)+(x+1)) S x—1-x-1)-x—-1+x+1)
lim 5 = lim
x—0 x2 —x x—>0 x(x —1) x—0 x(x —1)
(=2) - (2x) ] —4x —4 —4 —4

= lim— =1 i =— =4
0 x(x—1)  xsox(x—1) xs0x—1 0-1 -1

b) Limites irracionales

Para resolver este tipo de limites, primeramente, debemos racionalizar el denominador o el numerador de la
expresion dada, debemos tomar en cuenta la conjugada.

Ejemplo:
Hall | valor del siguiente limite: ~ li x ¢
allamos el valor del siguiente limite:  lim ——=—
8 “2yx+2 -2
. x2—4 22 -4 4—-4 0 . o
lim = = =~ (Hay que levantar la indeterminacion)

>2\x+2-2 VJ2+2-2 2-2 0
x2—4 x+24+2 im (x—Z)(x+2)(\/x+ +2) lim(x—2)(x+2)(\/x+2+2)

lim
P Vxt2-2 Vxtz+2 x (Vxt2) - 22 x=2 x+2—4
x—2)(x+2)(Vx+2+2
=lim( ) ) )=1im(x+2)(Vx+2+2)
x—2 x — 2 x—-2

=2+2)(V2+2+2)=4-4=16
Ejemplo:

Hall | valor del siguiente limite:  li Vx-1
allamos el valor del siguiente limite: lm
9 ~143x +1-—-2

lim Vx -1 Vi-1 1-1 0 (Se debe levantar la indeterminacion)

“1V3x+1-2 V3.1+#1-2 2-2 0
Vi-1 3xF142 vi+1 ((\/‘)2—1)(V3x+1+2) .y (c-D(V3x+1+2) V3+1+2 4 2

PN B il 2 Varri42 vitl !}ﬂ((m) —22) (4D T 3G-DWx+1D | 3(1+1) 6 3
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c) Limites que tienden al infinito
Este tipo de limites se resuelve buscando la variable de mayor grado tanto del numerador como del denominador,
para luego dividir todos los términos por esta expresion encontrada y tomar en cuenta que:
a
lim—-—=0;a+0
n—oon
Ejemplo:
o o o x2—4x+5
Hallamos el valor del siguiente limite: lim —————
n—ow 3+ 2x
i KA HS P40t e | lai inacis
T I ™ (Hay que levantar la indeterminacion)
, 1 x? 4x 5 1 4 4 5
x“—4x+5 2 Y2 2 "2 “xT32 1-0+4+0 1
lim A= jim X X" = |im X x ==
n—o 3 4+ 2x2 1 n—o 3 2x? n—w 3 0+2 2
) =t 2 t2
X X X X
Ejemplo:
o o i 4x3 4+ 3x2 +1
Encontramos el valor del siguiente limite:  im = T 7x — 11
4x*+3x* +1 oo+o+1 | la L
A e 7r — 11w+ —11 o (Sedebelevantar laindeterminacion)
1 4x3  3x%2 1 4 3 1
4x3 +3x2 +1 37 i X TR ;+p+x—4_0+0+0_0_0
w5t +7x —11 1 nom5xt 7x 11 nowg 7% 11 5+0+0 5
x* e T
d) Limites trigonométricos
Son limites de funciones trigonométricas, cuya resolucion. Se basa en las siguientes identidades:
_ senx ~ sen (kx) ~ 1—cosx
lim =1 m —= lim—m2—— =
x-0 X x—>-0 kx x—0 X
Ejemplo:
o . sen(10x)
Hallamos el valor del siguiente limite: lim ————
x-0 sen(5x)
10 sen(10x)
sen(10x) sen(10-0) sen0 O ] sen(10x) 10 .. —1ox 10 1.10 10
im = = =—->=lim = = =—=2
x-0 sen(5x) sen(5-0) sen0 0 x-o0 5 x-0 sen(5x) 1-5 5
sen(5x) - = /.5
5 5x
Ejemplo:
o o Ny sen(3x) —senx
Encontramos el valor del siguiente limite: 1m sen(4x) — sen(2x)
sen(3x) 3 senx sen(3x) sen x
sen(3x) —senx sen0—sen0 0 x 3 x B I 3T % _2_1
P sen(4x) —sen(2x) sen0—sen0 O A sen (4x) 4 sen(2x) 2 = sen (4x) 4— sen(2x) 9 T2
x 4 x 2 4x 2x

Calculamos levantando la indeterminacion, el valor de los siguientes limites:
Vx+3-2

(x—4)(x—2)+1

q . P —(x-2)2+4 g
T U 4 Im Nt
:-§ 2) lim\/xZ?—Z 5) lim 3x*—6x%—4 8) sen (5x)—sen (3x)
"5 x—>1 x4-1 x>0 x3—2x+3 x—3 sen(2x) —sen x
< 3 4x%-x-1 . 5x% —3x+4 . sen (x)
3) limx_,_l T 6) llmx_,w m 9) llmx—>0 TS(X’)

O
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e) Limites exponenciales

Son limites de funciones exponenciales, donde la variable se encuentra en el exponente, su resolucién se basa

en las siguientes identidades: 1 1\*
lim(1+x)x=e lim (1 +—> =e
x—0 X—00 X
Enconta y
Imites exponenciales Encontramos el valor del siguiente limite: 9}1}{.}) (1 + ;)
Método alternativo: . o2 X, x\*
4 4 4\ 4 4\a
1 lim (1 + —) = lim (1 + —) = lim (1 + —) =\ lim (1 + —> =e*
1) lin%(l +f)@=e o x e x e x e x
X
. . 1
donde f(x) # 0 Ejemplo: o o (2= X
Hallamos el valor del siguiente limite: lim
x=0\2+x
2) Seal = lim[f(x)]9%, _
o Sea f(x) = 2-x ) = ! se tendra:
fo) =7y g =, :
sio=li -1]-
o= Ll =l ) () — 1] 900 o o o tim [22F 1] L [P X2
o=yt —1l-glx =>"‘xli%[zm_ ]'E‘x‘i‘% 2+x
entonces L = e° — 1 —-2x 711 -2 1. -2 2 1
= 0 2+x] ;_x—%[2+x]_2+0_ 2

Asi:L=e"=>L=¢e!
f) Limites logaritmicos

También este tipo de limites se resuelven tomando en cuenta los siguientes limites de referencia:

ef -1 a* -1
lim =lne=1 lim =Ina
x—0 X x—0 X
Ejemplo: o N e 1
Hallamos el valor del siguiente limite: Llir}) =
L—li e?* —1 i e —1 2 i e?* —1 2 21, e* —1 21 2
=lim = lim -==lim c===lim ==-1==
x-0 3x x-0  3x 2 x>0 2x 3 3x-0 2x 3 3
Ejemplo: e _ g2
Encontramos el valor del siguiente limite: lim —————
x—0sen 3x — sen x
e* —1 4 e* -1 2
. e4x_ezx e4x_1—92x+1 . e4—x_1_(ezx_1) . X .L_l._ X .E
lim = = = lim
x->0sen3x —senx x>0 sen3x —senx x-0 sen3x —senx x>0 sen3x 3 senx
x 3 x
et —1 e?* —1
i A -2:1-4—1-2:4—22321
x>0 sen3x.3_senx 1-3-1 3—1 2
3x X
Calculamos el valor de los siguientes limites:
1 5 _ 3
1) lim[2x — 1]x-1 4) lim[5x — 14]x3 7) lim[1— x]=
o] x—1 x—1 x-1
3
=2
= L . [2x—3]3xt1 . Bk
N 2 i [ 5) lim [5=] 8) lim 1+
< X— 00 x—3
— 2:
o 6) lim ser; 6x 23x 9) lime *_e*
3) lime ! x—>1 e —e x—>1 senx
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9. Continuidad de funciones

Intuitivamente, podemos decir que una funcién es continua si puede dibujarse sin levantar el lapiz del papel.
Decimos que una funcion es continua en un punto a se cumple que:

3f(@), 31im f(x) tal que |lim f(x) = f(a)

Asi por la definicion de continuidad, f(x) es continua en a = 4.

Ejemplo:

Hallamos el valor de k para que la funcioén sea continua:
x?—4 .
fe) =15—7 *=2
kx+2 ;x<2
x2—4 x+2)(x—2
lim+f(x)=lim+ 2=lim ¢=lim(x+2)=2+2=4

x-a x-2t X — x—-2t x—2 x-27t

lim f(x) = lim (kx +2) =2k + 2
x—-a x—2

Asi: 1im+f(x) =lim f(x) >4=2k+2=>2k=2=>k=1
x—-a

x—a
Ejemplo:
Usando la definicion de continuidad, determinamos si la siguiente funcion es continua en a = 4:
fx)=x24+V7—x;a=4
Evaluamos ,lci_lﬁ f0):
lim () :}Cirri(x2+\/7—x) =424\7-4=16+V/3 (1)
Evaluamos f(x) en a = 4:
f(A)=4+V7-4=16+V3 (2)
Deducimos que los valores (1) y (2) son iguales, por tanto la funcion es continua en a = 4, pues:

lim(x? +V7 —x ) = f(4)

Calculamos el valor de k, para Verificamos si las siguientes funciones son continuas en

- que las siguientes funciones los puntos dados:

0 sean continuas: 3 x> 3 -, o iy o2 2

= . +3 ;x - g = ) = g =—

-E " f(x)={]zc—6 ;x <3 3) f&@ w2 @ 2 ) X+2

Q

= 2) f={-1 B35 < 4 4) g(x)=Vx-TLia=1 6) s(x) =e**5a=0
o kx? sx=2

- ‘VALORACION

En la matematica babildnica, encontramos tablas con los cuadrados, los
cubos y los inversos de los niUmeros naturales. En la Grecia clasica también
se manejaron funciones particulares (lineales, cuadraticas), incluso en un
sentido moderno de relacion entre los elementos de dos conjuntos y no sélo
de formula.

En la actualidad las funciones son de uso frecuente, en nuestra aula, la
cantidad de sillas es correspondiente con la cantidad de estudiantes que
hay.

Elaboramos en nuestro cuaderno relaciones de funciones de objetos entre
objetos, personas con personas, objetos con personas, para ver la utilidad
de las funciones en nuestro diario vivir, de como se puede establecer el
agrupamiento, el orden y la relacién que se utiliza en nuestro diario vivir.
Toma de referencia la imagen de la derecha para establecer las funciones
que vayamos a conformar.

Comparte tu trabajo con tus compaferas y compafieros para poder
establecer las coincidencias y similitudes de las funciones.
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Existe una gran demanda en los pedidos de depdésitos de plastico en las
ciudades para el acumulo de materiales liquidos y sdlidos, para ello la
microempresa de don Adolfo debe cubrir la alta demanda que existe por las
distribuidoras, ferreterias y tiendas de venta de materiales de construccion
en casi todas las ciudades de nuestro pais.

DERIVADAS

Los primeros pedidos para la ciudad X contemplan depdsitos con tapa
reforzada y de fondo cuadrado, todos los depdsitos deben tener una
maxima capacidad de 32 metros cubicos, ¢qué dimensiones deben tener
los depdsitos para que en su fabricacidon se necesite la menor cantidad de

pléStiCO? Fuente: OpenAl, 2024

Respondemos las siguientes preguntas:
- ¢ Como se puede realizar el analisis y el procedimiento para construir los depésitos?

- ¢ Qué procedimientos numéricos se pueden emplear para aminorar los gastos en la construccion de
los depdsitos?
- ¢Qué variables se pueden identificar para optimizar la construccion de los depésitos?

Pendiente de la recta 1. Origen e importancia

Su origen es algo oscuro ya que se descubrié en el siglo XVIII, siendo los

Actividad

Si la variable independiente “x” inventores Isaac Newton y Leibniz mas o menos en los mismos afios en
recibe un incremento Ax, entonces Inglaterra y Alemania respectivamente. Inicialmente se centré su aplicacion
la funcion f(x) también recibe en Ia’ ggometrla y la mecanica, pero luego en otras ciencias como la fisica
un incremento de valor que es y quimica.
igual Ay, que es igual a f(x+Ax), . ) _ o ) _ o
siendo “x” su valor inicial. La derivada considerada como el eje principal del célculo diferencial, tiene
su origen en la antigua Grecia y surge como resultado de cuatro problemas
Graficamente: fundamentales; el de la velocidad, el del area bajo la curva, el de la recta

tangente y el de maximos y minimos.
4

Su importancia es fundamental para el calculo diferencial e integral. Algunos
conceptos que nos ayudaran a comprender el significado de derivada son:

fx + Ax)

El estudio de la variacion de la funcién f(x)

También esta el calculo diferencial mediante técnicas para encontrar una

“w,

medida de variacion de una funcion f(x) desde la variacion de “x”.

Esta medida de variacién de “x” esta expresado como:

x x +Ax Ax = x,— x, donde puede ser positivo o negativo.

2. Definicion
La derivada de una funcion con respecto a una variable independiente es la razén de cambio instantanea de la

funcion con respecto a la variable independiente cuando esta tiende a cero. Su definicion es consta del siguiente
limite:

I g1 s f(x+Ax)_f(x)
= = Jim T
O bien reemplazando Ax = h se tiene:
foe+h) - fk)

y'=f'() =lim A
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Graficamente:
ﬂ [ oo

dy df
= 4 = ’=—=—=D
ff=f&x) =y T dx - DY

Estas representan a la derivada,
pero con distintas notaciones.

Ejemplo:
Hallamos mediante definicion la derivada de la siguiente funcion: f(x) = 3x+2

fa+h) -fl)

fx)=3x+2A f(x+h)=3(x+h)+2=>y’=}lin}] A
o 3x+h)+2-GBx+2)  3x+3h+2-3x—-2  3h

y' =lim = lim =lim— =1im 3 =3
h—-0 h h-0 h h—0 h h-0

Ejemplo:
Encontramos aplicando la definicion, la derivada de la funcion: f(x) =x*—2x + 4

fa+h)—f)

f(x)=x2—2x+4Af(x+h)=(x+h)2—2(x+h)+4:y’=}lirr}) .
o e+ -2c+) +4- (P -2x+4) x*+2xh+h*P-2x—2h+4—x*+2x -4
y = |lim = lim
h—0 h h—0 h
 2xh+h?*—2n  hQx+h-2)
= lim = lim =lim2x+h—-2=2x+0—-2=2x—2
h—-0 h h—=0 h h—=0
Ejemplo:

Calculamos aplicando la definicion, la derivada de la funcién: f(x)=e**1—x+1

fG+h)—f(x)

FO) = et —x+1 A flx+h) =W _(x + D) +12y = }llIT(l) =
, . 62(x+h)+1—(x+h)+1—(82x+1—x+1) - X2l _ o p o4 g2+l 4y q
y' = lim = lim
h=0 h h—0 h
X T2+ _ p_ p2x+1 e2X+1(g2h _ 1) _ p e2h — 1 h
=lim = lim ( ) lim [ e?**1 -g_ —) =2+ _ 1
h-0 h h-0 h h-0 h h

Buscamos las derivadas de las siguientes funciones por definicion:

9) fx) =vx+2

1) fx) =2x-3 5) f(&x) =In(2x + 1)
T
il 2 f@=2+1 6) (0 =In(x2-2) 10) f) =VaP-3x—1
2
©
< 3) f=xt+x-7 7) fG) =e"—x M) Foo =2
x—1
4 = x3 — 42 =
) flx) =x3 —x%+3x 8) f(x) =sen(x +3) 12) fG) = senx + cosx
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*
3. Derivadas de algunas funciones especiales
Tabla de valores g P

Aplicando tablas o propiedades de las derivadas se puede calcular la derivada
. de una funcion, estas propiedades nos permiten sintetizar y simplificar los
Sean las funciones f(x) Y  procedimientos de la derivacion de funciones:
g(x), tenemos las siguientes “
y=f(x) n” es constante

propiedades:
n'=0 (nf(x) =nf'(x) x'=1 (nx)=n-x'

Derivada de una o resta:

(F+9) @ = f () +g' (%) (")’ = e g (@) =
(F=9)'@ = f'(0)—g'(®) : xn/
; . (V@) = ey . ge
Derivada de un producto: 2F G0 (W) _ f
(F-9)(®) = F (g +f (g () (@)’ = a* - Ina n- V200
Derivada de un cociente: 1 (e¥)'=e*
(Inx)' = o a Y
! ’ _ ’ 08,x) =
<£> ) =f(x)g(x)2 f)g' (x) (sen x)’ = cos x x-lna
9 g*(x) , 5 (cosx)' = —senx
(tan x)’ = sec?x
, (cotanx)' = —cosec? x
(secx)’ =secx - tan x
Derivada de una potencia: 1 (cosecx)’= —cosecx - cotan x
(x")' = et (arcsenx)’ = — - 1
Regla de la cadena: 1 (arceos )" = V1 —x2
. , (arctan x)' = 1
[f(g(x))] = f (g(x))g (x) Vv 1 + xZ (arccot x)' = — 1 + 5
X
(x) =x*(Inx+1) (arcsecx)' = 1 1

xVx2 —1 (arcsen x)' =

xVx2+1

Ejemplo:
Hallamos la derivada de la siguiente funcion: y = 10x2—3x+2
y' =210x*"=3-1x""'4+0 = y'=20x-3

Ejemplo:
Encontramos la derivada de: y = (4x+3)?

y' = 2:(4x+3)* " (4x+3)" = 2:(4x+3)-(4+0) = (8x+6)-4 = 32x+24
Ejemplo:
Determinamos la derivada de: y = (x*—x+1)(2x—3)

y' = (?—x+1) 2x—-3)+(x*—x+1) 2x—3)" = 2x—1+0)(2x—3)+(x*—x+1)(2—0)
=4x?—6x—2x+34+2x*—2x+2 = 6x*—10x+5

Ejemplo:
Calculamos la derivada de: y = ix:
, Gx+1D)'x-5—-Ux+Dx -5 @+0)x—-5—-Gxr+DA -0 4-(x—5—(G4x+1)-1
. (=57 - (x —5)2 B (x—5)2
_4x—20-(4x +1) 4x—20—4x—1 1
= (X—S)Z - (x_s)z __(x_s)z

Ejemplo:

Hallamos la derivada de: y = e*+2 sen x—x3

y' =e*+ 2 cos x — 3x?
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Ejemplo:
Encontramos la derivada de: y = yx?2 + x — 3

' 2x +1
y= (P -3) = s

Ejemplo:
Determinamos la derivada de: y=In(e*+sen x)

y' = [In(e* + senx)]’ = -(e* +senx)’

e* +senx
e* + cosx
=—(e* +cosx) =———
eX + senx e* + senx
Ejemplo:
. senx +x
Calculamos la derivada de: y = ———
senx —x

L (senx + x)'(senx —x) — (senx + x) (senx — x)’

(senx —x)2

_ (cosx + 1)(senx — x) — (senx + x)(cosx — 1)

(senx — x)2

cosx -senx +xcosx +senx —x —senx - CoOSx +senx —x cosx + x

®
iPadres del calculo!

Sucedié una situacién sobre la
notacion utilizada en el analisis
matematico y su nacimiento.
Sir Isaac Newton (1643 - 1727)
y Gottfried Wilhelm con Leibniz
(1646 - 1716) inventaron
el Calculo, pero de forma
independiente en diferentes
lugares 'y sin  conocerse.
Newton llamé fluxion a las
derivadas y Leibniz las llamé
diferencias infinitesimales o
cociente diferencial. Se sabe
que Newton hizo sus primeros

descubrimientos diez anos
antes que Leibniz, aunque
Leibniz  fue quien publicd

primero sus resultados. Aunque
hayan tenido sus diferencias,
sin duda ambos fueron los

(senx —x) 2

2senx — 2x COS X

(senx — x)2

4. Derivada en un punto

precursores de la nueva
forma de asimilar el Analisis
Matematico.

En este tipo de derivaciones, se reemplaza el punto dado en la funcién derivada.

Ejemplo:

Derivamos la siguiente funcion en el punto dado: y = x*4+3x—10; x,= 2

Yy =2x+3 = fl()=2x+3 = f(2)=2(2)+3=443=7 = f(2)=7

Ejemplo:

Derivamos la siguiente funcion en el punto dado: y = (4x+7)(x*-2); x,=1
y' = 4(x?=2)+(4x+7)2x = 4x?—8+8x2+14x = 12x*+14x—8
= f'(x) =12x2+14x—-8 = f'(1) =12(1)*+14(1)-8=12+14-8=18 = f'(1) =18

Ejemplo:
Xz —-X

Derivamos la siguiente funcion en el punto dado: y = ;

x—4

4

7x0

_(Zx—1)(x—4-)—(x2—x)(1)_2x2—8x—x+4—x2+x_x2—8x+4-

(x—4)?
x?—8x+4
= y=f& ZW f'(0)

Encontramos la derivada en los puntos dados:

g 1) y=x+5 x,=5

'-g 2) y=(x*-3x+1); x,=2

§ 3) y=senx—cosx; x,=m
4) y=Jx*+4x-1; x,=3

=0

(x —4)? (x —4)?
_02-8(0+4 4 1
T 0-H7 16 4

5) y=x*-3x+9x,=-1
6) y=x+3)(x*—x);x,=0

7) y=e*—x*+2;x,=2
2x —1
= ix,=-2

0

8) y=
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. 5. Aplicacion de las derivadas
Conclusiones

Desde la invencion de la derivada, sus aplicaciones son diversas en todos

los campos de la ciencia, pero también de la tecnologia, partiendo de la

, misma definicion de la derivada que es hallar la pendiente de una funcion

m=y en un punto cualquiera, hasta aquellas referidas a la geometria, ingenierias,
economia, mecanica, etc.

Pendiente de la recta:

Recta tangente:
L: y=y,=y (x—x,) a) Recta tangente
Es una linea que corta a la gréafica de una funcién en un solo punto. Para

hallar esta recta se precisa conocer el punto donde intersecta y la pendiente
Ly y=y,=— v (x — x0) del mismo.

Recta normal:

Representacion grafica Ejemplo:
Hallamos la ecuacion de la recta tangente y normal que intersecta a la

i funcién en el punto dado.
y=x"—4; P(1,-3)

Recta normal
y=x*-4 > y'=2x
Rectatangente 1
flajece b , , Ly:y =y = ——(x —x0)
i fl)=y =m L: y—y,=m(x—x,) NPV = Yo m 0
| '=m= —(=3)=2(x— 1
: y'=m=2x y=(=3)=2(x-1) y= (=3 =-5&x-1
m=f'(1)=21 |y+3=2x-2
2y+6=—-x+1
m=2 L, 2x—y—5=0
Ly:x+2y+5=0

b) Geometria

Otra de las aplicaciones de la derivada, es la maximizacion y minimizacion
de areas, perimetros y volumenes donde involucran figuras geométricas.
Ejemplo:

Hallamos el area maxima de un rectangulo que puede inscribirse en un
semicirculo de radio r=10[u].

Gréficamente:

NS

Paso 1: La funcion a maximizar es el area: A = b-h

Paso 2: Segun el triangulo rectangulo:
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Paso 3: Reemplazando h en el area se tendra:
VBT b7
2
Paso 4: Derivamos la funcion respecto a “b”, para maximizar e igualamos a cero:

A=b-h = A=b-

Var2 —p2 b —2b \Var2 — p2 b2
A=1—— 4. [ ——————)=0 > = = 4r2—p2=p2 = 4r2=2ph?
2 2 \2Varz —p2 2 2V4r?2 — p2
> 2r2=h% = p2=2r2 = b=+/2r2 > b=rV2 = b= 10V2
Como:
Varz — p2 V4rz — p2 Varz =2rz  \2rz /2 10V2
bh=bT$h=T$h= > = > =T :h=T=5\/§

Paso 5: Reemplazamos en el area:
a=b-h > A=10V2-5V2=50-2=100 = Ayq, = 100 u?

Encontremos la recta tangente y normal de las siguientes funciones en el punto dado:

1) y=2x—x"; x,=2 3) y=x*—x+1; x,=1
2) y=(x+4)*; x,= -3 4) y=x+4; x,=0
x—1

Resolvemos los siguientes problemas:

5) Laplazarectangular de la localidad X tiene un area de 36 metros cuadrados, las personas desean
colocar valla alrededor de la plaza, encuentra las dimensiones para que la valla sea minima.

©
©
=2
2
=
Q
<

6) En un semicirculo de radio 4 cm, inscribir un rectangulo de area maxima.
7) Un rectangulo de 10 m de diagonal, halla sus medidas para que el area sea maxima.

8) Una caja de forma de paralelepipedo de forma que sus tres aristas sumen 42 cm y la altura sea
doble de la base y el volumen maximo.

- 5&“VALORACION

Isaac Newton y Gottfried Leibniz crearon el célculo diferencial e integral
de manera simultanea. Desarrollaron reglas para manipular las derivadas
(reglas de derivaciéon) e Isaac Barrow demostré que la derivacion y la
integracion son operaciones inversas. Newton en 1665 derivaba funciones
algebraicas y Leibnitz en 1975 le da el caracter geométrico, ademas de dar

el caracteristico ﬂ
dx

Desde entonces, su aplicacion se extiende bastante en la fisica, matematica,
biologia, medicina, arquitectura, economia e ingenierias.
- ¢En qué aspectos influye la derivada en las ciencias mencionadas?

Averiguamos y construimos con materiales reciclables el Péndulo o cuna de
Newton.

- ¢ Qué sucede con el péndulo?

- ¢ Qué tipos de movimiento se puede describir?

- Empieza por realizar las colisiones entre dos bolitas, observa el
tipo de movimiento que sucede con el choque, luego con tres y asi
sucesivamente.

- Inicia desplazando inicialmente dos bolas y observa si se desplazan
las dos bolas finales.

- Acontinuacién, desplaza las dos bolas de los dos extremos. Al soltar,
observa como tras la colision, las otras tres bolas centrales permanecen
en reposo y las bolas de los extremos regresan a su posicion inicial.

Fuente: OpenAl, 2024 a
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INTEGRALES

Delma es una excelente ingeniera civil. Su especialidad en puentes la hace
responsable de una obra muy grande.

Ella debe realizar los calculos del puente que debe soportar todo el peso
posible de los peatones y vehiculos, para ello debe tener conocimientos
suficientes en estructuras estaticas e isostaticas.

Para este tipo de estructuras, una herramienta basica es el calculo diferencial
e integral, pues mediante ello se puede calcular el centro de gravedad,
centro de masa, momentos de inercia, flector e incluso los esfuerzos que
ejerceran sobre la estructura, todo ello utilizando la integral de funciones.
Con esta base, las estructuras tienden a ser mas resistentes y no colapsar
ante cualquier contingencia.

Fuente: OpenAl, 2024

Investigamos qué formulas se utilizan para calcular los elementos mencionados en el disefio de
un puente.

- ¢ Cuales son los puentes mas importantes de tu departamento?

Actividad

- ¢ Qué tipo de puentes conoces?

. . 1. Definicion
Area bajo la curva

El proceso por el cual se encuentra una funcion a partir de su derivada se
llama integracién y el resultado del proceso se llama integral de la derivada.

Integrar es el proceso reciproco del de derivar, es decir dada una funcioén
f(x), se trata de buscar aquellas funciones F(x) que al ser derivadas
conducen a f(x). Geométricamente es el area bajo la curva de una funcion.

Silafuncidon f(x) es la derivada de la funcion, es decir, F(x)=f(x) entonces
F(x) se llamala funcion primitiva de f(x), lo cual se simboliza por la expresion:

[f(x)dx = F(x)+C

Por ser la integracion una operacion inversa de la derivacion, el proceso de
hallar la integral en los casos mas simples, puede hallarse invirtiendo las
reglas de derivacion.

N /] Interpretacion geométrica

N

P ne A

y=f(x)

L F)dGo)

Ax = — —
N a b
El area bajo la curva es la suma
de los pequerios rectangulos
que forman el area a calcular
(mientras mas pequerios, mayor
aproximacion al area real).

Integral definida

Es la representacion del area limitada por la grafica de la funcién, en un
sistema de coordenadas cartesianas con signo positivo cuando la funcién
toma valores positivos y signo negativo cuando toma valores negativos.
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2. Integrales Indefinidas

Para representar la integral se emplea el simbolo [f(x)d(x) , que tiene su origen en la inicial de la palabra suma
y se representa como F(x)=/[f(x)dx, donde F(x) es la primitiva o antiderivada de f(x). De modo que la integral
indefinida se escribe como [f(x)dx=F(x)+C, donde C se denomina constante de integracion, es una cantidad
independiente de la variable de integracion.

a) Funciones Primitivas . .
) Integral indefinida

Es el proceso para hallar la funcion original, es decir, la funcion que precedio
a una funcién que ha sido derivada.

Funcion ‘ Derivada ‘ Diferencial ‘ Integral f()dx =F(x)+C

d |
y = x? & _ox dy = 2x dx J2x dx = x2 i

dx i Constante de

integracion

d )
y=x*+1 & 2x dy =2xdx [2x dx = x*+1 Variable de

dx integracion

4 15;9”0 / Primitiva f
integra
y=5x d—y=5 dy =5 dx [5 dx = 5x
x

Generalizando de acuerdo con la tabla anterior se obtiene:
[2xdx = x*+ C, donde C es la constante de integracion cuyo valor no es definido, salvo que se proporcione algun
punto que pertenezca a la funcion.

b) Propiedades de las Integrales
- Laintegral de la derivada de una funcion es la misma funcion: [ f(x)’d(x) = f(x)+C
- Laintegral de una constante por la funcién, es la constante por la integral de la funcién:

Jaf()d(x) = a[f(x)d(x)
- Laintegral de una suma es la suma de integrales: [[f(x)+g(x)]d(x)=/f(x)d(x) +Jf(x)d(x)
c) Integrales de algunas funciones especiales

Podemos calcular la integral de una funcién mediante la tabla proporcionada a continuaciéon que simplifica este
proceso de calculo de integrales, tanto simples, como complejas:

fdx =x+C
1
J-tan(ax) dx = ——In(cos(ax)) - x Tabla de valores
xn+1 a
J-x" dx = +C 1 1 N
n+1 f ———dx = ~arctan (_) v, La integral es la inversa de la
R . as +x a a derivada:
Jerar=er L e (et [F(d) = £()
ﬁdx =—1In +C
a* as—x 2a a—x
f a*dx =—+C 1
Ina f dx=In(x+a)+C La derivada es la inversa de la
J‘ 1 xta integral:
—dx=Inx+C .
x f sen(ax) dx = — 25 ¢ F0d@] = F(x)
senx dx = —cosx + C
f f cos(ax) dx = sen(ax) cx+C La integral de una variable se
define:
J-cosxdx=senx+C 1
J-e“xdx =—e¥ +(C xnt1
a fx" dx = 1
J-tanxdxz—ln(cosx)+C 057
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Ejemplo:

Calculamos la siguiente integral indefinida:

6+1 7
f7x6dx=7fx6dx=7- +C=7-—+C=x"+C

6+1 7
Ejemplo:
Encontramos la siguiente integral indefinida:
3 7
z“ x4 4 7
fx/ dx—fx‘tdx— C=—+C=-x4+C
3., 077 7
4 4
Ejemplo:
Hallamos la siguiente integral indefinida:
x3+1 x2+1
fxz(x3—2x+1)dx=J(x5—2x3+x2)dx=Jx5dx—ZJx3dx+j =T 1 2-3+1+2+1+C
EEARPSE A S S AL S
6 4 3 6 2 3

Ejemplo:
Encontramos la siguiente integral indefinida:
1 1
f[sen(Zx) — cos(2x)]dx = f sen(2x)dx — f cos(2x)dx = —Ecos(Zx) - Esin(Zx) +C

3. Métodos de Integracion

a) Integracion por sustitucion o cambio de variable

Sea u = g(x), donde g'(x) es continua en un intervalo, ademas sea f(x) es continua sobre el rango correspondiente
de g y sea F(x) una antiderivada de f(x) entonces:

Jflg(0)] g'(x)dx = [fwydu = F(w)+C = F(g(x))+C

[ Notacion TN

Utilizando el método de sustitucion, integramos: [ (x—3)dx:

.. i i i u=x—-3 = =
Cuando tenemos varias integrales Realizamos el cambio de variable: u = x—3 du = dx

. 3 . . . 2 _ 3 2
indefinidas, podemos asumir que: f (x = 3)dx = fudu _u (x )

= +C="4C

C,+C+C,+ - +C =C .
Ejemplo:

La suma de varias constantes
de integracion dara siempre una

constante. Realizamos el cambio de variable: u = x+1 = du=dx
[sen(x—1)dx = [senu du =—cos u+C = —cos(x—1)+C

Hallamos la integral de: [sen(x—1)dx

Encontramos el valor de las siguientes integrales:

1) [3x5dx 5) fsen(3x)dx 9) j6x2(x+\/f) dx
ge]
T
:'g 2) f(x3 +2x% —x + 5)dx 6) f 2 cos(2x) dx 10) f(sen(Bx) — cos(4x))dx
©
< 3) f 3x(x® —x3 + 1) dx 7) f Vx2dx 11) f(x‘3 + 2x72)dx

4) fe3xdx 8) fs\/;?dx 12) f( )dx
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b) Integracién por partes
La siguiente férmula nos permite realizar la integracion por partes: [u dv = uv—[v du

Ejemplo:

Encontramos la integral por el método por partes:

u=x=du=dx

fxezxdx:' dv=32xdx<=v=f Judv=uv-[vdu
2

“Una vaca menos la vaca de una”
r 1 e?* e?* 3 e?* 1 Este es un truco mnemotécnico
fxe dx _X'T_dex =5 \x—5)+C para recordar la formula de la
integracion por partes.
Ejemplo:

Hallamos la integral por el método por partes:

1
U=Inx= du=—dx A tomar en cuenta

f x6Inxdx = x
dv = x%dx = v = X Debemos tomar en cuenta, para
7 integrar por partes, generalmente

para “u” debe ser las funciones:
x7 x7 1 x7 1
fxélnxdx=lnx-——f—-—dx=lnx-——7fx6dx

7 7 x 7 x", Inx, senx, cosx, sen'x, ...
7 7 7
=lnx X 1 s +C= x_<1nx — 1) Para “dv” se nombrar a los
77 7 7 7 siguientes términos:

c) Integrales cuadraticas
e*, senx, cosx, dx
Este tipo de integrales, se resuelven aplicando las siguientes integrales de

referencia: Eioml
fle f 1 1 X -jemplo:
0 dx = ln(f(x)) +C Zta dx = aarctan (a) +C
. Inx-x dx
Ejemplo: = ()
. u dv
Hallamos la integral de:
4x3 1 fx -e* dx
fx4+1dx=>{u=x4+1=>du=4x3dx=>dx=mdu G Lo
U dv
S e SO SN [ C=In(x*+1)+C
fx4+1 x= T~mu—fau—n(u)+ =In@"+1)+ fex-cos(Zx)dx
l_Y_J
. u dv
Ejemplo:
; . 2 X — v 2,X x
Hallamos la integral de: X8 dx = xie’ f‘f—' Z'J_C’dx
cos X 1 udv u v vV du
f—dx > {u=1+senx=>du=cosxdx =
1+ senx cosx
cos X cosx 1 1
I =f . du=f—du=lnu+C=ln(1+senx)+C
1+ senx u Ccosx u
Resolvemos las siguientes integrales:
- 1) fxsenxdx = 4) foe‘“‘dx = 7 fx3lnxdx=
3 :
> x — 8 ld =
g 2) [(x+1e¥dx = 5 |(x—1)Inxdx= ) eI
=< 2 2 5
X +
_— = - —_ 9 _— =
3) fx2+4dx 6) fx2+2xdx_ ) fx2+36dx

&
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.. . d) Integracion por sustituciéon trigonométrica
Triangulo rectangulo

O
<
i)
(2]
()]
=)
o
@)
@]
°
@©
O
L (o
Cateto Adyacente (C.A.)
o= C.0. o= C.A.
sen—H., COS_H’
tanf = ——
mv=ca

4. Integrales definidas

La integral definida es un concepto

Barrow:

Integral definida

a

y=f(x)

Lﬂ@w@)

X1 =a

x2=b

a: limite inferior

b: limite superior

F: primitiva de f

F(a): valor numérico de F en a
F(b): valor numérico de F en b

La integral definida ya no lleva la
constante de integracion

811
3. Zdu =
u 7u

1
f 3\/1+7xdx=f
0 1

1) fmdx

Actividad

1
2) fo (x + 3)dx

1
3) fxexdx
0

Debemos tomar en cuenta los siguientes cambios de variables:

Va2 —x? = x =a-senf
Jaz+x%2 = x=a-tanf
Jx2—a? > x=a-sech

También debemos analizar el tridngulo rectangulo que se forma.
Ejemplo:

Calculamos la integral de la siguiente funcién:

f\/4i—x2dx = {x =2senf = dx=2cos6db
f 1 dx=f 2cos@ d9=f 2cos@ 6
Vi—x2 JZZ = Zsen0)? Vi dson?6
:J 2cosf d9=J 2cos@ dGIJZCOSQ
2vV1 —sen? 2Vcos2 6 2 cos 6

:fd9= 9+C=arcsen(§)+€

utilizado para determinar el valor de las areas limitadas por curvas y rectas,
la cual da como resultado un valor numérico, se aplicara a partir del Teorema fundamental del calculo o regla de

b
[ reoax=r) - F@

Ejemplo:

Calculamos el valor de la siguiente integral:
3
3 . x5
x*dx = —
1

5

35 15 243-1 242

5 5 5

5

1

Ejemplo:

Hallamos el valor de la siguiente integral:
1 5 1
J. V1i+7xdx = {u=1+7x=>du=7dx = ?du=dx
0

- x=1lenu=14+7x > u=1+71)=8
x=0enu=14+7x > u=14+7(00)=1

45

8
34 3% ¢ 3 3

8
4
3

1

3
7\

Resolvemos las siguientes integrales:

7) f\/xz + 16 dx

21

8) (cos(2x) — senx)dx

s

1 x
9 [
),[(,Z—x2

4) J‘\/xz —25dx
1

5) j (2e* + x?)dx
0

2
6) j (x% —x + 3)dx
il
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5. Aplicaciones de las Integrales

En esencia, una de las aplicaciones mas importantes de la integral, es A [ /
el célculo del area bajo la curva de una o mas funciones. :,! /

b
A= j [F () — g()]dx

Ejemplo:

Hallamos el area comprendida entre las curvas:
fO)=x; g(x)=(x—-2)* 1
Se debe calcular el area de la region sombreada en la imagen, pero gx) = (x — 2)?
antes se necesita hallar los ejes de interseccion con el eje x, igualando ) e
ambas funciones, para determinar los parametros de la integral que -1 0 12 3 4 S5 6
serian: x=1; x=4. P

Por tanto, se debe calcular en la integral de 1 hasta 4, es decir:

4 4 3 5x2
—(x=2%dx=| (—x2+5x—4)d =<—x—+——4>
fl(x (x - 2)%)dx fl(x x-ddx= (- 4

1
= 64+4o 16 1+5 4 —8+11—9
N 3 32 "3 6 2

Encontramos el area comprendida entre las siguientes funciones:

= 1) f(x) =x+2, g(x) =x2 5) f(x) =8-2x% g(x) =x*—4

:g 2) f(x) =9+x% g(x) =x+3 6) f(x)=4x—x% g(x) =x*

E 3) f(x) =x*—4, g(x) =4—x* 7) f(x)=x+3, g(x) =3—x2
4) f(x) =x*—2x, g(x) =x+4 8) f(x)=12—x% g(x) =x*—6

e ‘VALORACION

Un grupo de empresarios jovenes decididos a realizar un emprendimiento
con el lanzamiento de productos alimenticios para su distribucién por raleo,
deciden llevar a cabo una campafa promocional con banners, pero sobre
todo en redes sociales para la difusiéon de sus productos, los gastos que
genera seran a razon de Bs 280 por dia. Los microempresarios estiman que
los ingresos estan dados a razén de la funcion f(x)= 40x*—3x+2400 y que
disminuyen con la duracion de la campafia.

- ¢Como elaboran el modelo matematico los jovenes, para realizar el
estudio de mercado para generar ganancias?

- ¢ Este tipo de mercados nos ayudan aminorar los gastos?

- ¢ Cuanto crees que son las utilidades de los microempresarios?

Elaboramos la ruleta de la figura con los siguientes materiales:

- 1 hoja de cartulina

- 1 hoja de carton

— Caja de colores

- Lapices

- Tijera

El juego consiste en que 4 participantes, cada uno de forma sucesiva,
giran la ruleta dos veces y donde marque la flecha anota las funciones
correspondientes (si repite la funcién, vuelve a girar) y para el intervalo
0 < x < 5 debe de hallar el area correspondiente entre las dos funciones

seleccionadas. El primer participante que completa 4 areas solicitadas gana
el juego.
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

ELIPSE E HIPERBOLA
La elipse

1) Con los siguientes datos, encontramos graficamente y analiticamente la ecuacién de la elipse:
a) V(+4,0); F(£2,0) c) V(0,45); F(0,+1) e) V(+7,0); F(+3,0)
b) V(+4,0); e=0.75 d) F(0,3); D: y=+4 f) B(0,+2); LR=1.6

Hallamos grafica y analiticamente la ecuacion de la elipse, si tenemos los siguientes datos:
2) Vértices en los puntos (—=1,6) y (9, 6) y de focos los puntos (1,6) y (7, 6)

3) Centro en (1, 3) uno de sus vértices es (—2, 3) y excentricidad un tercio.

4) De centro en (4, —1) uno de sus focos es (1, —1) y pasa por el punto (8, 0)

5) Vértices en los puntos (—2,1) y (6, 1) y de excentricidad un medio.

6) Focos en los puntos (3,2) y (5, 2) y de excentricidad un tercio.

7) Directriz en la recta x + 1 = 0 uno de los focos es (4, —3) y excentricidad dos tercios.

8) Centro en (4, 2) uno de sus vértices es (9, 2) y foco en el punto (7, 2)

9) Vértices menores en los planos (—1,6) y (—1, —2) y de lado recto treinta y dos quintos.

10) Foco en el punto (4, 1) directriz en la recta 3x — 28 = 0 y de excentricidad tres quintos.

11) Encontramos los elementos y la grafica de las siguientes elipses:
a) 9x*+4y>—36x—40y+100 =10 b) 9x*+16y*—36x+96y+36 =0

12) Hallamos la distancia entre el centro de la elipse 4x*+9y*—48x—72y+144 =0 y la recta x+2y+2 =10

La hipérbola
1) Con los siguientes datos, encuentra graficamente y analiticamente la ecuacion de la hipérbola:
5
a) V(£2,0); F(£4,0) b) V(0,£1); F(0,+4) c) F(£5,0); e= 3

Hallamos grafica y analiticamente la ecuacion de la hipérbola, si tenemos los siguientes datos:
2) Vértices en los puntos (2,5) y (8, 5) y lado recto igual a ocho tercios.

3) Focosenlos (1,—-1)y(1,3) y de excentricidad igual a dos.

4) Centro en (—1, 2) uno de sus vértices es el punto (-1, 5) y de foco en el punto (-1, —3)

Vi3

5) Centro en (1, 2) de eje real vertical, excentricidad ¢ = - y de lado recto igual a nueve.
6) Centro en (-3, 1) uno de sus vértices es el punto (—6, 1) y foco en el punto (-3 +v13,1)

7) Vértices en (3,3) y (3,5) y cuyos focos estan en los vértices de la elipse 9x?+y?+54x—8y+88 =0

3x
8) Pasa por el punto (2, 1) si las ecuaciones de sus asintotas son y = iT

9) Vérticesen (-1, —1) y (3,—1) yuna de sus asintotases larecta3(x — 1) =2(y + 1)

10) Encuentra los elementos y la grafica de las siguientes hipérbolas:
a) 9x*-16y*-36x-32y-124=0 b) 4x*—y*—40x—8y+68 =0
11) Encuentra los puntos de interseccion entre la hipérbola 2x?—y?—4 = 0 y la circunferencia x*+y?—8 =0

12) Determina los puntos de interseccion entre x>—2y*+x+8y—8 = 0 y 3x*—4y?+3x+16y—18=10
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TEORIA DE CONJUNTOS

1) Dados los conjuntos:
U={1,2,3,45,6789}; A={xeU/ 3<x<7} B={xeU/ 2<x<6}; C={1,3,579}

Encuentra los siguientes conjuntos:

a) ANBNC = d) (BUC) = g) AA(BUC) = i) (AAC) =
b) A-B = e) (A-B)NB = h) (A-B)UB = k) (ANB)‘ =
¢c) BNC = f) (B—C)A(A—C) = i) (AUC)NB = ) AUBc=

Resolvemos los siguientes problemas:

2) En un grupo de estudiantes del curso preuniversitario, 60 estudian Ingenieria Civil; 40 Ingenieria Quimica y 15
ambas carreras. j,Cuantos estudian sélo Ingenieria Civil y cuantos solo Ingenieria Quimica?

3) Enun curso 11 estudiantes practican futbol y basquet, 15 futbol pero no basquet y 14 basquet pero no futbol. Si
todos los estudiantes practican por lo menos uno de los dos deportes. a) ¢ Cuantos estudiantes hay en el curso?
b) ¢ Cuantos practican futbol?

4) De 33 personas que viajaron a Europa, 15 visitaron Francia, 16 Espafa, 16 Suiza, 5 visitaron Francia y Suiza, 5
visitaron Espafia y Suiza y 2 los tres paises. ¢ Cuantos visitaron unicamente Francia? ; Cuantos visitaron Espafia o
Suiza pero no Francia? ¢ Cuantos visitaron Francia y Suiza pero no Espafa.

5) Enuna encuesta a 115 personas sobre sus preferencias en bebidas gaseosas se determiné que a 41 personas le
gusta salvietti; a 48 fanta; a 62 coca cola; a 16 personas salvietti y fanta; a 20 salvietti y coca cola; a 17 fanta y coca
cola y sélo a 5 personas les gusta las tres bebidas. ¢ A cuantas personas no le gusta ninguna de estas gaseosas?,
¢a cuantas les gusta sélo una?, ;a cuantas les gusta dos gaseosas?

6) Una encuesta a 140 mujeres acerca de la flor que mas les gusta arrojo los siguientes resultados: a 88 les gusta
las rosas, a 61 los claveles, a 60 les gustaba o las rosas o los claveles pero no las margaritas, a 8 les gustaba los tres
tipos de flores, a 21 les gustaba las margaritas y los claveles y a 40 preferian Unicamente a las rosas o Unicamente
a los claveles y a 20 les gusta sélo las rosas. ¢, Cuantas preferian las margaritas? ¢ Cuantas preferian las rosas o
las margaritas pero no los claveles? ;A cuantas les gustaba solamente un tipo de flor? ;A cuantas les gustaba
solamente dos tipos de flor a la vez?

7) Sobre 480 estudiantes de Ingenieria que se habian cursado las materias de célculo, algebra y fisica, se encontrd
que aprobaron, 47 algebra, 26 célculo, 35 fisica, 12 &lgebra y célculo, 14 algebra y fisica, 8 célculo y fisica, solo 5
aprobaron las tres materias. ¢ Cuantos aprobaron Unicamente algebra? ;Cuantos aprobaron unicamente fisica?
¢, Cudntos no aprobaron ninguna materia?

8) Indica las operaciones que representa a los siguientes diagramas de Venn:

B B B ||A

2
0

Ll IS
o

.
Ve -
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9) En el siguiente diagrama de Venn, representa con colores cada expresion dada:

a) AN(BUC) = d) Au(B-0) =
b) AN(BNC) = e) (A-B)n(B-C) =
c) AU(BNC) = f) AUB =

ANALISIS MATEMATICO

g) AUB =
h) (A-C)=
i) (AAB)‘=

. senx +1 LoXx—
e) }cl—r}(l) cosx 8 ;lcl—rgx—3:
x2 — . 3—x
- Djmia- W Inse

Limites
1) Por simple inspeccion, calcula el valor de los siguientes limites:
oo 2x+1 ooox+1
a) chl—r}} x+ 2 - © xll»rzl13x+5:
by lim ot 23 _ a) lim 25
x>t x 41 x=5x%2 4+ x—30

2) Resolvemos los limites algebraicos:

i x?—4 O i (1+x)?-(1-20?2 _ ) lim S
) 2xT—2—x )xl—rg(1+x)3—(1—x)2_ x204x+9 -3
bY i x3-3x2+4 B i ( 4 x )_ Y i V3x—2—+2x
) m s e e =10 @ MMle T T r=2) 7 )7 -
. x*—(at+Dx+a _ x2+3x+2 2% —ViZ 13
c) lim T3 = f) lim 3 = i lim——————=
oo x3-a =1 a1 13y —VxZ+8
3) Resolvemos los limites trigonométricos, exponenciales y logaritmicos:
y sen(10x) — x &) lim X senx I e8X _ p2x
—_— 1 —_— = =
a) lim sen(4x) — x x>01 — cosx ) lim sen(8x) — tan(2x)
_ e4x _ er 2
b) lim sen(7x) — tan(3x) _ £) lim _ k%41 x
x-0 tan(2x) —senx x-o0sen(5x) — tan(2x) — x ) }l_r,{}o 2—_2
2 S5
o i _ g) lim[5x —9]x-2 = . x —sen(2x)
) T Veosw x=2 k) Im———=
c ) 3 eéx _ p3x e
tan(15x) — 3x i = 1
d) lin%(gf = R D lim (25X "
x-0 sen(7x) —x S ) =

4) Encontramos el valor de a y b para que las siguientes funciones sean continuas en los puntos dados:

x<1
x=>1

si
si

2x%> +3ax — 4

a) f(x) = {Za 3

Derivadas

2x +a si x<—1
b) f(x) ={x*—ax+b si —1<x<4
2b—x si x>4

1) Encontramos por definicidn las siguientes derivadas:

a) f(x)=3x—7

b) f(x) =x—-10 d) f(x)=x—x?

c) f(x) =x*+2x—

3 e) f(x) =vx+2

f) f(x) =x*—x*—2x—1

2) Determinamos la derivada de las siguientes funciones:

a) y=x*-3x+7

b) y =sen x—2 cos x+3 tan x—4 sec x
c) y = 10x+sen x+x2+2

d) y=(x*4+x-1)2

e) y=In(x*-3x-2)

f) y = e*+x*—3x—10+sen x

g) vy =5x3+12x-100

h) y =sen x+2 tan x+5x*—6x+50
i) y=5x*+12x-100

i) y = (2x*~5x-3)°

k) y = In(x*—sen x+cos x)

1) y = 5e*+tan x—In(3x—1)
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3) Encontramos la derivada de las siguientes funciones:

a) y=(x+senx)(2x3+x2—3x+1)

b) y = (senx + cosx)(tanx — cotanx)
x?+2x+2
VY= aix1
x> +x—1
dy= senx + 1
3—x
e y=-"7
f) y = Vsenx + e*
VxZ+a? +x
g)y——ln< —— )
x2+a?—x

h) y= 5\/4 — x? + 2 arcsen (g)

Integrales

Dy=@3+2x2-3x+4)(x?2-4)
Dy=0C%+x—1(x+3)
senx + cosx
y= senx — cosx
senx + 2
Dy= senx — 2
x—1
sen(2x) + 1
n) y - esenx+cosx

m) y =

a 2 xX—a
0) y ==In(x? — a?) +Eln( )

2 x+a
_1l (t x) 1 cosx
p)y—zn anz 2 sen?x

1) Hallamos la integral de las siguientes funciones, aplicando el método que corresponde:

a) [xVx +1dx =
b) [ x%2(2x% —5)*dx =

J 2x—1
©) xz—x+3

a) sen x Dy =
) 1+ cos?x =
e) [ (x—1)Inxdx =

f) [x%Inxdx =

g) Jx(5x? +4)3dx =

h) f3x2\/x3 + 5dx =

1)f1+ x T
= x _
D are=a

k) [ (x +1)e*dx =

1) [ xarctanxdx =

m) [ xy2x2 — 4dx =

n) [xe*dx =
senx
0 J

cos3 x
x3

Vo —x2

sen(2x)e3*dx =

p S

dx =
q)

r) fcos(Zx)ezxdx =

2) Aplicando el teorema fundamental del calculo, encuentra el valor de las siguientes integrales:

2
a) f (x+3)2x—1dx =
-2

T
b) f (sen3x + cos2x)dx =
0

1
d)f x(x3 —2x +3)dx =

o[ (2 2)

4
g)f (x? —x+1)%dx =
1

3
h)f 2x/x% + 4dx =

0 Jl%dx— f)f di = )JS 3x?% + 2x B
0 2—x o V5x2 + 4 x3+x2+ 2
3) Determinamos el area de las siguientes funciones:
a) f=2—x; g=x* e) f=x(x—2); g=3x—x*
b) f=x-4; g=x"4+2x-2 f) f=x*-2x; g=4x—x*
c) f=x*—4x+5; g=x+1 g) f=2x—x*; g=x*
d) f =x*-5x+6; g=2x h) f=1-x)(x+3) ; g=(x+1)(x—3)

(Ejercicios y problemas recopilados)

®

&
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Construyendo un operador binario

Los operadores matematicos definen las operaciones basicas que actuan sobre los nimeros y otras construcciones
matematicas. Normalmente, los operadores toman entre uno y dos nimeros como entrada y devuelven un nimero
como salida.

ALGEBRA PREUNIVERSITARIA

Los operadores siempre deben estar acompanados de una ley de Ejemplo:
formacion para que tengan un sentido logico, puesto que al resolver 2

L . SR » a*xb=a"+2b+5
se emplea procedimientos que deben seguir la secuencia logica

de las operaciones aritméticas, que se transforman sujeto a ciertas l l sia=2 h =3
reglas en una o varias cantidades; basandonos en el principio de
valor numérico; es decir, cambiando letras por numeros. Mediante 2x3=2242(3)+5=15
el razonamiento debemos proceder a analizar nuevas operaciones,
definiciones y aplicarlos bajo ciertas condiciones o restricciones. D> a¢bh=2a+3b;sia=3,b=4
o _ i =344 =2(3) +3(4)
Los criterios para resolver cualquier operador matematico son: —6+12=18
- ldentificamos el operador y la regla para operar. - B
— Aplicamos la regla dada para encontrar el resultado. —3¢4 =18
Operador > A% =24 —54+3;siA=-2
il = (-2)¢=2(-2)>-5(-2) +3
a*b =a+b+ab =84+10+3=21
! 0 _
Operacion binaria Ley de formacion =(-2)’=21
g Resolvemos los siguientes operadores:
T
= 1) xxy=xy+1 2) a®b=2a+4b+3
et
2 Halla: (1%2)%3= Calcula: (8®5)+(9R®7)=

TEORIA

]

1. Operaciones con numeros reales

Para realizar operaciones con numeros reales es necesario recurrir a los axiomas que sustentan las operaciones en
dicho conjunto. Los axiomas de adicion, multiplicacion y distribucion sobre el conjunto de los niUmeros reales seran
expuestos paulatinamente.

AR
UMeros reales A1.Va,beER = a+beR (Clausura)

A2.Va,beR: a+b=b+a (Conmutatividad)
. A3.Vab,ceR: (a+b)+c=a+(b+c) (Asociatividad)
Numeros reales .
A4.VaeR,30€R: a+0=0+a=a (Neutro aditivo)
[ Nimeros enteros ] A5 Va€ER, 3—a€R: a+(—a)=(-a)+a=0 (Inverso aditivo)
Ejemplo:

Numeros irracionales . .
Si ay b pertenecen a los numeros reales, demostramos:

Nameros a+b

> Vab; a,beR
trascendentes

Siya—VbeR = (va-+vb) 20 = vaZ-2Vab +VhZ=0
= a+b>2Vab

+b
g >+ab

> =
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®

Ejemplo:

Hallamos el valor de:

-2
’i+ 3 + 0. 2) 0.5]-0.16 Operamos la raiz y el decimal
-2 -2

. + 5-0) 161 —1+ 3+1 5\ 15
a 5 10 9 90 2 55/ 9

0
Operaciones en los paréntesis
1 4 5 1 4 1
- + e . —_ —_- - —_ —
2 59 2 6

-

2|

2 1]‘2 1 N [1]‘2
360 2719
Simplificamos en la raiz y operacion en exponente

_1+92_1+81_163
T2 T2 T2

Ejemplo:

Hallamos el valor de:

Operamos la raiz y en las fracciones

3 .90 11 Simplificamos la fraccién
273 9 9
_ § N _E B E Sacamos el comun denominador
2 9 9
27 +54—-4-22 55 Resultado
18 18

2. Exponentes y radicales

Las transformaciones que se pueden realizar con los exponentes son
denominadas leyes de los exponentes, ellos junto al grupo axiomatico de los
numeros reales permiten realizar simplificaciones y operaciones aritméticas
o algebraicas.

Ejemplo:
Simplificamos la siguiente expresion:

3x+3 + 3x+2 _
T T3 g2 3¢

3x+1

Separamos los exponentes de las bases y luego se factoriza

_3"-33+3"-32—3"~31_ *.(274+9-3)
Bl 3% .3242.3 *.(9+2)
Simplificamos, sumamos y restamos
33
=3 = E=3

11

Axiomas de la multiplicaciéon
Clausura:
Va,beER = abeR
Conmutatividad:
VabeR: ab=bhba
Asociatividad:
Va b ceR: (ab)c=a(bc)
Neutro multiplicativo:
VaeR,31€eR: al=1l-a=a
Inverso multiplicativo:
Va€eR, a#0, 3a'eR:
aatl=atla=1
Axiomas de distributividad
VY a, b, c€ER:
a(b—c)=ab—-ac
También
(b—c)a=ba—ca

Leyes de exponentes

Leyes de exponentes

Vx,y,pEN; Va b€eR:
(@)= (@y=a~

(a-b)*=a*-b’
(ax-b¥)P= a*?-b’?
ax,ay: ax+y

a\* a*
(E) = b—x ; b#0
a*

— = gX7Y

. a ; a#0
am"p — amx = q%

Propiedades

Exponentes cero
SiaeRya#0: a®=1
Exponente negativo
SinENya;tO:a‘":a—n

consecuencia:
1

_=an

a -n
Exponente fraccionario

m
SimneN: an = Yaqm

Nota: (@¥)¥ #a*
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. Ejemplo:
Propiedades j '_0_

Simplificamos la siguiente expresion:

Leyes de radicales \/m \/m \/1+_a Vi—a JA+a2+/0-a)?2
Va-Vb=Va-b; neN g NT=a'NT¥a_Vi-a "Viza_ Viaiia
W@ %a Mta [T-a Yita Vi-a J[G+a:-/0-o°
p-ag’ 270 T-a NT+a Vi-a Vite = Vi-a Vita
. _l+a+l-a _ N E—l
w’na=n'% “1+a-1+a Za_a T a
am = "4 ama Ejemplo:
a-Vb="%ar-b Simplificamos:
|3+ 1)(V3

Na"= |a|; sin es par

-1)| ., 1
2+V3 ].2 _§'m

|63 =12 2-v3| 1 e [2(2+\/_) 1

Ya® = a; sin es impar

2+v3 2-v3l 2 3

Racionalizacion ) [2(z+\/§) )

V3= [2(2+V3)] 53

Racionalizaciones 4-3 2
a  Vpra =2+V3-V3=2 = P=2
. ) n>gq
n n/f —
Vba Vpr-a Ejemplo:

Por su conjugada . .
Racionalizamos:

z NER 0= 4
va+Vvb yaF+b Vx +2 \/x—
Para + de raices cubicas 4 Vit+2+Vx—2  4(x+2+Vx-2)

; VD F YaVh+ (VB)’ Vx+2-Vx—2 Vx+2+Vx-2 (Vxx2) -(Vx=2)°

Va+ Vb (Y27 vaVb+ (V) _MVx A 24VR ) s 0=ViTZ4+Visz
x+2—x+2
Ejemplo:

Axiomas de igualdad Simplificamos:
Si: a,b,ceR ’
Reflexiva: E = (\ja /bﬁ) (\/b fcﬁ>< ¢ /ax/E) si abc = u®

a=a
Simetria:

;r:niiti;daz::a E= (Ja \/E> (Jb cza) (\/c a2b>
a=b AN b=c>a=c
_ < jjJT) ( j Jr) ( jjﬁ) e = @) =

Simplificamos al maximo las siguientes expresiones algebraicas: 1
— x
X ) -

1) 32—6x ,94x—5 .96—4x = 4)
1

20n+1 E
2) <4n+2 +22n+2> =

1 1
3) 2" +3TM+ 4T (6" + 8" + 12" ) T =

/-~
Ne)
R
w +
KL
w
w x|

fuy
+
Q
fay
+
Q

—
|

ﬁ]

| |+

QI || Q
RN

=+ |
QlQ

Actividad
i
Q
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3. Operaciones con expresiones algebraicas

Son operaciones que involucran la suma, resta, multiplicacién y division de
fracciones algebraicas. En su forma combinada, son de uso comun en las
aulas universitarias.

Ejemplo:

Hallamos el valor de "k" para que la siguiente divisién sea exacta:
5x6 - 4x*+ kx3- (k + 3)x*+ 4 entre x-2

Aplicamos el Teorema de residuo: R = 0, x = 2, entonces
R=5(2)°-4(2)*+k(2)*- (k+3)(2)*+4=0
= 564-416+k8-(k+3)4+4=0
= 320-64+8k-4k-12+4=0
= 4k=-248 = k=-62
Ejemplo:

Determinar los dos numeros consecutivos: a>b, que cumplen la siguiente
relacion:

a—b+a+b a® + b? ab _
a+b a-b»> 2ab a? + bz|
Desarrollando:

a? —2ab + b?>+ a? + 2ab + b?|[a? + b% + 2ab][ ab _
(a+b)(a—->b) 2ab |la? + b?] B
2a? + 2b? (a+b)a+b)][ ab _:
(a+b)(a—->b) 2ab |la? + b2 B
2(a? + b?) (a+b)la+b)][ ab _:
(a+b)(a—b) 2ab |[a? +b2|
Simplificando:
a+b
a—b=5 = a+b=5a—-5b = 4a=6b = 2a=3b > —=-—
Comparando: a=3, b=2 = 3>2

Teoremas de igualdad

Si: Va,b,c,d€ER

a=b = a+c=b+c

a=b = ac=bc

a=b N c=d = a+c=b+d

a=b N c=d = a-c=b-d

a=b N c=d = ac=bd
_ _ a_ b
a=b AN c=d > -=7

ab=0 = a=0 V b=0

Teorema del residuo

Teorema del Resto:

Si
D (x)
d(x)
Division exacta: R(x) =0
D(x) = C(x)-d(x)
d(x):

=C(x) + R(x)

x=*a

R(a)=D(a)=0

Realizamos un debate en clase para conversar sobre:

- ¢ Como influyen los conocimientos del manejo algebraico en un examen
de admision a una institucion de educacién superior? ;Crees que es
importante saber algebra para tu vida universitaria y profesional?

- Citamos por lo menos 5 instancias en tu vida donde aplicaste el algebra.
Tomamos nota sobre las opiniones de las y los comparieros.

Produccion practica: Resolvemos y simplificamos las siguientes expresiones:

(a+n)?+2@®+n?+(@—-n)*
(a+n)? - (a—n)?

a+\/a—n+a— a-n _
a—va—-b a+vVa->b

b)

1
22n+2 . Zn_z

NN

- Halla el valor de k para que la division sea exacta: [x*+ kx*+2(k+ 1) x*— (k+8)x—k+ 1]+ (x—-1)

- Sia+ b+ c =0 encuentre el valor de:

a—b+c—a+b—c c +
c b a a—b>b

c—a

4 a
b—c
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ALGEBRA PREUNIVERSITARIA: ECUACIONES

Construimos una funcion lineal en base a una ecuacion lineal.

La construcciéon de modelos lineales a través de una funcién lineal requiere de:
(1) identificar las cantidades que cambian, luego, definir las variables (letras)
que describan dichas cantidades, (2) identificar la variable dependiente e
independiente; las que seran variables de salida y entrada en el modelo, (3)
se identifica el valor inicial y la tasa de cambio del modelo lineal, (4) escribir,
en lo posible, una expresion (ecuacion) para la funcion lineal, también se
puede realizar por tabla de valores.

Aneth, es una estudiante universitaria que planea pasar el verano en
Cochabamba. Ahorré Bs 5500 para su viaje y prevé gastar Bs 300 cada
semana en comida y en algunas actividades. Escriba un modelo lineal
que represente la situacion. Escriba la funcién como ecuacion, resuelve
e interprete el resultado. Con la funcién lineal, jen cuantas semanas se
acaba el dinero de Aneth?

Actividad

TEORIA

Ecuaciones equivalentes

Ejemplo:
Sea: A(x)=B(x) una ecuacion,

Cantidades que cambian:
(1) dinero restante del
ahorro luego de algun gasto.;
(2) tiempo en semanas

Variables de entrada y salida:
M: dinero restante (variable de
salida o dependiente), luego,
denotamos con f(x), una funcién.
t: tiempo en semanas (variable
de entrada o independiente)

Variables de inicio: Bs 5500
Tasa de cambio: Bs/semana.
Modelolineal: f(t)=5500—300t

En nuestro diario vivir, tenemos situaciones para modelizar algunas problematicas:
Comenta con tus companieras y compaferos algunas de estas situaciones para trabajar en grupos.
Construimos un modelo lineal e interpretamos algunos resultados proyectivos.

Escribimos como ecuacion la funcién modelizada, resolvemos e interpretamos el resultado.

1. Resoluciéon de ecuaciones y sistemas de ecuaciones

Recordemos que una ecuacion es una igualdad de expresiones algebraicas
que se cumple para ciertos valores de las variables. Los axiomas y teoremas
de la igualdad permiten realizar operaciones sobre dichas igualdades.

entonces
A(x)*m = B(x)xm
A(x)'m = B(x)'m

A(x) 5 B(x)
m m

[A)]™ = [B()]™
VAGx) ="/Bk)

son ecuaciones equivalentes
para m una cantidad o expresion
independiente de x, pero:

A(x)m = B(x)m

Alx) B(x)
= ; m#OQ

; m#0

m m

[AC) ™ = [B)]™
™A() = "/B(x)

habra soluciones extranas sSi m
depende de x.

Hallamos el valor de x en la siguiente ecuacion:
(x+a)*+(x-a)-2=x(2x+a?*) -x
Desarrollando:
X +2ax+at+x*-2ax+a’*-2=2x*+a’*x-x

x-xa*=2-2a*> = x(1-a*)=2(1-a*) = x=2

Ejemplo:
Resolvemos la siguiente ecuacion:
1 1 1 1
+ = +
Vx+a Jx+b X—a +x—b
Reordenando y desarrollando:
1 1 1 1

— — +
VX +a XxX—a +Jx—b +Jx+b
x—a—yx—a x+b—+x+b

(Vx)? - a? (Vx)? — b2
—2a 2b 5 5
—x—azz—x—bz = —ax +ab“=bx —a‘b

= ax+bx=ab*+a’b

= x(a+b)=ab(a+b) = x=ab
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Ejemplo:
Resolvemos la siguiente ecuacion:
(x-1)*+11x + 199 = 3x% - (x - 2)?
Desarrollando:
x2-2x+1+11x+199=3x*-x*+4x-4
= 3x*-x*+4x-4-x*+2x-1-11x-199=0
> x*-5x-204=0 = (x-17)(x+12)=0
= x,=17, x,=-12

Ejemplo:

Dadas las ecuaciones cuadraticas x*- 2ax + a®>= 0 y x*-akx+(k+3)a*= 0.
¢Para qué valores de k, la segunda ecuacion tiene raices iguales a los

triples de las raices de la primera ecuacion?
Partimos de la ecuacion:
x*-2ax+a*=0 = (x-a)’=0 = x=a
Condicion: x=3a
x*—akx+(k+3)a*’=0 = (3a)’-ak(3a)+(k+3)a*=0
= 9a’-3a*k + a*k +3a*=0
= 12a*=2d*k
= k=6
Ejemplo:
x%—=3y*+10y = 19 €9
x> —3y2+5x=9 (2)

Restando (1) y (2):
x® —3y* +10y =19
- x> —3y* +5x =9
10y —5x =10 /+5
Sustituyendo (3) en la (2):
(2y—2)2=3y*+5(2y—-2)=9 = 4y>-8y+4—-3y"2+10y—10=9

= y?4+2y-15=0 = (y+5)(y-3)=0
> y1=—5, y,=3

Resolvemos:

= 2y—x=2
= x=2y—2 3)

3)
Si y3y=-5 = x,=2(-5-2=-10-2=-12 = x, =-12

(3)

Siy, =3 = X, =23)—-2=6—-2=4 = X, =4

Las soluciones del sistema son: x =—12, y =—5 y x,=4, y,=3

Ejemplo:

Resolvemos: x*+y*=2y+2) (D
xX+y=6 (2)

De la (2) se obtiene: x=6—y 3

luego en la ecuacion (1):

(6—y) +y*=2[(6—y)y+2] = 36—12y+y*+y*=12y—2y*+4
4y2—24y+32=0 //+4
y2—6y+8=0 = (y—4)(y—2)=0
= y,=4 y,=2

(3)
Siyy=4 = x;,=6—-4=2 > X, =2

(3)
Siy, =2 =

x2=6—2=4 = x2=4

Métodos para resolver
sistemas de ecuaciones

Método de sustitucion

2x+9y=8 (1)
3x+10y=5 (2)

Despejarx en (1):

8 — 9y
2

2x=8-9y = x=
Sustituir x en (2):
8-9
3( zy)+10y=5 /]2
= 24-27y+20y =10

> —7y=-14 //+ (=7)
= y=2

Solucién:
x=-5y=2

Método de igualacién
4x+3y=11 (1)
5x—2y=8 (2)

Despejamos x enlas dos
ecuaciones (1) y (2):

4x =11-3y 5x =8+ 2y

11— 3y 8 +2y

= X =———
4 4

Igualamoslos valores de x:
11-3y 8+2y

4 5
5(11— 3y) = 4(8 + 2y)
55—-15y =32+ 8y
—23y=-23 //+(—23)
= y=1
Luego en la segunda ecuacion:
8+2-1 10
X = 5 = ? =2

Solucién:
x=2;y=1

= x=2

Meétodo de reduccion

2x=3y=7 (1)
3x+2y=4 (2

Multiplicando +3y 2 en (2) y (1):

+4x—6y= 14
9x + 6y =12

13x=26 = x=2
13(2) + 2y =14
2y=4—-6=-2=>y=—1
Solucioén:
x=2;y=-—1
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Método alternativo

Consiste en aplicar ciertas
propiedades que nos llevan a
resolver la ecuacion cuadrética.

Ejemplo:
Repartir 284 manzanas entre tres personas, de modo que la primera reciba
18 manzanas mas que la segunda y la tercera tanto como las otras dos.

Se forma un sistema de ecuaciones: .
El valor de “y” en (2):

x+y+z=284 (1)
Ecuacio’nes de Segundo x=y+18 @ x=624+18=80 = x=80
D e Pcz-Shen = z=x+y ©) Luego, los valores de “x” e “y” en (3):
p2—u? =c; p=—§; x=p+tu Sustituimos @) y 3) en (D): z=280+62=142 = z=142
Ejemplo: y+18+y+y+18+y=284 La primera recibe 80, la segunda 62
/ ' = 4y=284-36=248 /-4 y la tercera 142 manzanas.
-8
-8 +12=0> p=—(2—)_4 = y=62
: j Ejemplo:
L2 2=12 = 1’=4 La suma de la quinta parte de un nimero con las tres octavas partes excede
_n en 49 al doble de la diferencia entre un sexto y una doceava parte del
= u=12 numero, encuentra el nimero.
K x+3x—2(x x)+49 = X X490 /120
Soluciones: 58 “\6 12 58 3 6 /
Xx=6 x=2 24x+45x = 40x—20x+5880
24x+45x—40x+20x =5880 = 49x=5880 = x=120
Resolvemos los siguientes ejercicios:
1) b SNt i, O B a7 @) . ml= o
x+4 x+5 x+7 x+8 4) e z < e =3
- @ a b
©
S _ 4 5 Jx+3-4Vx—1+Jx+8-6/x—1=3
S 2) \/2\/7+\/——\/2\/7—\/_—\/28
3]
< x-2  y+1 o e x4y L xy 5
— — X y_ —
G B b m_E n
Y =1 = o x%+y? =90
4 2

Propiedades

V a, b, c € R se cumple:
a>b = axc>btc
a<b = axc<btc
También en: a < x <b

atrc<x*c<btc

- la desigualdad no cambia

Vab€eR A ceR*'secumple:
a>b = ac>bc
a<b = ac<bc
Tambiénen:a<x<b
ac<xc<bc
=~ la desigualdad no cambia

VabeR A ceR secumple:
a>b = ac<bc
a<b = ac>bc
Tambiénen:a<x<b
a-c>x-c>b-c
=~ la desigualdad cambia

2. Desigualdades e inecuaciones

Al igual que las ecuaciones algebraicas, las inecuaciones utilizan diversas
propiedades, teoremas y leyes para encontrar el conjunto de solucién que
satisfaga la desigualdad.

Ejemplo:

Encontramos el Conjunto Solucién de la desigualdad.

2(x—3)+4x—5<3(1-2x)—(4x+7)+5(3x-2)
2x—6+4x—5<3—6x—4x—7+15x—10
2x+4x+6x+4x—15x<3—7—-10+6+5

x<-3 m
—0 +co

C.: _3

& XE(—%,—3)

Ejemplo:
Hallamos el Conjunto Solucién de la desigualdad: 2x—4 < 3x+1 < x+14

2x —4<3x+1 AN 3x+1<x+14
2x —3x<1+4+4 3x—x<14-1

13
-x<5 //-(-1) 2x<13 - x<—
x> -5
13 7777 /,0//' '777777& I/////
Cs: x € (—5,7 —o00 13 +oo

2
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En desigualdades cuadraticas es posible aplicar el método de los puntos
criticos (PC) para hallar el conjunto solucién (Cs).
Ejemplo:
Encontramos el Conjunto Solucién de la desigualdad.
x2—x—6<0

(x=3)(x+2) <0

Puntos criticos: (x—3)(x+2)=0 = x=3, x=-2
— + —

YL e
2 3

—o00 0 +00

Si x = 0 evaluando en la inecuacion original 0°—0-6 <0 = —6<0 (V)=+
Por tanto, conjunto solucién son intervalos que dieron verdad, es decir:
Cq x€[-2,3]
Ejemplo:
Hallamos el Conjunto Solucién de la desigualdad:
x*+x3—2x2>0

Desarrollando:
X*(x*4+x-2)>0 < 2*(x+2)(x-1)>0
Puntos criticos: x?(x+2)(x—1) = 0 entonces
x*=0 = x=0 (Multiplicidad 2 par)
x+2=0 = x=-2
x—1=0 = x=1
Si x = —1 evaluando en la inecuacion original

D"+ (-1)3-2(-1)>0 = 1-3-2>0 = —4>0 (F)=—
v F ij F v >
—oo -2 0 1 too

Por tanto, el conjunto solucién es:
C.: x€(—o0, —2)U(1,+x)

N
Ejemplo:
Determinamos el Conjunto Solucién de la desigualdad:
(x? —15x + 56) (x%2 — x — 12)

G —dx i 0

Desarrollando
x-8)x-7Dk-49x+3)

x-2x-2x+1Dx -1

Puntos criticos: Numerador x=8; x=7;x =4;x = -3
Denominador x =2 (Mul.2 par); x =—-1; x=1

F
V F V %4 F |74 F
O ) /11NN (07////0 NS
- -3 -1 0 1 2 4 7 8 +to

Si x = 0 en la inecuacion original:
(02-15-0+56)(02—0—12) 56 - (—12)
(02 —-4-0+4)(0%-1) 4. (-1)
Se alterna de acuerdo a la multiplicidad, por tanto, el Conjunto Solucion es:
C.: x€(=3,-1)U(1,2)u(2, 4)u(7,8)

N

<0 = 168<0 (F)

Inecuaciones de 2do grado o de
mayor grado (por puntos criticos)
Una vez factorizado y referido a
cero la inecuacién, los factores
no susceptibles a exclusion se
resuelve como una ecuacion
cuyas raices son los puntos
criticos, éstos generan intervalos
consecutivos que son sefialados
por (+), (-) o con valores de
verdad (V) o (F) alternativamente
de derecha a izquierda. Los
intervalos de solucion se tomaran
dependiendo a la desigualdad.

Si P(x) >0y a,>0 las soluciones
son intervalos marcados (+) o
(V) para coeficiente > 0.

SiP(x) <0y a,>0 las soluciones
son intervalos marcados (—) o
(F) para coeficiente > 0.

Alternativamente: se evaluara
un valor cualquiera de un
intervalo para verificar si cumple
la desigualdad, luego el C, seran
los intervalos que dieron (V)

Propiedades adicionales

La desigualdad no cambia
VaeER = a*>0 paraa#0
Six# 0y a+#x, entonces
(x—a)*>0

V a, b € R: a b son del mismo
signo, se tiene:

1 1

a>b = —< -

a b

1 1

a<b = —>-

a b
1 1 1
a<x<bhb > —-<-—-<-—
b x a
a2n+1>b2n+1

a>b =

g > G

Teoremas del valor absoluto
x| <a e —-a<x<a; a>0
x| >a & x=>2a V x<—a
x| < |a] & x*<a?
|a+b| < |a|+|b|
|a—b| < |a|+|b|
|a|—=|b| < |a—b|

®

Importante

=
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Ejemplo:

Resolvemos: |2x+3|+1 > [x—5]

Para eliminar los signos de valor absoluto, analizamos los posibles cambios de signos en ellas, asi tenemos (+) (+),

HEEHE), E)E
2x + 3,

[2x + 3] =
—(2x +3),

D) (2x+3)+1> (x=5)

si2x+3=20 = x=>—-

si2x+3<0 = x<——

w

six—5=20 = x=5
six—5<0 = x<5

x — 5,
"“5'={—(x—s>,

N WIN

) (2x+3)+1>—(x=5)

) —(2x+3)+1>—(x—5)

3
> x>—9/\<x2—5/\ x25>

e
-9

1 3
= x>=Aflx=2—=-AN x<5
3 2

w

0

3
= x< =7 A<x<—§A x<5)

W

=

|
0 : 1 i _ -7 0
{mmr 3 : A
30 W : 30
2 ' 304 : : ~3
| W ; : :
0 G ,, I WW_
c;, AL . 5 .
! w
Cs,: x €[5, +) 1
Cs,: X E<§,5) Cs,: x € (=00,=7)

IV) —(2x+3)+1> (x=5)

3 . . L,
= x<1 A <x < — 5 A x> 5) Finalmente, el Conjunto Solucién es:

1
Cs=C5,UCs,UCs,UCs, = [5+oo)u<3 >u(—oo,—7)u<z)

, T ~ (o0, ~7)U (l,+oo)
-9 0 3
= Co=(~o —7)U<l +00>
< /(I) I WI N ’ 3'
_3 0 5
2
Cs. =0

Resolvemos las siguientes desigualdades:

T 1) x* —x*+20x* <0 4) 3x+2|>x-1 6) lx+4| =|2x — 3|
.-E 2) 2 1 2
— x+2 X xX“+2-x
5 x—1 x+2 5) =< 7) =1
< . 7x 5—2x>2x 5(7—3x)+2
) 2 3 — 3 2 3

2
8) Variacion de: f(x) = s

Ssix€(2,8)




EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA ® AREA: MATEMATICA

®

3. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas .
P viog Teoremas en una igualdad

Estas ecuaciones se reduciran a su minima expresion aplicando sus

propiedades para finalmente usar los teoremas de igualdad con exponentes Para: x,a,beR; x>0 y x#1,a#0

y logaritmos. = = a=0

Ejemplo: xt=yt =>x=y
Hallamos el valor de x en: Sia#byx#+0, entonces
x+2 a=b* = x=0
a) (\/E) = 23x+2 b) g2x+1 — gx+2 Y=q* & a=x
(2x+2)% _ p3x+2 log 82**1 =1og 5**2 logx=logy = x=y
szi _ g3z (2x + 1) log8 = (x + 2) log5

2xlog8 —xlog5 = 2log5 —log8

x+2 Propiedades de los
=3x+2 x(2log8 —log 5) = 2log5 — log8 logaritmos
2
= _ =_Z 2log5 —log 8
Sx=-2 = x= z x=20B>7 OBF ) Para: a>0, a#0, c>0, c*0;
2log8 —log5
x,y>0y neR
= x =045
loga=1; log1=0
Ejemplo: al9a* =x; log,a™ =n
Encontramos el valor de x en: log x+log y = log,(xy)

log x—log(x—2)=log 2 x
log,x —log,y = log, | —
Por las propiedades de logaritmos: 4

x l Yy =yl
logx —log(x —2) =log2 = logm =log2 0ga X" =Y i0ga X

] _log.x ] 1
_* Ogax_logca' nga_logax
(x-2)
= x=2(x—2)
= x=2x—4
= 2x—x=4 Propiedades
= x=4

Cologaritmos y antilogaritmos

Ejemplo: Cologaritmos

Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones: 1
colog,x = log, (;) =—log, x
logx+logy=1 (1)
{ 287y =128 (2) Antilogaritmo: antilog,x = a*
log (antilog, x) = x

De (2):227v=128 = 27=2"7 = x+y=7 = x=7-y (3) antilog, (log x )=x
Luego (3) en (1):

logx+logy=1 = loglxy)=1 = xy=10! Desigualdades logaritmicas

g (7-y)y =10 = y*~7y+10=0 Sia>0; logx>logy = x>y

Si0 < a< 0 entonces
= (y-5-2)=0 = y =5 y,=2
logx>logy = x<y

. (3) Six>0,
Siy =5 = x,=7-5=2 > X, =2 log, x>y
3)
Siy, =2 = X, =7—-2=5 => X, =5 U
Las soluciones del sistema son: { x>a”, sia>1
x1=2, y1=5 y x2=5’ y2=2 x < ay, Si O < y < 1
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Ejemplo:

Resolvemos la inecuacion: log,(x*-5x+6) < 0

Evalle los valores admitidos segun la definicion del logaritmo, luego resuelva la inecuacion de acuerdo a la base de

dicho logaritmo.

log,(x*-5x+6) <0

Por definicién y factorizando:

x*=-5x+6>0 = (x-2)(x-3)>0

Por la propiedad:

{(x-2>0 A x-3>0) } V {(x-2<0 A x-3<0)}
= (x>2 A x>3) V (x<2A x<3)
= (2<x<3) V (x<2A x<3)

Cs.:

1

x € (—o0,2) U (2,3)

x<?2

De la ecuacion log,(x*-5x+6) < 0, significa que
el argumento del logaritmo debe ser menor que
1, pues log,(1) =0, luego:

log3(x*-5x+6)<log,(1) = x*-5x+6<1
= x?-5x+5<0 )

Resolviendo la ecuacion cuadratica: x>-5x+6 = 0

-9 +J(5)2-4ME)  5+V5
= 2D -T2

Los puntos criticos son:

5-v5 _5++5
2 B

X, =

)
Six=0 = 02-5.045<0 = 5<0 (F)

Resolvemos los siguientes ejercicios:

1) log,{logs[log,(x +5)]} = 0

Actividad

logx —logy =2

4) log 7{logs[log,(2x —4)] + 1} =0
2) (ﬁ)x+2 _ 23x+2 5) 82x—1 = 326—x

logx +logy =4 logy —logx = -1
)| o orr i

y =27

x > 2:
|
r | i
0 2 3i x >3
31, ) ,
(3, +0)
K—x <3
TN
0 '2 3
(~0,2)
0 2 3

Cs, = (=00,2) U (3, +)

Finalmente, la solucion de la inecuacion es la
interseccion de los intervalos obtenidos anteriores,
es decir:

Cs, = (=00,2) U (3,+x)

TR, I
0

i li3c i<s—¢§ 45
! ! VT T2 T2
I
o A 2 3
5—\Y§ : | |5+\/§
27 b 2

+\/§>
2

(552

5
5-+5 5++5
CS= Csln CSZ = 2 ,2 U 3,7

7) (0.5)%%.2*~1 =0.125

logx =2 —logy
x?+y? =425




EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA ® AREA: MATEMATICA <‘>

Ejemplo:
Resolver la ecuacion con logaritmos, dado por:
log 2+log(4**4+9)=1+log(2**+1)
= log2+log(4* > +9) —log(2* 2+1)=1 42027464
16 -
= 4 —20-2"+64=0

=

= log(2(472+9)) —log(2* 2+ 1) =1

2(4*7249) x
= log= 5 —=1 = (22) =202+ 64 =0
x-2 = (2¥)2-20-2" +64 =0
- 2(4_2+9) — 10 29)
2X 7441

= (2*-16)(2* -4 =0
= 2(47%249)=10(2""2+1)

= 2"-16=002"-4=0
= (4-472+9)=5(2"-27%+1)
= 2*=2% 0 2¥ =22
-

Y o2 s
= — = = =
16 2 x=4o0x=2
YOS Z o
= —— =
16 4
- 3@ VALORACION

La formacion técnica permite que las y los estudiantes del ultimo
curso de secundaria adquieran habilidades practicas relacionadas
con la demanda de trabajo, lo que influye directamente en el
mercado laboral, sobre todo, al desarrollar conocimientos y
competencias que se enfocan en cubrir las necesidades que
requieren soluciones a problematicas de nuestro contexto, esto
resulta fundamental para impulsar la productividad del pais. En
este sentido, reflexionamos sobre la formacion preuniversitaria
y en centros de formacion técnica , considerando sus aspectos
positivos, limitaciones y la demanda laboral correspondiente.

Fuente: OpenAl, 2024

\V/

»4PRODUCCION

N

Produccion Aplicativa: Realizamos un formulario de modo creativo y funcional de los capitulos tratados en esta
unidad.

Produccién Tedrica: Resuelve los siguientes ejercicios:

1) |x+2| <1 6) In(x+1)-In(x-2)=1In 2

2) 42=17-2*4+1=0 7) (2x-1)(x+4) < (x-2)(x+3)-6
3) log,(x*—9)—log,(x+3) =3 8) log(x_l) (4x-4)=2

4) 3+2x < 3x-5<6—x x+5 1417

9) 32x-7 = 0.25 - 128 x-3

5) 2e*+e¥+e*+11e*—6=0
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ALGEBRA PREUNIVERSITARIA: TRIGONOMETRIA

Construyendo triangulaciones

En trigonometria y geometria, la triangulacion es el proceso de ubicar un
punto determinado mediante la medicion de los dngulos desde los extremos
de una linea fija hacia dicho punto.

La triangulacion se utilizé inicialmente para medir distancias y posteriormente
para determinar ubicaciones en mapas cartograficos y realizar levantamientos
topograficos. En la actualidad, la triangulaciéon, junto con la trilateracién
(métodos empleados por el GPS), permite ubicar cualquier punto estatico
o0 movil en la Tierra; este proceso requiere la ayuda de al menos cuatro
satélites.

En la unidad educativa, escogemos longitudes horizontales o verticales que
deseamos medir. Luego, con datos reales obtenidos mediante instrumentos
como la cinta métrica, el clindmetro u otros medidores de dngulos, ensayamos
el proceso de triangulacion bajo la orientacion del profesor.

Realizamos el proceso de triangulacién en dibujo o esquema, luego de escoger una distancia
horizontal o vertical que deseamos medir:

— Obtenemos datos necesarios con los instrumentos que disponemos.

— Aplicamos la ley de senos, ley de cosenos en cada caso de triangulacion, ademas de otras
definiciones propias de la trigonometria y geometria que son necesarios para el céalculo de la
distancia.

— Analizamos como mediriamos distancias horizontales como puentes y carreteras. Y cémo
mediriamos distancias verticales como los edificios, las piramides de Egipto, etc.

(@) TEORIA
» ) 1. Resolucion de triangulos rectangulos y oblicuangulos
Triangulo rectangulo d g y g

Para resolver triangulos rectdngulos y oblicuangulos recurrimos a los

©
©
=
2
=
Q
<

A conocimientos trigonométricos, geomeétricos y operaciones algebraicas.
, c Ejemplo:
P En el gréfico hallamos el valor de h:
C a B R
2 2
_ b _ c a p aQ
senﬁ—C cosecﬁ—b pla
a c 5a 5a
cosf =— secf = — h h
Cc a a a
b a M =N
ta == ta = — a a
np 7 cotan 5
» Existen angulos congruentes debido a dos tridngulos semejantes (MNQ y
Teorema de Pitagoras RDQ). Aplicamos razones trigonométricas en ambos triangulos:
c’=a*+b?

] . . h 5
Angulos internos de un triangulo A sena = — = a - h= ~a - h=25a

A+B+C =180
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®

Ejemplo: .
Datos importantes
En el grafico AB=CN calculamos: tan «

B B
N N >
- 3k S
q 4q
AP=2 “C A 4k
o _ D
De la grafica y de dato: 450
k 5 > N
AB=CN = 3k=5a = - =§ > k=5; a=3 (comparando) <
Por otro lado: O :5
NM=4a=4-3=12 = NM=12
AM = 4k+3a=4-543-3=20+9=29 = AM =29
60° <%
Finalmente:
@ _ MN _ 12 .t _ 12 30°
NE=UM T 29 M=% kV3
Ejemplo: Importante

Encontramos el valor de x en la grafica dada.
Por Teorema de Pitagoras:

y = V724242 =49 + 576

=625 =25

Si “a” es dato conocido, entonces

2
x = 252+(2\/26) =V625+104 =Vv729=27 = x=27

y = acotan @

Ejemplo: Es asi debido a:
Hallamos el valor de x en la grafica dada.
12 12

X X
== = — cosecax =— = X = acoseca
tan 6 g’ tan 6 o - x p
De donde: 8 16 .
12 12 -8 cotana =— = y=acotana
—_—=— = x=—=4 = x=4 a
8 24 24
Ejemplo:
Determinamos x en el siguiente triangulo:
a V214
2 2
a= /(\/214) — 132 x = [(V45) + 62
=V214—-169 = V45 = a =45 =V45+36=V81=9 = x=9 6 7
Ejemplo:
Calculamos cotan 6 en el siguiente triangulo:
+5
tan45°=5x 3=1 taH—x+5— 2+5 7 0
x Y=+l 2.2+1 5 x+5
x+5=5x—-3 7 45°
4x =8 = cotanf = ¢ 2x + 1 5x — 3

= x=2
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“x . Ejemplo:
Triangulo oblicuangulo jemp

] y En el grafico hallamos AB, aplicando o \
Leyes trigonométricas ley de cosenos:

AB?*=AC?*+B(C*-2-AC-BC cos122°
De la grafica:

AC=4+3=7 y BC=3+4+2=5
Luego:

= 2 2 . . °) = — (=
Ley de seno AB = /72 + 52 —2 -7 5c0s(122°) = /49 + 25— 70 - (—0,53)
a b c =y111,1~ 10,54 = AB =10,54u

sena senf seny

Ejemplo:
Ley de coseno

En el gréafico, hallamos CE, siendo AB =30 my a=30°; y = B = 120°.
a*= b*+c*—2bc cos a 9 y 4

b?= a?+c?—2ac cos B Por propiedad de angulo interno de
2= a?+b?—2ab cos y un triangulo:
a+p+y = 180°
Ley de tangente = 30°+8+120°=180° (por dato)
a—p tan (#) = p=30°
e tan (“ ;ﬁ) Por ley de senos:
V3
ac 4, A 30 S AC=30-2=30v3 1
seny senp sen 120°  sen 30° h 1 B )
Identidades 2
Finalmente:

Identidades Pitagoricas
(1) 1
sen’B+cos’f=1 CE = ACsen(30°) = CE = 30«/_-E =15V3 = CE=15V3
tan?f+1=sec’f

2 — 2
VY SR SO IE 2. Identidades y ecuaciones trigonométricas

Identidades reciprocas Las identidades trigonométricas permiten simplificar y demostrar igualdades
sen f-cosec f=1 con expresiones trigonomeétricas.
e Se recomienda operar uno de los dos miembros para llegar al otro, buscar el
tan f-cotan f=1 mas dificil, en lo posible llevar las funciones a senos y cosenos.
Identidades por cociente Ejemplo:
. e . . . . Cos x
sen cosf Simplificamos la siguiente identidad: ———"  _ tanh x
=tanf ; = cotan 8 1—senx
cosf sen f§
Por las identidades trigonométricas:
Identidades de suma y resta cosx o cosx senx cos?x —senx + sen® x
——tanx = - =
sen(a+B)=sen a-cos B+cos a-sen B 1—senx 1—senx cosx cosx - (1 —senx)
_ 1 —senx 1
cos(axf)=cos a-cosfi+sen a-sen f§ = = = secx
cosx-(1 —senx) cosx
tana + tan 8
tan (o + R ——— H .
CE 1¥tan a - tan B Ejemplo:

T
Demostramos la siguiente identidad: cos(x + @) — sen (5 - x) = —2cosx
Empezando de lado izquierdo de la ecuacién y por propiedades:

T T T
COS(X +7r)—sen (E—X) =cosx-cosn—senx'senﬂ—{senz- COsSX — cosE-senx}
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®
= cosx:(—1)—sen x-0—1-cos x+0-sen x .

D Identidades
= —cos x—0—cos x+0=—2 cos x

Identidades de angulo medio

Ejemplo:

Demostramos la siguiente identidad sen (;) -+ /Zﬂ
(sen x—cos x )*+sen(2x)—1 =0

(sen x—cos x)*+sen(2x)—1 = sen’x—2 sen x - cos x+cos’x+2 sen x cos x—1 O ’1 + cos a

= (sen®x+cos?x)—1=1-1=0 COS(E)=i 2
1

Ejemplo: ay _ ’1 + cosa
Demostramos la siguiente identidad - (2) 1 cosa

sec(90° — x) cotan(90° — x)

= —SecCcx -+ cosecx

tan x cos(180° — x) Identidades de &ngulo doble
Por la propiedad de angulos complementarios: sen(2a)=2 sen a-cos a
sec(90° — x) cotan(90° —x) cosecx tanx cos(2a)=cos’a—sen’a
. = . = —SeCXx - cosecx
tan x cos(180° — x) tanx —cosx
tan (Za) = ﬂ
1—tan?«a

Ejemplo:
Verificar la siguiente identidad:

cotan? 0

——————— cosec’ § cotan” § = cosec” §
cos?6 sen? 0

Empezando por el lado izquierdo de la identidad:

cotan® 6
cos20sen? 0

1

2 2 2
— cosec” @ cotan” 6 = cotan® | ——————
<c0520 sen? 6

— cosec? 9)

cotan? @ (sec? 8 cosec? 8 — cosec? ) = cotan? 0 cosec? 0 (sec? 6 — 1)

1
= cotan? @ cosec?6 (tan? 9) = -cosec? 6 - tan® 6
tan2 0
= cosec? 8
Resolvemos los siguientes ejercicios:
1) Halla la longitud AE 2) Halla la longitud AE 3) Halla la longitud AE
1
A B B B
c ) c 7
24

= 60°
© 10
2 53°
2 ) NG A 50 D A c
o 2 Q 14
<

Verificamos las siguientes identidades:

0 2 . _ 2 sen x
4) cotan x - sec” x _ 6) cotan x - tan x sec” x _ 8) — 4+ cotan x =
1+ cotan? x sen x - cotan x 1+cosx
cosecx + secx 1
————————— = cosecx 7) M=tanx 9) —————tanx =0
1+ tan x sen (2x) COS x - cosecx

&
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Soluciones basicas

Dada la ecuacion:

V2
Sen x = 7
Solucion basica:
T 3
=z Y Ty

Solucién general:

T ok v ox= Tk
x—4 4 x—4 s

Si x_ es solucion principal, luego
la solucién general sera:

=

Para: senx = N; -I< Xop < z
2

Cs={kn+ (-DFx,,; kez}

Sp;

Para: cosx=N; 0< X, <m,
C S={2kn’ixsp ; kEZ}
<

El

sp

Para: tan x = N; —gs X
€ S={kn+xsp ; kEZ}

NIE

Fuente: OpenAl, 2024

3. Ecuaciones trigonométricas

Es una igualdad entre expresiones que contienen funciones trigonométricas
y es valida sélo para determinados valores del angulo en los que estan
definidas las funciones y las expresiones trigonométricas involucradas.

Ejemplo:
Resolvamos la ecuacion:

tan (2x) Xy
T(JZC_) + 4SGH(E) =0

Aplicamos identidades trigonométricas para simplificar y expresar en funcion
de una sola razén trigonométrica o en producto de dos razones la ecuacion.

tan (2x)
X
Ccos (7)
X X
tan(2x) + 4 sen (E) - cos (E) =0
Sustituyendo identidades trigonométricas:

sen(2x) 1—cosx |1+ cosx
+4 . =0

+ 4sen (i) =0

> //- cos (g)

cos(2x) . 2 2

2 sen xcosx
——————+2senx =0
cos?x — sen’x
= 2 sen x(cos x+cos’x—sen’x) =0

= 2senx=0 V cosx+cos’x—sen’x =0

i) 2senx =0, entonces

x=sen"'(0)=0 = x =0

ii) cos x+cos’x—sen’x =0 = cos x+cos’x—(1—cos?x) =0
= 2cos*x+cosx—1=0

= (2cosx+2)(2cosx—1)=0

Soluciones principales:

cosx=-1 = x,=cos}(-1)=n = x,=m
1 11 T
cosx=25 = x3=cos”'(3 = =3

Finalmente, conjunto solucion general son de la forma:
C;={x€R: x=kn+t(-1)"0; kezZ}={..,0,m2m, ..}
C,={xeR: x=2kntm; k€eZ}={.,m3m, 5m, ..}

Ejemplo:

Resuelve la siguiente ecuacién: 2cosx—1=0, 0<x <2m
Despejando la incognita x de la ecuacion dada:

1 1 T
2cosx—1=0 = 2cosx=1 =>COSX=E = x=arccos<§>=§

Para determinar los valores en la primera vuelta, si k=0, 1 en la solucién
general se tiene:
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©
= Dion0=1
X, = arccos 2 T = 3
N ) IS P L
Xy = arccos 2 A = 3 m = 3
De donde
T 5t
X =3 A Xy == X4, %, € [0,2m]
Ejemplo:

Hallar la solucion principal de la siguiente ecuacién: v3tan? x — (V3+1)tanx—1=0

Factorizando:

(V3tanx —V3)(V3tanx—1)=0 = V3tanx—-v3=0 Vv V3tanx—-1=0
ta 1 Vv ta !

= nx = nx=-—

V3

i) tan x = 1, entonces

tan(1) T T
X arctan = D X; =-—
1 4 17y

1 Por tanto, las soluciones son:
ii) tan x= — , entonces
V3
ta A T s
X, =arctan | — ) = — = Xy, = — X1 == Xy =
2 6 2 6 1 4 2
Ejemplo:

Hallar la solucion principal de la siguiente ecuacion:
log(sen x )—log(cos x) =0

Aplicando la propiedad de logaritmos:

4 [ Tomarnota |
log A —log B =log <§>, logpx=y = x=0DbY Tomar nota

Luego: ElS.l. yla l.S.0. en su norma
80 000 admiten actualmente dos
Sen x sen x ’
log(sen x) — log(cosx) = 0 = log( ) -0 o= - 10° =1 s:mbqlos como separadores de
cosx cosx los nimeros decimales:

“ & “ &

- la coma *“ y el punto *.
= tanx=1 = x=arctan(1)=z
Por otro lado, la ASALE en las
normas ortograficas recomienda
utilizar el punto decimal “.”

Para k = 0 en la solucién fundamental se tiene:

T s i
x = 7 +m-0= 7 = x = 7
Tomando en cuenta estos
. ) aspectos, se utilizara el punto
Ejemplo: decimal como separador.
Resolver el sistema de ecuacion: Ejemplo:
tan x + tan y = 2 3.14; 0.71; -0.5; -0.11..
COS X COS y — % Fuente: Sistema Internacional de Unidades

De la primera ecuacion se tiene:

senx seny

tanx+tany=2 =

=2 = senxcosy +cosxseny = 2C0SXCOSYy
COSX  COSYy

= sen(x +y) =2cosxcosy
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Luego el sistema toma la forma:

sen(x +y) =2 cosxcosy €D)]
1
CcOSX Ccosy = 3 (2)

La ecuacion (1) en (2):

sen(x + 1 T T
¥=E = sen(x+y) =1 = x+y=arcsen(1)=§ = y=5-x 3)

Ahora la ecuacion (3) en (2):

(71' ) 1 N ( w N 3 ) 1
—_—— — - . —_— n— - n = —
cosx cos (> —x > cosx - { cosz - cosx + sen -sen x >
1
= cos x-(0-cosx + 1- sen x) =§ = 2cosxsenx =1
T T
= sen2x =1 = 2x=arcsen(1)=§ = xzz (4)
Luego, la ecuacion (4) en (3):
T W 2n—m T T
= —_— — = = — = = —
YT2TiT T Tq Y
Las soluciones del sistema son:
m T
Ty YT
Resolvemos las siguientes ecuaciones:
T
§ 1) sen(2x)+senx =0 4) cos’x—3 sen’x =0 7) arccos(2x+30°) = arccos(x+60°)
>
s 2) tanx+senx =0 5) sen x—cos x = V2 8) senx+ +/senx = 0
< 3) tan x = tan(90°—2x) 6) 1+sen’x = 7 cos’x 9) arctan(2x*—1) = 45°

La trigonometria se usa todos los dias en la topografia. Las férmulas de
la trigonometria son frecuentemente utilizadas en las profesiones de la
construccion, topografia e ingenieria. Los constructores necesitan saber qué
altura necesita una grua para llegar a la cima de un edificio. Los disefiadores
de los puentes necesitan saber qué tan alto debe abrir un puente elevadizo
para permitir que los buques modernos puedan pasar, cuando vamos por
una plaza es mas corta la distancia si pasamos por la diagonal que llega ser
la hipotenusa de un triangulo rectangulo y asi hay varios ejemplos.

Analizamos y reflexionamos sobre la importancia de la trigonometria en
nuestro diario vivir, cita otros ejemplos donde se aplica.

Fuente: Global Mediterranea
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Produccion aplicativa: Realizamos nuestro formulario trigonométrico de modo creativo y funcional.
Produccién tedrica: Resolvemos los siguientes problemas:

— El angulo de elevacion de la cima de una montafa es de 55°, caminando hacia la misma 200 m se encuentra
que el angulo de elevacion es de 60°. 4 Cual es la altura de la montafia?

- Enla orilla de un rio se encuentra una torre, observando desde la orilla opuesta, el angulo de elevacién de la
torre es de 59°48' y desde otro punto a 39.8 m mas alejado el angulo de elevacion es de 50°8’. Halla el ancho
del rio.
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

Operaciones con numeros reales, exponentes
y radicales

1) Dadas las expresiones siguientes
2443 =27t V3
2-3 2—-+3

determinar el valor de a?-b>

a) a

2) Simplificar:
R VY FHY -

y+ |y2-V3

3) Se pide simplificar la siguiente expresion:

m(x M+ y"m
7= |—2
xm+ym

4) Determinar el valor de la expresion:

p o E1P3
311 (321 )10

Ecuaciones, inecuaciones, exponenciales y

logaritmicas

1) Resolver la ecuacién exponencial:
3%81-10%9+3=0

2) Encontrar el valor de x en la ecuacion exponencial:

2
™

[2(2ﬁ+3)$ =4

3) Determinar el conjunto solucién en la inecuacion
dada por:

a) |3x—4| > |x+4| b) |x-3|+|x-4|=5

4) Determinar el valor de x, en la ecuacion logaritmica:

logz(Wx+1) =1+logzVx—1

para x # 1.

5) Determinar los valores de x, y en el sistema logaritmico:

2y +x=175
2logy —logl2 =logx

6) Se contabilizaron alrededor de 600 visitantes; entre
adultos y nifios, a una presentacion musical. Las entradas
para los adultos costaron Bs 9 y Bs 6 para los nifios. Si
los recibos de la taquilla totalizaron Bs 12 000, ¢ cuantos
adultos y cuantos nifios asistieron a la presentacion?

Trigonometria

“,n

1) Calcular el valor de “y” en la siguiente ecuacion:

y + sec 60°
————— = tan 60°

2) Determinar el area del tridngulo AABC si los
lados sona=5cm,b=3cmy 2£A = 37°.

3) Una varilla, inclinada 9° respecto a la horizontal
y partida en dos, proyecta una sombra de 12 metros
de longitud cuando el angulo de elevacién del sol
es de 39°. Calcula la longitud de la varilla.

4) Calcular el valor de la siguiente expresion
trigonométrica:

2 cos 2w — cosec (3%) +tan
- cos (%) —secm + 3sen (3%)

5) Calcular por angulos notables:

Yy = 2 tan 0° 4+ 3 cotan 270° — 3sec 180° + sen 90°

3 o 1 o
7 cosec90° + Zsen 270

6) Simplificar:

2 41
g(x) =senx + sen x+? +sen<?+x)

7) Simplificar la siguiente expresion:

sen @
ec2@

2
E = (\/sene + cosf —COSB) + 2

+ cos36

8) Verificar la siguiente identidad:

(x sen 8 cosO )?+(x sen 8 sen 8)%*+(x cos f )2=x?

9) Hallar la solucién principal de la siguiente
ecuacion:
log(sen x )-log(cos x) =0

10) Reducir la expresion:
3 2(sen 2B + 2 cos?p — 1)
" cosf —sen B — cos 38 + sen 38

11) Resolver el sistema de ecuacion:

senx +seny =1

a) cry=2 b

cosx + cosy =2
senx+seny=\/§

12) Hallar la solucién principal de la ecuacion:

2 sen’x—cos x-1=0
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