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PRESENTACION

Uno de los derechos fundamentales de las nifias, nifios y adolescentes, en el Estado Plurinacional de
Bolivia, es el derecho a la educacion, el cual se garantiza con el acceso a los recursos educativos que
coadyuven con el proceso de adquisicién de conocimientos.

El Ministerio de Educacion, asegurando la calidad educativa, al iniciar la gestion 2025, pretende brindar
un recurso educativo que apoye el desarrollo curricular, a través de la entrega gratuita de los “Textos de
aprendizaje 2025”7, para el nivel de Educacion Secundaria Comunitaria Productiva.

Durante varios meses, maestras y maestros de todas las regiones de Bolivia, desde sus experiencias
y vivencias educativas, han aportado con la construccion de estos textos, plasmando en sus letras la
diversidad de Bolivia y la investigacion cientifica en las diferentes areas de saberes y conocimientos.

Los “Textos de aprendizaje 2025” tienen la misién de fortalecer los conocimientos de nuestros estudiantes,
presentando contenidos actualizados y con bases cientificas, planteando actividades que desarrollen su
pensamiento critico reflexivo, reforzando sus aprendizajes.

Por lo expuesto anteriormente, teniendo como objetivo trabajar conjuntamente con los actores educativos
hacia una educacion humanistica, técnica, tecnologica productiva, dentro de un desarrollo integral de
nuestros estudiantes; el Ministerio de Educacién proporciona este accesible instrumento educativo,
esperando que despierte en las nifas, nifios y jovenes la sed de conocimientos y los motive a conocer el
mundo a través de la ciencia y la investigacion.

Omar Veliz Ramos
Ministro de Educacion
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OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Teresa esta de compras en el mercado porque va a organizar una fiesta de
cumpleanos.

Si desea comprar pasteles y refrescos, debera considerar lo siguiente:

Asignando variables:

t: Representa el precio del pastel.

r: Representa el precio de cada refresco.

n: Representa el numero de pasteles que comprara.

m: Representa el nUmero de refrescos que comprara.

Todo esto, escrito en lenguaje algebraico:

El costo total de los pasteles seria: n-t

El costo total de los refrescos seria: m-r

El costo total de la compra seria: n-t + m-r

Las operaciones con expresiones algebraicas estan presentes en muchas
situaciones de nuestra vida diaria, aunque a veces no las identificamos como tales.

Fuente: OpenAi, 2024

Realizamos las actividades en el aula

- En base al ejemplo disefiamos un modelo matematico de una actividad para realizar en clases.

— Mencionamos otros ejemplos en los que se apliquen las operaciones con expresiones algebraicas.
Respondemos a la pregunta

- ¢ Coémo beneficia el uso de operaciones algebraicas en nuestro diario vivir?

Actividad

TEORIA

El Algebra es un conjunto de
conceptos y definiciones que se
relacionan mutuamente. Para su
mejor comprension es necesario

1. Términos semejantes y su relacion con la produccién

a) Definicion de términos semejantes

Tienen la misma parte literal y pueden ser de signos iguales o distintos.
4ab + 8ab — 2ab

recordar los conceptos basicos
como constante, variable y
término algebraico.

Las constantes y variables se
multiplican para formar términos
algebraicos.

Término
Constantes Variables
Algebraico

2 x 2x
~13 xy —13xy
—4 x?y —4x%y
21 x?y? 21x* y?
7 x5 y?z3 7x5y?z?
Variable

Todo aquello que cambia de
valor o que no es constante,
como la edad de una persona en
el transcurso de su vida.

b) Reduccién de términos semejantes

Cuando los términos semejantes tienen igual signo se suma la parte
numeérica y se copia el mismo signo, también se copia la parte literal.
Ejemplo:

Reducimos la expresion 22xy + 13xy + 7xy

= 22+ 13+ 7 =42y luego 22xy + 13xy + 7xy = 42xy
Ejemplo:

Simplificamos la expresion 4x?+ 11x% + 3x?
=4+ 11+ 3=18asi 4x*+ 11x*+ 3x2=18x*
Ejemplo:

Reducimos la expresion —x%*yz — 9x%*yz — 6x*yz — 7x*yz

= —1-9-6—7 = -23, luego —x?yz —9 x?yz — 6x*yz — Tx*yz = —23x%yz
Cuando los términos semejantes son de signos diferentes se restan los
coeficientes y se anota el signo del mayor.

Ejemplo:

Simplificamos las siguientes expresiones: 22a?— 15a?y 17b®*— 5b°
= 22a*—15a*=7x* y también 17b*— 5b*= 12b°
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Una expresion algebraica tiene términos con diferente parte literal, primero
se deben agrupar aquellos semejantes, luego se realiza la operacion que
corresponda; en caso de tener exponente también estos deben ser iguales.

Ejemplo:

Reducimos la expresién, 4x + 8y — 5z —2x+ 7y —7z— 11y + 5z

= =4x—-2x+8y+7y—11y—7z—5z+ 5z
=(@4-2)x+@B8+7—-11)y+ (=7—-5+5)z
=2x+4y—7z

Para reducir varios términos semejantes con distintos signos, se deben
agrupar aquellos que tienen signos positivos, seguidamente los de signos
negativos, posteriormente se reducen a una sola expresion. Una vez
reducidos, los resultados se restan colocando el signo del mayor numero.

Ejemplo:

Simplificamos la expresion: 8ab + 6ab — 12ab + 45ab — 17ab

= = 8ab + 6ab + 45ab — 12ab — 17ab
=59ab — 29ab
= 30ab

c) Reduccién de términos semejantes con signos de agrupacion

Se recomienda suprimir los signos de agrupacion de adentro hacia afuera,
tomando en cuenta lo siguiente:

Si el signo es positivo y esta delante de un signo de agrupacion, los términos
mantienen el mismo signo: +(—a + 2) = —a + 2

Si el signo es negativo y esta delante de un signo de agrupacion, los términos
cambian de signo: —(2a—3) =—-2a+3

Ejemplo:

Reducimos la expresién: 3x —{—4x + [2 — (x — 1)]}

= =3x—{-4x+[2—x+1]}
=3x—{-4x+2—x+1}
=3x+4x—-2+x—-1
=8x—-3

Ejemplo:

Simplificamos la expresion: —{ —(x*>+ a*) + [2x*— (4x*+ 2a?)]}
= =—{—x*—a*+ [2x*— 4x* — 2a?]}
=—{—x*—a’*+ 2x*— 4x*— 2a*}
=+x?+ a?— 2x*+ 4x*+ 2a®

Polinomio: Es la agrupacion
por adicion de monomios no
semejantes.

Relacionemos los términos que
son semejantes:

a) x5 () Xay!

b) 5x’y*a () 2za*bh*

c) —3a®h*z () 5Sabzx

d) 15xabz () 3y°x?

Los signos de agrupacién

Son simbolos que se utilizan
para agrupar expresiones
separandolas de ofras. Las
principales son

() cereeees e Paréntesis
[T o, Corchetes
{ Llaves

Si  eliminamos un signo de
agrupacion que lleva delante un
(+) entonces la expresion interna
no cambia.

Propiedad asociativa

¢Cual es la importancia de los
paréntesis, corchetes y llaves?
Estos simbolos sonfundamentales
en la matematica moderna por las
siguientes razones:

Claridad

Permiten evitar ambigliedades en
las expresiones matematicas.
Jerarquia de operaciones
Indican el orden en que deben
realizarse las operaciones.
Agrupacion de términos
Facilitan la organizacion de
expresiones complejas.

Existe ofro signo de agrupacion
llamado Barra que actualmente
no se utiliza. Se escribe: (1

= 3x?+ 3a?
Reducimos los siguientes términos semejantes: Reducimos los términos semejantes, eliminando
1) 3a—2b-5b+9a los signos de agrupacion:
2) 15a+13a—12b—11a—4b—>b 1) —{—[-(=7x =2} + {- [- @y + 70}
3) 1+x+xy-2+4+2x-3xy-3+42xy-3x
2) 2x+[x—(x+y)]
— 4 m+n—p—n—p+2p—x
4 5) 2y3—3y2+ 4y -5— 3+ 2y’ — 2y + 4 + ¥ 3) 3a—[a+b— (2a+Db)]
E3 6) y'— 6y +2—5y"+13y°— 2y +9 4) 2x—[(x—y)— (x+y)+1]
5 7) 2t2—3t+4+5t2-2t°+4t—-6—-t+4 5) x*—{—7xy + [ —y*+ (—x*+ 3xy — 2y9)]}
< 8) 3t3-5t+ 8+ 4t3—3t°+ 2t — 1 — 113+ 8¢? 6) 8x2+ [—2xy + 12 ] —{— X+ xy — 3y2 }— (=3x2+ y?)
9) 15a+13a—12b-11la—4b-b , , ,
3 < 5 1 5 3 8 2 7) 7m*— {—[m*— (5 —n)— (-3 +m?H)|} — (2n+ 3)
10) ZxS54+-x2—Zx+=+-x°——x?+-x—= 8) 2a—(—4a+b)—{—[-4a+(b—a)— (b
) 5% +2x 3x+5+4x =X +3x z ) 2a—(—4a+b)—{-[-4a+(b—a)—(—b+a)]}

9) 4x*+ [—(x*—xy) + (=3y*+ 2xy) — (—=3x*+ y?)]
1) %y + ;y“ - ;y3 + Ey—%y“ + ;y3 + gy 10) —{ - [(Sa+2)+(Ba-4)-(—a+1)}
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2. Operaciones con expresiones algebraicas
Tomar nota...

Los monomios o sumandos de un
polinomio son los términos de un
polinomio.

e Con 1 sélo término recibe el

a) Suma y resta de expresiones algebraicas

La suma y resta de expresiones algebraicas consiste en combinar términos
semejantes, es decir, aquellos con la misma variable y exponente. Para
sumar o restar, se agrupan los términos semejantes y se operan sus

nombre de MONOMIO.

e Con 2 términos recibe el
nombre de BINOMIO.

e Con 3 términos recibe el
nombre de TRINOMIO.

La sustraccion o resta

La sustraccion es la operacion
inversa de la adicion, por lo tanto,
para restar dos expresiones, se
suma al minuendo el inverso
aditivo del sustraendo

Caracter general de la resta
algebraica

En Aritmética, la resta siempre
implica  disminucién, mientras
que la resta algebraica tiene un
caracter mas general, pues puede
significar disminucién o aumento.
Hay restas algebraicas, en que
la diferencia es mayor que el
minuendo.

En algunas restas, una cantidad
negativa equivale a sumar la
misma cantidad positiva.

Ejemplo:
6Xx ... Minuendo
— 2x Sustraendo
4x ... Diferencia

Realizamos las sumas algebraicas:

coeficientes, manteniendo las variables sin alteracion.
Ejemplo:

Sumar los términos: 4x?; 7x?% 11x?

= =4x2+ 7x*+ 11x*= 22x?

Ejemplo:

Sumar los términos 5a; 7a — 2b

= =5a+ (7a — 2b)
=5a+ 7a—2b
=12a—-2b
Ejemplo:

Sumar los términos 3xy + 7yz; 13xy — 21xz; 9yz + 11xz

= = (3xy + 7yz) + (13xy — 21xz) + (9yz + 11xz)
=3xy+ 7yz+ 13xy — 21xz + 9yz + 11xz
=3xy + 13xy + 7yz+ 9yz — 21xz + 11xz
=16xy + 16yz — 10xz

Ejemplo:

Restar 6a* — %az +§ de 3a® + 8a? — 2

= =3a3+8a2—2—(6a3—la2+l)

2 3
=3a3+8a2—2—6a3+%a2—§
=3a3—6a3+8a2+§a2—2—§

7

17
=-3a*+—a*-=
2 3

Ejemplo:

De x +y + z, restar el término —2x -y + 4z

= =x+y+z-(=2x -y +42)
=x+y+z+2x+y—4z
=x+2x+y+y+z—4z=3x+2y—3z

Realizamos las restas algebraicas:

1) 6ab — 10ac; 4bc — S5ac + 7ab 1) Restar—3y*+ 4y -5 de —13y*— 2y +9

2) 5p3— 15p*+ 7p; p + 4p*— 2p? 2) Restar—3t?+ 2t —1de 2t?— 3t + 4
o 3) —8tf +5ft; —4fgt+10gft 3) Restar ;xsy4 o gyg - gxy de x°y*— v+ xy
-'g 4) 12ax?*+ 4ax — 5a*x; —12ax + 4xa*+ 5ax? 4) Restar Ex3 + x4+ x de 2x® —; x%- x
§ 5) Sm—10n—2; 40n—12m+9 5) De —9m®+ 4m + 11 restar 12m*— 3m + 7

6) —6x'+5x—2; 20x'—6x+9 6) De —3x*— 5xy + 5 restar 2x*+ 4xy — 2

7) De 8a + 5b —3crestar5a+ 7b — ¢
8) De 6a3— 2a? + 3 restar 3a®+ 8a*— 2
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®
b) Multiplicacién algebraica .
) P 9 Operaciones
Es una operacion para la cual, el término multiplicando N(x) y el término
multiplicador M(x) deben producir un tercer término llamado producto P(x). Para realizar ~ operaciones

Ley de signos:

+ -+
-+
Ley de exponentes, el producto de potencias de igual base es igual a la

potencia cuyo exponente es la suma de los exponentes de ambas bases,
es decir:

+ - . -

+
+ - - -

am-at= qgn*t"
Ley de coeficientes, el coeficiente del producto de dos factores, es igual
al producto de los coeficientes de los factores:

13x-2y = (13 - 2)xy = 26xy
Regla para multiplicar expresiones algebraicas, primero se
multiplican los coeficientes a continuacion de este producto, se escriben

las letras de los factores en orden alfabético, aplicando las anteriores leyes
mencionadas.

Ejemplo:
Multiplicamos 6x - 3x - 7x=(6-3-7)(x-x-x) =126x3
Ejemplo:
Multiplicamos:

n3p? -gnzp = (7 g) (n3p? - n?
Ejemplo:

Hacemos el producto de “3x — 2y” con “5x + y”

Multiplicacion de manera horizontal

Bx —2y) (5x + E) = 1533-!—}31 —10xy — 2y? = 15x% — 7xy — 2y?

Multiplicacion de manera vertical:
3x — 2y
5x +y
15x% — 10xy
3xy — 2y?

_|_

15x2 — 7xy — 2y?

Multiplicamos cada expresion:
1) (13mn)(5mn)
2) (—7ab)(25a*b3c?) 2) (m?-

3) (—6m3n)(7m° n*+13m* n3-21m?® n>—m? n)

9 14
4) <7 xy) <?xa+1yb+1za>
1

5) (=
5) (35a3b) —a2b3c2>

(
6) (—?om)( 0*p —3p®q — 0q ) 7) Ezs_s

8 2
Ty)(Sx— —Xx y+—xy>

©
©
=
2
-
(%]
<

a=?b — )

combinadas siempre se deben
operar siguiendo la jerarquia de
operaciones:

1° Los paréntesis.

2° Potencias.

3° Multiplicaciones y divisiones de
izquierda a derecha.

4° Adiciones y sustracciones de
izquierda a derecha.

Recuerda

Regla de los signos de la
multiplicacion:
— Silos signos son iguales: el
resultado es positivo.

— Silos signos son diferentes,
el resultado es negativo.

Potencias:
a-a-a-a-..-a=a"
n wveces a
| a-q™ = ghttm
Por ejemplo:

B a?=a3t?= g

78. 7(-2) = 78+ (-2 = 46

Calculamos el producto en cada expresion:
1) (8a? b3 c*)(5a? b* 3+ 16abc* —
2n)-(m*-3m+n)

3) Bx-y)(x+2y)

4) (p—29)-(r-39)
x4y625) (3x3y7z*

12¢3)

+ x%y8z3 — 3xy°z?)

=X y+xy) (Exy—ix2 +£yz7)
(7 3 9b3 12 12 4y

5

16—1a7m2 + ;a m) (- 5am-8a?m? + 6a3m?3)

&
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Propiedades

am
a_n — am—n
Por ejemplo
g_:_ 56—3 = 53
712

Regla de los signos de la division
La divisién de signos iguales da

(+).
La divisién de signos diferentes
da (-).

Propiedad distributiva

at+b+c a b c
—_— ==l =db=
n n n n

A la identidad fundamental de la
division también se le conoce como
Algoritmo de Euclides quien fue
un matematico griego.

En el esquema:

0|

r o q
Donde:
D : Dividendo
d : Divisor
q : Cociente
r : Resto o Residuo

3. Division algebraica

Para dos términos, llamados dividendo P(x) y divisor Q(x); la division

algebraica es una operacion que se denota @ , €n la que encontramos

g : Q(x)
una tercera expresion llamada cociente R(x).

Ley de exponentes, la potencia de la division de bases iguales es igual a
la resta de las mismas, es decir:

an
Ley de coeficientes, el coeficiente del cociente resulta de la division
entera del dividendo entre el divisor.
36x*
2x
a) Division de monomios

= (36 ~ 2)x* 1 = 18x3

Se divide los coeficientes y posteriormente se copia la parte literal aplicando
las leyes de potencias mencionadas anteriormente.

Ejemplo:
Dividimos 6;:;64)]72;1 5ty 73 g1k 52k
Ejemplo:
Dividimos
_144xn+8ym+4z4-+p

_ n+8—(6+n), m+4—(2-m) _a4+p-GB+p) _ 2,2m+2,
—6x6tny2-mz3+p = 24x y z = 24x"y

b) Divisiéon de polinomios entre monomios
Para dividir polinomios con monomios el divisor se debe de repartir a cada

uno de los términos del polinomio y se realiza la division correspondiente
siguiendo los pasos anteriores.

Ejemplo:
Dividimos - 12a°- 22a*- 6a® entre 2a?

—12a® — 22a%? — 6a® —12a°® 22a* 6a®
2a? 2a? 2a?  2a?

—6a3 —11a? — 3a

Ejemplo:

Dividimos 35a®+ 14a'°+ 49a'® entre 7a°

35a® + 14a'° + 49a"3 3 35a® N 14q1° N 49q13
7a’ " 7as 7a° 7a’

= 5a3% 4+ 2a® + 7a®

Realizamos las siguientes divisiones algebraicas:

1) 49a’b3c* entre 7a°h~*c?

2) —32x*y’z* entre 2x3y*z~?
3) (540x‘2y7z4) + (36x* y?z)
4) x2y'* 29 entre z'x5y3z2

5
5) —Em"nb entre —;mn p?

Actividad

3 7.9 3
6) —-x'y entre—zx“

7) (6§a5mb3n—1c3m+2n) - (l

2

2a+b.,3a-1 3a+2b) . (

o Gy

Xy

10) 88x°+ 66x°— 52x% entre —2x?

11) 27x*y — 9xy*+ 6x%y* entre —3xy

12) —8m*+ 12m*+ 21m — 2 entre m

13) 108m3n - 122mn + 48mn? entre 2mn

1,5 _2,3 3.,2,2 1.2
14) Sy —syizt oYz entre4y
15) ~ab—Zab? +2a2bh? entre —gab
16) §x4y3—§x3y2 +%x2y entre —%xy2

2mpn—1 m+n
b ) 17) Ea‘) - §a7b4 — a3b? entre 5ab

2b,a+1 a+2b) . a 2
18) _an—lym+2 +Exn+1 3 n+1y entre——x y
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Regla para dividir expresiones algebraicas que tengan divisor con mas .
de un término. Observaciones

1 2 chison de bolnomics e necesaro crtena Lo NS £ o2 1)1 rado del cocients es iual
. o » lueg P qu al grado del dividendo menos el
recomienda los siguientes pasos: do del divi
P1. Se ordena el dividendo y el divisor de la misma forma ya sea descendente grado cet GVISor. .
o ascendente 2). El grado absoluto del residuo
e e . 0t s . de una division de polinomios
P2. Se divide el 1° término del dividendo entre el 1° término del divisor y ese homogéneos es igual al grado
resultado nos dara el cociente. g
o : o absoluto del dividendo.
P3. Se multiplica el cociente con todo el divisor y su resultado se anota 3) El d lativo de la let
debajo del dividendo con signo cambiado ) grado refafivo de 'a fetra
P4 I_Jue o se reducen los mismos y se bé'a los siguientes términos asi se ordenatriz en el residuo es
: 9 . y J 'gu ! ! COMO MAaximo uno menor que
procede a repetir los pasos hasta que el resto sea cero o quede un residuo el grado relativo de la letra
cuyo grado sea menor que del divisor. ordenatriz en el divisor

Ejemplo: Divisién exacta:
Dividimos empleando el método anterior: E}L(}rgsioofe la division es cero
5 4 3 2 _ 3 2 _ -
4x° + 4x* +3x° +4x° +4x—1 2x° +3x“ +x—1 Como consecuencia de esto:
2x2—x +2 D(x)=d(x)-q(x)
—2x*+ x*+6x* + 4x Divisi6n Inexacta: N
. 5 5 El resto de la division es distinto de
2x* +3x° + x* — x cero (R(x) #0)
4x3 + 7x2 +3x — 1
—4x3 —6x2—2x+2
x2+ x +1
Cociente: Q(x) =2x*—x + 2
Residuo: R(x) =x*+x +1 R(x) 2 4+x+1
i : = +——=2x"—x+2+
El cociente completo (Q, ) es: Q. = Q(x) Tivisor — 2X e Rr—

Determinamos el cociente y el residuo de las siguientes divisiones:
1) 6x*—8x*—x*+x+2 entre 2x*—x—1

2) n°+6n*-2n°—7n’-4n+6 entre n*—3n?+2

3) a*+a’® b—8a’h*+20ab*—15b* entre a*—3ab—5b?

4) p°*—5p* q+20p*q*—16pq* entre p>—2pq—8q>

Actividad

o VALORACION
Las expresiones algebraicas nos permiten:

Representar situaciones, modelar fenomenos de nuestro entorno real a
través de expresiones matematicas.

Realizar calculos, efectuando operaciones de todo tipo para obtener resultados
numericos.

Resolver problemas, como consecuencia principal, ademas de la precision en
los resultados.

El algebra constituye un ejercicio, organiza el pensamiento y prepara la
mente para poder resolver problemas de cualquier tipo en la vida diaria; no
debe ser considerado como algo puramente operacional. Permite analizar
minuciosamente cada situacion y colabora en desarrollar algoritmos con pasos
a seguir, de esta manera nos ayuda a resolver problemas de cualquier tipo en
nuestra vida diaria.

Fuente: OpenAi, 2024

NG

"% r
0,,1\\0PRODUCCION

Construimos el juego de las cartas algebraicas:
El juego consiste en elaborar cartas que tengan diferentes términos algebraicos y formar parejas, combinando las
cartas para formar expresiones equivalentes y realizar operaciones con estas.
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

La preparacién de una pizza es una forma divertida de aprender ecuaciones.

Ingredientes:
* Harina: x gramos

* Agua: 0.6 x gramos (60% del peso de la harina)
+ Levadura: 0.02x gramos (2% del peso de la harina)
+ Sal: 0.015x gramos (1.5% del peso de la harina)

+ Salsa de tomate: y gramos

*  Queso mozzarella: 1.5 gramos (150% del peso de la salsa de tomate)
» Otros ingredientes a eleccién: Jamén, champifiones, etc. (z gramos

en total)

Nosotros decidimos el valor de x cantidad de harina.

Actividad

Elementos de una

ecuacion
Términos , . .
Incégnit% %ogn/ta
8x + 10 = 3x — 5
l ) \ J
1 Y
Primer Segundo
miembro miembro

Tomar nota

ElS.l. yla l.S.0. en sunorma

80 000 admiten actualmente dos
simbolos como separadores de
los numeros decimales:

“ u“ “ o

la coma “,“y el punto “

Por otro lado, la ASALE en las
normas ortograficas recomienda
utilizar el punto decimal “.”

Tomando en cuenta estos
aspectos, se utilizara el punto
decimal como separador.
Ejemplo:

3.14 ;071 ;-0.5 ;-0.11..

Fuente: Sistema Internacional de unidades

Fuente: OpenAi, 2024

Respondemos y realizamos las actividades en el aula

- ¢ Por qué utilizar ecuaciones en una receta?

- ¢Cual es la diferencia entre identidad y ecuacion?

- ¢Puedes adaptar esta receta a tu gusto y crear tus propias ecuaciones para otros platos?

1. Resolucion de ecuaciones de primer grado

Se llama ecuacién de primer grado con una incégnita a aquella en que la
incégnita esta elevada a la primera potencia.

Ejemplo:
3x+5=29

La letra “x” es la incognita.

5y 29 son términos independientes.

Ecuacién, es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en las que

aparece una (0 mas) incégnitas.

Incégnita, que se simboliza con la letra “x”, representa cantidades a

determinar, las cuales hacen que tengan un valor verdadero o falso.

Transposicion de términos, se refiere a cambiar de posicion todos los

términos de la derecha a izquierda y de izquierda a derecha respecto al

simbolo de igualdad “=". Para realizar esta transposicion de miembros todos

los términos mantienen su mismo signo.

Regla de transposiciéon de términos:

1. Si un término suma a otro, éste al cambiarlo de miembro cambia y
viceversa si esta restando pasara a sumar.

2. Siuntérmino multiplica pasara al otro miembro a dividir y si divide pasara
a multiplicar.

Grado de una ecuacioén, que esta determinado por el exponente mayor del

factor literal.

Resolucién de una ecuacién de 1er grado con una incégnita

1. Se tiene que ordenar todos los términos semejantes en el primer
miembro.

2. Siestuvieran las incognitas en el lado derecho se realiza la transposicion
de miembros.

3. Se reduce los términos semejantes.

4. Si la variable queda acompanada de algun coeficiente distinto de uno
este valor pasara al otro miembro a dividir
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5. En caso de que existan signos de agrupacion paréntesis, corchetes y
llaves, estos se eliminan de acuerdo a la operacién que contienen.

6. Se despeja la incégnita.

7. Se realiza la prueba.

Nota: En caso de que la incognita sea negativa, se multiplica toda la
ecuacion por “menos uno” (-1).

Ejemplo:

Resolvemos la siguiente ecuacion:
5—-10—-3x+3+2x=20—x—4—-3+3x
5 —3x+2x+x—3x=20—-4—-3+10—-3

Transponemos términos.
Reduciendo términos
semejantes.

2x =20 Despejando la variable.
20 . S,
x = > Realizando la division.
x=10

Verificando: 5x —10 —3x+3+2x=20—x—4 —3 + 3x
5(10) — 10 — 3(10) + 3 + 2(10) = 20 — (10) — 4 — 3 + 3(10)
73 —40=50—-17
33 =33
Ejemplo:

Encontramos el valor de “x” en la siguiente ecuacion:

2x—5+14+x=x—6
2x+x—x =—6+5—-1

Transponemos términos.
Reduciendo términos semejantes

2x =—2 Despejando la variable.
—2 . R
x=— Realizando la division.
x=-1

Verificando: 2x—5+1+x =x—6
2(=1)-5+1+(-1) =(-1)-6
—8+1=-7
-7=-7
Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacion:

3[6x—5(x—3)]=15—-3(x—5) Suprimiendo paréntesis.

®

Observaciones

AL — KHOWARIZMI fue quien dio
el nombre “XAl” a la incégnita,
que en arabe significa “cosa”, con
el tiempo en lugar de XAl, se usé
abreviadamente X (su inicial) por
ello al Algebra se le conoce como
“Regla de la cosa”

Balanceo de ecuaciones

Formalmente se escribe:
Propiedad aditiva

Para todo numero a, b, c:

Si a=b = a+c=b+c
Propiedad multiplicativa

Para todo numero a, b, c con c # 0
Si a=b = a-c=b-c

Visualmente

WTW

Infograma: tipo de ecuacion

lineal

Ecuaciones

3[6x —5x+15] =15 —3x + 15
18x — 15x +45=15—-3x+ 15
18x — 15x + 3x =15+ 15—-45

6x =—15
-15
xX=—
6

5

X =—-
2

Suprimiendo corchetes.
Transponemos términos.
Reduciendo términos semejantes.
Despejando la variable.

Realizando la division.

Verificando: 3[6x —5(x —3)] =15—-3(x —5)

S[6(-9)-5(-5-9) = 15-3(-5-9) = (2)

N

Incompatibles Compatibles

)

Indeterminadas Determinadas

30 +45 75 75
— =

2 2
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Clasificacion de ecuaciones Ejemplo:

Con respecto a los coeficientes Resolvemos la siguiente ecuacion:

de las incégnitas: x+1 x-2 x+3

— Ecuaciones numéricas 4 3 2
Si los coeficientes de las
incégnitas son numeros.

— Ecuaciones literales
Si los coeficientes de las
incognitas son letras.

—-x—1

Solucion

x+1 x—2 x+ 3
12( 2 )—12( 3 >=12< > )—12(x)—12(1)

3x+1)—4(x—2)=6(x+3)—12x—12
3x+3—4x+8=6x+18—-12x— 12

Con respecto a su forma:

— Ecuaciones racionales
Cuando sus incognitas no estan
afectadas de radical. Estos a
Su vez pueden ser: Ecuaciones
racionales enteras o ecuaciones
racionales fraccionarias.
Una ecuacion es racional
fraccionaria cuando presenta
letras en su denominador

— Ecuaciones Irracionales
Cuando la incégnita se
encuentra dentro de un radical.

Con respecto al numero de
incégnitas:

Pueden ser de una, dos, tres o mas
incégnitas.

2x + 1 =3x - 4; es una ecuacioén con
una incognita: x

5x - 3y = 3; es una ecuaciéon con
dos incognitas: x e y

x + 2y - 3z = 8; es una ecuacion con
tres incognitas: x, y, z

Con respecto al Grado de Ia

Incégnita:

— Ecuaciones de primer grado
Cuando el exponente de la
incégnita es uno (1).

— Ecuacién de segundo grado
Cuando el mayor exponente de
la incégnita es dos (2).

— Ecuacioén de tercer grado
Cuando el mayor exponente de

3x —4x+12x—6x=18—-12—-3 -8
5x=-5
_ 5
5
x=-1
Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacion:
x+5+x—2
3 2

x+5 x—2
o(£29)+6(252) =sie-3)

2x+5)+3(x—2)=—-6x—18
2x+10+3x—6=—6x—18
2x+3x+6x=-18—-10+46
11x=-22

22

nx =t
ST

=-—x-3

Solucion

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacion, para x # 2; x = 2.
Solucién

(x+2)(x —2) <3i> —(x+2)(x—2) (ﬁ—) = 20x+2)(x—2)

x+2 2

x=2)B=-x)—(x+2)(x—1)==-2(x+2)(x—2)

S5x—6—x*—(x*+x—-2)=-2(x*—4)
S5x—6—x*—x*—x+2=-2x>+8
4x —2x*—4=—-2x*+8

12

la incégnita es tres (3) 4x =12 = =7
Lx=3

Resolvemos las siguientes ecuaciones de primer grado:
1) 2x—x+4+2=8 12) 22=12
2) 3x+1-2x=9-3 —5+x

= 3) 6-2x=-3x—6 138) —==-5

Ll 4) 2x+x+5-5=6 14) = =942

= 5) 2x+2—-1—-x=2 x

> 4+%_2=

= 6) 9x—6+4=4+2x—8x il x+-I2—3x
8) 4(—x—1)+5x—2=-2x—x 17) X1 _x3 _ o
9) 3+2(4+2x)+1=20-2(2—x) 0 6
10) 4(x —3) —5(x + 2) = 7(3x — 1) + 29 18) 2 -T2 o
M)3x+ 1) =2(x+3)—-1 19) 2 _xHl x1_,
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Resolver problemas

Secuencia de pasos, que permite
en general, enfrentar de manera
ordenada la resolucién de un

2. Resolucion de problemas del contexto con ecuaciones de
primer grado

Ejemplo:

La compariia de cosméticos “Akaena” produce perfumes que tiene costos
variables de Bs 8 por unidad y costos fijos de Bs 95. Cada unidad tiene un

precio de venta de Bs 13. Determinar el nimero de unidades que deben problema:
vender para que la compariia obtenga utilidades de Bs 145 y calcular el 4 | ggr comprensivamente el
margen por unidad. enunciado.
B 2. Asignar incognita.
Soll_Jclon 3. Establecer relaciones.
Se tiene que 4. Plantear la ecuacion.
Utilidades = Ingresos totales — Costos totales 5. Resolver la ecuacion.
Ingresos totales =Cantidad vendida-precio de venta 6. Analizar la solucién de Ia

Costos totales = Costos variables + Costos fijos

) . ) ecuacion en el problema y
Sea x: numero de unidades que deben ser vendidas

verificar la solucion.

7. Dar la respuesta.

Asi la ecuacion es: 13x — (8x + 95) = 145

13x — 8x — 95 = 145
13x — 8x =145+ 95

Traduccion del lenguaje usual
al lenguaje matematico

Sx = 240 Si x es la edad que tiene lan en
ax = 240 = 48 este momento:
5
Respuesta i6 Traduccién
Es necesario vender 48 unidades para obtener utilidades de Bs 145. Expresion
gramatical algebraica
Ejemplo: Edad actual
. . y . de lan. X
Orlando tiene el triple de la edad de su hijo Santiago, pero dentro de 13
afos tendra tan solo el doble de la edad de Santiago, ¢,cuantos afios tiene Edad de lan —5
- hace 5 afios X
Santiago ahora? :
Edad de lan
Solucién dentro de 8 x+ 8
Sea x: la edad actual de Santiago e
Edad actual de Orlando :3x El doble de la 2
Edad de Santiago dentro de 13 afios : x + 13 edad de lan.
Edad de Orlando dentro de 13 afios :3x + 13 Un tercio de x
Como dentro de 13 afios la edad de Orlando sera el doble de la edad de la edad actual =
Santiago: 2(x + 13) de lan.
Asi, la ecuacion planteada es: F/ dgbée de
3x+13=2(x+13 a eagaa que _
3x 4+ 13 = gx " 26) tenia lan hace 2(x—5)
3x — 2x = 26 —13 D EEs
~x=13
Respuesta Otras traducciones
La edad de Santiago es de 13 afnos.
Un nuamero a
Ejemplo:
El’dia miércoles Marco’s corr_1prc’> 12 kjlos de.papa y el j’ueve’s glgunos kilos Eég%%e e 2a
mas. Si en total compré 54 kilos, ¢ cuantos kilos compro el dia jueves?
El triple de un 3a
Solucién numero
Sea x: los kilos de papa comprados el jueves El cuadruplo 4a
Asi: la ecuacion es: de un numero
12+ x=54 El antecesor
x=54—12 de un nimero a—1
x =42
| wet
Marcos compro 42 kilos de papa.
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Lenguaje usual al
matematico:
conectores verbales

Simbolo

Conector verbal o
matematico

Aumentado,

agregado *

Disminuido,
diferencia

De, del, de los

Es, como, nos
da, tendra, =
resulta

Recuerda...

“Para resolver
referente  a numeros o de
relaciones entre  cantidades,
basta traducir dicho problema del
inglés, espariol u otra lengua al
idioma algebraico, o sea, a una
ecuacion”. Isaac Newton

un problema

La capacidad de traducir
problemas del mundo real al
lenguaje algebraico es una
habilidad fundamental en
matematicas y en muchas
otras disciplinas. Al hacerlo, no
solo estamos simplificando el
problema, sino también abriendo
un mundo de posibilidades para
Su solucion.

Resolvemos...

— Rolando le dice a Leonardo: Yo
tengo el doble de dinero que
tu. Si Leonardo le contesta:
“Entre los dos tenemos Bs 12
Jeuéantos dinero tiene cada

uno?
- Ana reta a Ivan y le da la
siguiente pista: “adivina

cuantos anos tengo si a mi
edad actual le restas ‘las dos
terceras partes” de la misma y
te quedan 3

edad tiene cada una?

Actividad

Ejemplo:

Megan tiene dulces de fresa, de limon y de menta. Inicialmente tiene 5
dulces mas de limoén que de fresa y 10 dulces mas de menta que de limon.
Durante la semana se come todos los dulces de fresa, la mitad de los dulces
de limon vy la tercera parte de los dulces de menta. Si ahora le quedan 30
dulces, ¢ cuantos tenia inicialmente?

Solucién

Sea x: cantidad de dulces de fresa

El nimero de dulces de limén es: x + 5

El nimero de dulces de mentaes: x+ 5+ 10 =x+ 15

Megan come todos los de fresa, ya no tiene caramelos de fresa.

De limén le quedan la mitad: #

2
De menta la quedan dos terceras partes: §(x + 15)

En total le quedan 30 caramelos: ? + g (x +15) = 30

Conduce a la solucién, que es: "2L5+ g(x +15) = 30

Despejando la incégnita x:

®) (#) ©) é(x +15) = (6)30
3(x+5)+4(x+15)=180
3x+ 154+ 4x + 60 =180
3x 4+ 4x =180 - 15 -60
7x =105
) 105

Respuesta TXETTE 15
Inicialmente tenia 15 dulces de fresa, 20 dulces de limoén y 30 dulces de
menta. Por tanto, Megan tenia inicialmente 65 dulces.

Ejemplo:

Cristian se compra unas medias deportivas con la tercera parte de su dinero
y con la mitad del dinero que le queda se compra una polera. Si ha gastado
un total de Bs 210, ¢ cuanto dinero tenia inicialmente?

Solucién

Sea x: monto de dinero que Cristian tenia antes X

Cristian gasta la tercera parte del dinero en medias deportivas: 3

2
Le quedan las otras dos terceras partes: —x
1/2 X

Con la mitad del dinero que le queda se compra la camiseta: 5 <§ x) =3

. x 1 .
El dinero que ha gastado es Bs 210: —+—-x =210 que es la ecuacion
que conduce a la solucion del problema.

Despejando x: . 1
3(§)+3<§x> =3.210

x+x=630
) _630_315
X = > =

Respuesta
Cristian tenia inicialmente Bs 315

Resolvemos los siguientes problemas
1) Adriana tiene 16 afios mas que Jasmin y dentro de 4 afos tendra el doble de la edad de Jasmin. ¢ Qué

2) Un pastelero gasta Bs 24 000 diarios en ingredientes para hacer galletas y cobra Bs 20 por cada galleta.
Si al final de un dia vendi6 todas las galletas que prepard y obtuvo una ganancia total de Bs 880,
jcuantas galletas vendié?
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Ejemplo:

®

La suma de dos numeros es 127 y el segundo numero es cinco unidades menos que el primer numero, ¢ cuales

son los numeros?

Solucién

Sea x:el nUmero buscado

El segundo numero es: 127 — x

El segundo numero es cinco unidades menos que el primer numero: x — 5

La ecuacioén a despejar es: 127 —x=x—-5
127 +5=x+x
2x =132
o132
X = > =

Respuesta
Los dos numeros son 66y 127 — 66 = 61.

Ejemplo:

La suma de un nimero mas su doble mas su mitad es 42,
;cual es ese nUmero?

Solucién

Sea x el numero buscado.

Su doble viene dado por: 2x

. X
Su mitad: 0

Asi la ecuacion, cuya incognita x debemos despejar es:
X
x+2x + 7= 42

2x+4x+x=84
7x=84
84
Respuesta cx = =12
El nimero buscado es 12

Un numero
aumentado en
17

Enunciado En simbolos

x+ 17

Un numero
disminuido en
5

x—75

El triple de un
numero.

3x

El cuadruple de
la suma de un
numero y 8.

4(x+8)

El doble de un
numero.

2x

El doble de
un numero
aumentado
en 6.

2(x+6)

El triple de
un numero,
disminuido en 7

3(y—=7)

Las ecuaciones son el lenguaje fundamental de las matematicas y estan
presentes en casi todos los aspectos de nuestra vida. Desde las tareas
mas simples hasta los descubrimientos cientificos mas complejos, las
ecuaciones nos permiten modelar, analizar y resolver una gran variedad
de problemas.

Las ecuaciones son una herramienta poderosa que nos permite:
Comprender el mundo, al modelar fenédmenos naturales y sociales.
Resolver problemas, al encontrar soluciones a situaciones complejas.
Innovar, al desarrollar nuevas tecnologias y productos.

En definitiva, las ecuaciones son parte integral de nuestra vida y su dominio
nos brinda una ventaja significativa en muchos ambitos.

Resolvemos el cuadrado magico.

En cada caso existe un valor para la incognita x, que transformara las

expresiones algebraicas en numeros.

- Realizamos la suma de filas, columnas y diagonales.

- Puesto que se trata de un cuadrado magico, todas las sumas deberan
dar el mismo resultado para un determinado valor de x.

— Comprobamos, una vez obtenido el numero de cada cuadro, que
efectivamente, es un cuadrado magico.

PRODUCCION

4
Fuente: OpenAli, 2024

2x—2 3x 4x—10
X 2x—1 x+4
3x—1 3x 4x—-10
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PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES APLICADOS AL DESARROLLO DE LA

TECNOLOGIA

Idelfonso debe presentar una maqueta donde utiliza el disefio de una
instalacion eléctrica por lo que necesita calcular la resistencia total de dos
resistencias en paralelo. Las resistencias son (R,) y (R,). El desea calcular
la diferencia de cuadrados de las resistencias para simplificar el calculo de
la resistencia total en paralelo.
R?—R}?=(R,+R,)(R,—R,)

Cuando se combinan diferentes resistencias en un circuito, este célculo
ayuda a los electricistas a calcular rapidamente la diferencia en la resistencia
total. Es particularmente util para disefiar y analizar circuitos eléctricos
domésticos que pueden tener multiples resistencias en paralelo.

Respondemos las siguientes preguntas

- ¢Cual es la diferencia entre productos notables e identidad algebraicas?

- ¢ Por qué es util esta férmula en electricidad?

- ¢Cuales son las operaciones algebraicas fundamentales y para qué son Utiles?
- ¢ En qué otros campos se pueden utilizar los productos notables?

Actividad

TEORIA

A continuacién, tenemos los productos notables que se obtienen con simple
El trinomio cuadrado desarrollo
perfecto 1. Productos notables (identidades algebraicas)

a) Cuadrado de un binomio

El cuadrado de una suma (o diferencia) de dos cantidades, es igual al
cuadrado del primer término, mas (o menos) el doble producto del primero
por el segundo, mas el cuadrado del segundo término.
Se expresa con las férmulas:

(a+ b)*=a*+ 2ab + b?

(a—b)*=a*>—2ab + b?
Verificacion analitica:
La expresion (a + b)?* es igual a (a + b)(a + b), al realizar el producto, se
tiene:

(a+b)*=(a+b)(a+b)=a’+ab+ab+b?
(a+b)?=a*+ 2ab + b?

7/

Area total : (a+b)? Verificacion grafica:

Ahora sumamos partes: b a
Cuadrado (@ :a* b2 ab
Cuadrado @ : b? 5 5
Rectangulo ® : ab , — a + [0 + ab + | P
Rectangulo ® : ab a | ab

a

(a+b)*=a*+ 2ab + b?
A este resultado también se (a+b)? _ 2 + ab + ab + b2
conoce como:
“el trinomio cuadrado perfecto” = a® + 2ab + b*?

a’+ 2ab + b*= (a + b)?

O,
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Ejemplo:

Desarrollamos (x + 7)? Cuadrado de un binomio
Solucién (suma)

Aplica la regla general:

- El cuadrado del primer término: (x)*= x* (a+b)*=(a+Db)(a+Db)
- El doble producto del primer término por el segundo: 2(x)(7) = 14x
- El cuadrado del segundo término: (7)?= 49 PEn
Resultado
El cuadrado del binomio es: a+b
(x+7)=x*+14x+ 49 2 +ab
Ejemplo: +  Lob+b?
Desarrollar (=5x + 3y)? a? + 2ab + b2
Solucién
Aplica la regla general:
- El cuadrado del primer término: (—5x)?= 25x?
- El doble producto del primer término por el segundo: 2(—5x)(3y) =
—30xy
- El cuadrado del segundo término: (3y)2= 9y? (a-b)*=(a-b)(a-b)
Resultado
El cuadrado del binomio es: a—b
(=5x + 3y)*=25x*— 30xy + 9y* ®
Ejemplo: a—b
2
Desarrollar (Za + 6b) a® —ab
4 —ab + b?
Solucién " a?—2ab + b?

Aplica la regla general:

. . 7\% 49
- El cuadrado del primer término: (Za) =Ra2

- El doble producto del primer término por el segundo:

7 2
2 (Z a) (6b) = 21ab 2a)
En este caso el exponente afecta
a cada factor, es decir:
(2a)’=22a*=4a?

Resultado (=5b)*= (—1)? 52 b* =25b
El cuadrado del binomio es:

- El cuadrado del segundo término: (6b)?= 36b*

2

(Za+6b) = 24 91ab + 36b2 Si la potencia es un ndmero
4 16

racional:
Ejemplo: 2 z2
(7c)3 = 73¢3
Desarrollar (3x3a+5 + yt)?
Solucion
Aplicamos la regla general:
- El cuadrado del primer término: (3x3¢+5)2= 9t +10
- El doble producto del primer término por el segundo:
2(3x3a+5 )y4a — 6x3a+5y4a
- El cuadrado del segundo término: (y*)?= y®
Resultado
El cuadrado del binomio es:
(3x3u+ 5 + y4a)2 — 9x6x+ 10 + 6x3u+ 5y4x+ y8u
Desarrollamos las siguientes expresiones:
S 1) (2x+ 2)2 6) (9xa+1_11ya+3)2
2
S 2) Gx —2y)? 7 (Car+2p7)
:'g 3) (a® = b i3 i 15 2
) 4) (6ab + 7cd)? 8) (Zxtarz —Zym-s)
2
5) ze +;y2) 9) (Ea3x .
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b) Binomio conjugado.

Binomio cojugado Una suma por una diferencia, o diferencia por una suma, su resultado es la

diferencia de cuadrados

(a+b)(a—b)=a*—b? (a+b)(a—b)=a?—b?
Verificacién analitica:

a+b (a+b)(a—b) = a*+ ab — ab + b?
® (a+b)(a—b) = a*—b?

a—b Verificacion grafica:

a’?+ ab

T _ab—b? a—b
. ———— a? —b? = (a + b)(a — b)

a® — b? b{ -

Propiedades de la potencia a—b
.

— XM .= xymtn

xm L y o ~ /
= —=x"" Y a+b
X a
—_ XY r=x" Y
) Y o Ejemplo:
- == v Desarrollar la expresion: (x + 7)(x — 7)
e o Solucién
(= (x+7)(x — T)=(x)*—(7)? = x* — 49
_ =1 Respuesta
- x+7)(x—7)=x*—49
= e
e Ejemplo:
1
- xTt= o Desarrollar la expresion: (5a2+ 3b)(5a2— 3b)
-n n n Solucion
- (f) _ (X) _r (5a2+3b)(5a>—3b) = (5a )2—(3b)? = 25a>—9h?
y x X" Respuesta

(5a%+3b)(5a>—3b) = 25a>—9b?

B} \/a_2=(a)§=a
Ej lo:
- Jai=a  Ypi=p? fempie

Desarrollar la expresion: (—3x+2y?)(—3x*— 2y’)

Ejemplo: Solucién
(=34 2) (~3x' = 29°) = (=3x°) = (29 )= 9 — dy®
Wx+2)Wx—-2) = Respuesta
(=3x%+ 2yP)(—3x+ 2y ) = 9x?* — 4y*
(Vo) =2(/x) + 2(Jx) — 4
=x—4 Ejemplo:
4 1 4 1
Desarrollar la expresion: | =x3 + — 5) (—x3 -— 5)
Nota importante P (5 137 )5 137
Solucién

En la propiedad de la raiz

5 2 2
cuadrada [qz, si a toma <fx3 +iy5><§x3 _iy5> _ (fxg) _ < 1 y5)

valores numéricos: 5 13 13 5 13
\/a2=|a| =E 6_L 10
25" 1697
donde |a| se lee el valor Respuesta

absoluto de a. (

4, 1 N\(4, 1 16 1
3o sV [ X3 s 22 6 _ _~ .10
5% Y137 )(5" 13y> 25" " 169”7
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c) Expresiones donde se aplica el binomio conjugado.
Ejemplo:

Desarrollar la expresion (a+ b + c)(a + b — ¢).
Solucion
Los términos se agrupan de la siguiente forma:
(a+b+c)(a+b—c)=[(a+Db)+c][(a+b)—c]
Se aplica la formula del binomio conjugado:
[(@+Db)+c][(a+b)—c]=(a+b)>*—c?
Respuesta
Se desarrolla el binomio y el resultado es:
(a+b)*—c*=a*+ 2ab + b*— c?

Ejemplo:

Desarrollar la expresion: (x — 2y + 3z —-5)(x — 2y — 3z +5)

Solucién

Los términos se agrupan y se aplica la férmula para binomios conjugados:

[(x —2y) + (3z = 5)][(x = 2y) — 3z = 5)] = (x = 2y)*~ 3z — 5)*
Desarrollamos los binomios al cuadrado:
(x—2y)*= (3z—=5)*= (x*— 4xy + 4y* )—(92*— 30z + 25)

=x*—4xy +4y*— 92+ 30z — 25
=x*+4y>— 9z — 4xy + 30z — 25

Respuesta

(x—2y+3z2—-5)(x—2y—3z+5)=x?+4y*— 92— 4xy + 30z — 25

d) Producto de dos binomios

El producto de dos binomios (x + a)(x + b) es igual al cuadrado del primer
término mas la suma algebraica de los dos términos por el primer término,
mas el producto de los segundos términos.
(x +a)(x+b) =x*+ (a+ b)x + ab
Ejemplo:
Desarrollar la expresion: (a + 5)(a —7)
Solucién
Se desarrolla el binomio:
El cuadrado del término comun: (a)?= a*
La suma de los términos no comunes, multiplicada por el termino
comun: (+5—7)a=—2a
El producto de los términos no comunes: (+5)(—7) = —35
Respuesta

(a+5)(a=7)=a*—2a—35

Ejemplo: g 4 11\ /4 21
Desarrollar la expresion: [ —x* — —|[=x2 - —
3 7 3 5
Solucion
4 1 4a21_4a2+ 11 21\4 (1) 21
3 T 7)\3* T5) 7 3F 7 5)3% 7 5
_ 16 e (_202\4 , (33)_16 ,, 808 33
C 35 )3* 5)7 79 105 5

Desarrollamos las siguientes expresiones:

1) m+n)@m—n) 7)
= 2)  (x +3)(x-3) 8)
S 3) Bx-1DBx+1) 9)
'Z 13 7 13
) o GorCe)
5 GF+5)E-F) 1)
6) (17_1ax—2 + 12_5 bx+2) (17_1ax—2 _ 12_5 bx+2) 12)

®

Binomio conjugado

(a+b+c)(a+b—c)=a*+2ab+b>— c?

a+b+c
a+b-c
a’+ ab + ac
+ ab + b2 + bc
—ac — bc — c?
a® + 2ab + b2 —c?

Producto de dos binomios:

Interpretacioén grafica

(x+a)(x+b) = x*+ (a+b)x + ab

x x? ax x
b bx ab b
x a

Producto de dos binomios:

Interpretacion analitica

X+ a

x+b

x% + ax
+
bx + ab

x*>+ (a+b)x + ab

(2x +12)(2x — 5)
(x%2+9)(x%2 —11)

(5m ~5) (sm + )
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e) Cubo de un binomio

Verificacion e interpretacion

analitica y grafica del cubo Es la suma o diferencia de la forma (a + b)? se desarrolla de la siguiente
de un binomio forma:

(a+ b)*=a*+ 3a’*h + 3ab’+ b?

— b)’=a’~3a?b + 3ab® — b’
(a+b)*=(a+b) (a+b) (a-by=a-3a®b+3a

Ejemplo:
=(a*+ 2ab + b*)(a + b) Desarrollar la expresion: (m + 3)?
=a*+a*b+2a*b+2ab? +ab*+b? Solucién
=a*+ 3a’h + 3ab* + b? (m+3)*=m’+3(m)*(3) + 3(m)(3)* + (3)°
=m3+9m?+ 27m + 27
Verificacion e interpretacion [ERESIIISLE
grafica (m+3)P2=m*+9m?+ 27m + 27
Ejemplo: L N3
Desarrollar la expresion: (Zx4 + ;y7)
Solucion
1 \° 1 1.\ 1\
2x* +=y7) =QxM)3+3QxH%H=y" |+3CQxY)([=v" ) +[=y7
5 5 5 5
12 6 1
=8x12 4 D 8y7 4 g4y 14 4 21
Respuesta o > i +25x a 1253’
1.\’ 12 6 1
2xt 4+ Zv7 | =8x12 4+ x8y7 4 byt 4 21
<x+5y> X +5xy+25xy +125y
3
Ejemplo: 5
Desarrollar la expresion: (i a’ — 2b")
Solucion 7 ¢

a? 4, 9bx 3_(4 7)3 3(4 7)2 9bx +3(4 7) 9bx ’ 9bx ’
7% 78 -7 7%) \38 7% )\8 8

Respuesta

4 9 \* 64 54 243 729

g7 _px | — 421 _ " 14px 4 T o 7p2x 4~ 77 p3x

(7“ 5” ) 3% TRt T teph
f) Suma de cubos
Es una expresion algebraica que representa la suma de dos términos
elevados al cubo. Su factorizacion es:

a®+ b= (a+ b)(a* —ab + b?)
Ejemplo:
a b Encontrar el producto:

. a3+ b3= (a+b)(a2_ ab + bz) SOIUCién (3x2+a+ 6y2+b)(9x4+2u_ 18x2+ay2+b+ 36y4+2b)
(3x2+a+ 6y2+b)(9x4+2a_ 18x2+ay2+b+ 36y4+2b)
- =(3x§+a_|3_ 6y2+b2)[g33xz+a)2_ (3x2+a)(6y2+h) + (6y2+b)2]
=3x* 1)+ (6y* ")
=27 xb6+3a4 216y6+3b
g) Diferencia de cubos

Representa la resta de dos términos elevados al cubo, su factorizacion es:
a®—b*=(a—b)(a*+ ab + b?)

Ejemplo:
Por diferencia de cubos, el producto resultante es:

1 1 1
2.3 _aub\[Z .6 3.,b 20 ) _ 2,9 _ 3b
a3 _ b3 — (a _ b)(az +ab + bZ) <2x 8y )(43( + 4x y + 64y ) 8x 512y

O,
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h) Trinomio al cuadrado

El trinomio al cuadrado se expresa de la siguiente:
(a+b+c)*=a*+ b*+ c*+ 2ab + 2ac + 2bc
o(a+b+c)=a*+b*+ c*+ 2(ab + ac + bc)

Ejemplo:

Desarrollar la expresion: (3x + 2y — 2z)?

Se desarrolla el cubo del binomio:

(Bx + 2y —22)%= (3x)*+(2y)*+(22)*+ 2(3x) (2y)+2(3x)(—22)+2(2y) (—22)

=9x% + 4y*+ 47>+ 12xy — 12xz — 8yz
i) Trinomio al cubo

Se expresa de la siguiente forma:
(a+b+c)=a’+b*+ 3+ 3a%h + 3a’c + 3b’a + 3b*c + 3c*’a + 3¢*b + 6abc

2. Cocientes notables

Aligual que los productos notables, los cocientes notables pueden escribirse
tomando casos particulares.

xn_yn' xn+yn' xn_yn' xn+yn

) ) )

x=y x+y x+y x=y
) xn_yn xn_yn xn+yn xn+yn

Cociente

xX—y x+y x+y x—y
Residuo 0 0 0 No nulo
,Es
cociente Si Si Si No
notable?
Condicioén
del neENn=>2 neNn=>22neNn=>2

n €N

exponente n | Par o impar Par Impar

Para desarrollar las caracteristicas del cociente.

1). El cociente tendra n términos.

2). Si en el divisor hay diferencia, todos los términos son positivos. Si en el
divisor hay suma, los signos de los términos se intercalan: +, —, +, —, ...

3). En cada término del cociente, los exponentes del 1er. monomio x
disminuyen desde n—1 hasta cero, mientras que los dos del 2do.
monomio y aumentan desde cero hasta n—1.

Por tanto, tendremos:

Interpretacion geométrica
del trinomio al cuadrado

Cocientes notables

Condiciones que deben

cumplir:

a) Deben tener las bases
iguales.

b) Deben tener los
exponentes iguales.

|:: xty ::I

X" — yn
o y — xn—l + xn—Zy + xn—3y2 + xn—4-y3 + et xyn—z + yn—l
X" — yn
Ty B e xn—zy + xn—3y2 _ xn—4y3 4ot xyn—z _ yn—l
Ejemplo:
Desarrollar el cociente
64x°% — 729y°
Solucién 2x + 3y
64x° —729y°  (2x)®— (3y)°
2x+3y  2x+3y
= (2x)° = (2x)*(3y) + 2x)*(3y)? — 20)?(3y)3 + 20)BY)* — (3y)®
Respuesta

64x° — 729y°
2x + 3y

= 32x° — 48x*y + 72x3y? — 108x2y3 + 162xy* — 243y°
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Ejercicios propuestos

Encontramos los valores de los
cocientes notables:

X2 — y?
x+y
xz_yz
xX=y
x4y
x+y
x3—y3
xX=y
x*+yt
xX+y
x* — yt
xX=y
x®+y°
x+y
x5 —y5
xX=y

Cocientes no notables

Los cocientes del tipo:

x4y

x=Y

son no notables, pues x"+y"
no contiene factores del tipo x—y,
debido al teorema del factor, en
efecto:
El residuo al dividir x»+ y™ entre
x —yesy'+ y'=2y"+ 0. Por
tanto, x"+ y™ no tiene como factor
ax-—y.

Recuerda...

La diferencia de los cuadrados de
dos monomios entre la suma de
los mismos es igual a la diferencia
de ellos.

La diferencia de los cuadrados de
dos monomios entre la diferencia
de los mismos es igual a la suma
de ellos.

Ejemplo:

. 243a0 + 32p10
Desarrollar el cociente —

3a2 + 2b?
Solucién
243a' 4+ 32b°  (Ba?)%+ (2b?)°
3aZ+2b2  3a? + 2b2
= (3a?)*— (3a%)*(2b?) — (3a®)2(2b?)* + (3a2)(2b%)* — (2b?)*
= 81a®— 54a®b?+ 36a*b*— 24a*b°— 16D

a) Cociente de la suma o diferencia de cubos

Se expresa de la siguientes formas:

X3 4+ 13
4 =x%—xy +y?
x+y
X3 —y3
_ .2 2
=x2+xy+
P x2+xy+y

Ejemplo:
(7ab?)3 + (3x3y)?3

7ab? + 3x3y
= (7ab?)% - (7ab?)(3x3y) + (3x3y)?
= 49a’b* — 21ab?x3y + 9x°y?

343 a®b® +27x%y®
7ab? + 3x3y a

3. Tridngulo de Pascal

Se obtiene sumando las dos cifras horizontales para desarrollar el binomio:
(a+b)"

1————————»(a+bh)°’=
1 1—— p(a+b)r=1a+1b
;/
1 1———» (a+ b)? =1a® + 2ab + 1b?

\‘5/\5 1y (a+b)®=1a*+3a’b + 3ab? + 113

\/ Wy
\./ WY v

1 10 10

1 p»(a+b)*=1a*+4a%b + 6a’b* + 4ab® + 1b*

El triangulo de Pascal es util al momento de averiguar los coeficientes de los
binomios con potencia n.

4. Deduccion del binomio a la n — ésima potencia

Para la n — ésima potencia de un binomio se tiene la expresion:

@tbm=ar+ Lan-1p 4 PO neapa
1! 2!
nn—1)mn-2) 433 4 n(n— 1n-2)..n—r+1) R
3! r!

+--+nab™ 1 +b"

El procedimiento se llama el binomio de Newton.

Si n es natural, en el desarrollo de (a+b)", se tiene:
a) El primer término es a" y el ultimo termino es b.
b) Desarrollando el binomio se tiene (n+1) términos.
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c) La potencia del primer término a disminuye en 1y del segundo término b . .
aumenta en 1. Factorial de un numero

d) Para el i — ésimo término se utiliza la férmula: nl = n(n—1)(n=2)..1

. _onh-Dn-2)..(h—i+2) R Con n>0

LToestmo = i—-1! Si n=0, entonces 0! =1
Ejemplo: 1 6 Ejemplo:
Desarrollar el cociente <3x3 +—y5> Jempro:

71=7-6-5-4-3-2-1 = 5040

Y s ) D

Solucion

| =

<3x3 + %y5> =(3x3°+ —(3x3)6 1<

5
6(6 — 1)(647 2)(6 - 3) (3364 Gys) L6616~ 25)'(6 —-3)(6—4) (3x3)6-5 (%3’5) N

SN

6(6-1(6-2)(6-3)(6-4)(6-5) ., 3\4_6 ( 5)6
6! (3 ) 2 y
Se simplifican las fracciones y se procede al desarrollo de las potencias:

1 2 3 .
o) o oer () £ e )

6(5)(4) (3) (2) v 1.5\ |, 66@E@ W 3vo0 (1. 5)\°
5:4:3-2:1 (32°) (Ey) + 6-5-4-32:1 (3x*) (Ey)

1 1 1 1
= 729x'® + 6(243x'%) <E y5> +15(81x12) (Zyw) +20(27x%) <§y15> +15(9x°) <Ey2°) +

3y (L .25 1 30
6G3x%) (37 + ()
Por ultimo, se obtiene el resultado:
1215 135 135 9 1
=729 18 729 15,,5 12,,10 9,,15 6.,20 434,25 4,30
x° + xy+—4xy +—2xy +—16xy +16xy +64y

-:*jﬂ/\’/:?:/j&VALORACIéN

Uno de los ejemplos del uso de los productos notables es la compresién de imagenes como JPEG utilizan
transformaciones matematicas basadas en productos notables para reducir el tamafio de las imagenes sin perder
demasiada calidad. Aunque a primera vista pueda parecer que las matematicas abstractas como los productos
notables estan alejadas de la tecnologia, la realidad es que estos conceptos fundamentales son la base de muchos
de los avances tecnolégicos que damos por sentados.

Los productos y cocientes notables son herramientas matematicas poderosas que tienen un impacto significativo
en el desarrollo tecnoldgico. Al comprender estos conceptos, podemos apreciar mejor la complejidad y la belleza
de la tecnologia que nos rodea.

»4PRODUCCION

Actividad
Construimos las  demostraciones
geomeétricas de los productos notables
con materiales reciclables y los
exponemos en clase.
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FACTORIZACION

La factorizacion es un proceso para descomponer expresiones algebraicas
complejas en otras mas simples, lo que facilita su comprensién y manipulacion.
Esto es especialmente util al resolver problemas, ya sea en matematicas,
fisica, ingenieria o cualquier otra disciplina que requiera calculos.

Juan y Adriana estan paseando por las calles de La Paz y observan que
existen gran cantidad de paraguas y desean saber la cantidad de colores,
para esto utilizan sus conocimientos de factorizacion que esta presente en
muchas otras areas, como la fisica, la quimica, la economia y en la vida
diaria. Al comprender los principios de la factorizacion, podemos desarrollar
habilidades de pensamiento critico y resolucién de problemas que nos seran
utiles en diversos ambitos.

Fuente: OpenAi, 2024

Respondemos las siguientes preguntas

- ¢ De qué maneras agruparias los paraguas?

- ¢En qué otras areas podrias utilizar la agrupacion de objetos?
- ¢ Qué factores intervienen al momento de ordenar los objetos?
- ¢Qué son los numeros primos y cual es su uso?

Actividad

@ TEORIA 1. Factorizacion

Factorizar significa escribir una expresion matematica como multiplicacion
Dato curioso de factores mas simples, por ejemplo, 21 = 7-3, donde 3 y 7 son factores
primos y 21 resulta de la multiplicacién entre ellos.

La igualdad 64 —x 2= (8 + x)(8 — x) indica que se descompuso el binomio
en el producto de dos factores.

Para polinomios, factorizar es un procedimiento mediante el cual se
transforma un polinomio en el producto de sus factores.

Ejemplo:

Para la mejor comprension
podemos hacer una clasificacion
de los nimeros, segun la cantidad
de divisores que tenga. Recuerda
que el DIVISOR es aquel numero
que divide al otro en forma exacta.

Factoriza: P(x) =a®>—9

Ejemplo: Solucion
Decimos que 3 es divisor de 12, El polinomio es de grado 2: P(x) = a*— 9 puede descomponerse en el
porque 12 es igual a 3 - 4. producto de dos polinomios de grado 1:
P(x)=a*-9 = (a+3)(a—3)
Un numero primo es un numero . . '
Polinomio compuesto Polinomios irreducibles

entero positivo que sbélo se
puede dividir entre si mismo y la
unidad, es decir tiene solamente

2 divisores Un polinomio P(x) se llama primo o irreducible, cuando no se puede

descomponer en un producto de polinomios de grado positivo y menores
en grado que P. En caso contrario se dice que el polinomio es compuesto
o reducible.

La factorizacién puede ser; una suma, un polinomio, un numero, etc.

El objetivo es simplificar una expresion y para realizar la operacién de
Recuerda... simplificacion se debe identificar a qué tipo de factorizacion pertenece.

La propiedad distributiva de los
numeros, escrita al revés es una

Un numero compuesto es el que
tiene tres o mas divisores.

Es decir, la factorizacion o descomposicion factorial de una expresién
4 e consiste en escribirla como una multiplicacion de expresiones algebraicas.
herramienta  de  factorizacion  Resolver ecuaciones cuadraticas y aplicaciones asociadas con ellas sera
conocida como el factor comun. mas sencillo cuando domines los procesos de factorizacion. Ademas, te
ax + bx = x(a + b) ayudara a graficar polinomios y analizar las raices de ecuaciones de grados
mayores a dos, cuando se expresen como productos de sus factores.

&
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®

a) Factor comin monomio

Se procede a extraer aquel monomio comun entre los términos de un
polinomio.
Ejemplo:

Factorizamos x3+ x7 — x°+ x5
Solucién
Para encontrar el factor comun, identificamos la letra con el menor exponente

(x®) y a continuacion, se divide entre el factor comun:
3 7 9 5

X 400X _ a4 X _ 6.X _ .2
il e b b R
Se realiza la division de cada término.
Resultado
B+ x"—x+ x5=x3(1+ x*— x4+ x?)
Ejemplo:

Factorizamos 85a®bh® + 25a’b® — 30a°b*
Solucién
Se halla el Maximo Comun Divisor (M.C.D.) de los coeficientes:
M(CD(85,25,30)=5, Factor comun literal: a’ b*
Se realiza la divisiéon de cada término.
Resultado
85a® b® + 25a’ b°—30a’ b* = 5a’ b* (17ab* + 5b*>—6a?)

Ejemplo:

Factorizamos 12x%+by2a+2b— 28x2aya+b 4 20x%yP 4 36x3*y°h
Solucién
Utilizando la propiedad de los exponentes tenemos.

12x2a+ by2a+2b — 28x2aya+b + Zoxayb + 36x3ay5b

— 12x2axby2ay2b_ 28x2ayayb + Zoxayb+ 36x3ay5b
Se halla el Maximo Comun Divisor (M.C.D.) de los coeficientes:
M.C.D(12,—-28, 20, 36) = 4 ,Factor comun literal: x4y®
Se realiza la divisién de cada término.
Resultado
12x2a+by2a+ 2b __ 28x2aya+b + 20xayb + 36x3ay5b

— 4xayb(3xa+by2a+b_7xayb +5 + 9x2a y4b)

Ejemplo:

Factorizamos 6x®y* — 9x7y3 — 15x3y°
Solucién
Se halla el Maximo Comun Divisor (M.C.D.) de los coeficientes:
M.C.D(6,9, 15) = 3, Factor comun literal: x3y?
Se realiza la divisiéon de cada término.
Resultado
6x%y* — 9x7y3 — 15x3y° = 3x3y® (2x°y — 3x*— 5y?)

Expresamos por factores los siguientes términos:

1) 2x —x? 8)
2) 9x3 —12x2%y% — 15x* 9)

4) x12yl1z9 4 y539,15 _ 424,175 11)
5) 16x2a+byb+cza+b _ 816x3a+2by4b +3cZ2a+3b 12)
6) 21x3y%z5 + 33x°y'22% — 60x8y%22 13)

Actividad

7) 8a*® — 16a*

8x3y7 — 4x*y? +12x7y3

4V/3a’b™ ' + 16V3a°b8c® — 36V3abbh1%c?
3) 125a5b7 + 625a3b4 — 225a2b5 10) x2m+3n 4m+6nZ7m +9n __ x5m+8ny8m+9nz4m+3n
a2x+3yb5x+y _ ax+ybx+y + a3x+2y b6x+7y

7x%y°z° + 49x2y7 212 — 63x°y*z1?

Ejercicios resueltos

1. Martin quiere factorizar la
expresion algebraica

16x — 4x3
antes de ir a dormir.

Solucion
Agrupamos términos semejantes
para ver si se puede efectuar mas

operaciones.

16x — 4x3 = 4%x — 4x3
=4x(4 — x?)
=4x(2%— x?)

=4x(2 —x)(2 +x)
216x — 4x3=4x(2 — x)(2+ x)

2. Rocio estéa haciendo la tarea de
matematica y le piden factorizar la
expresion algebraica:

3xa+ 2y + 2a + 3xy

Solucién
Ella procede
términos adecuadamente, para
factorizar términos semejantes.
3xa+ 2y + 2a + 3xy
=3xa + 3xy + 2a + 2y
factorizamos términos
semejantes en a y b:
3x(a+y)+2(a+y)
factorizar términos semejantes en
(a+y):

ordenando los

Bx+2)(a+y)
~3xa+2y+2a+3xy=(3x+2)(a+y)

8 7 5 2
Y fn? L BB B i B B
21 27 63 45
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Recuerda

Al extraer este factor comun, pro-
cedemos en la misma forma que
el factor comin monomio, cuidan-
do que el polinomio comun este
dentro de un signo de coleccion.
(Paréntesis, llave, corchete).

Factorizar el signo

a—b=—(—a+b)
a+b=—(—a—->b)
—a—b=—(a+Db)

—a+b=—(a—b)

Interpretacion grafica de la
propiedad distributiva

Se puede Vvisualizar en la
situacion del calculo del area de
un rectangulo de lados (a + b) y
(a+b+c):

A= (a+b)(a+b+c)

b) Factor comun polinomio

Se procede a extraer un polinomio comun de otro polinomio.
Ejemplo:

Factorizamos 8m?(x + 3) + 18n%(x + 3)

Solucion
Se halla el Maximo Comun Divisor (MCD) de los coeficientes:
MCD(8,18) =2 Factor comun: (x + 3)
Se realiza la division de cada término.
Resultado

8m? (x+3)+18n® (x+3) = 2(x+3)(4m*+9n?)
Ejemplo:

Factorizamos (x+y)?+(x+y)(x—y)
Solucién
Factor comun: (x+y)
Por la propiedad distributiva en el producto de polinomios:
(x+y)>++E—y)=+N[Ex+y)+ -]
=(x+y)[x+y+x—-yl
=(x+y)2x=2x(x+7y)
Resultado
(x+y)+Ex+y)(x—y)=2x(x+y)

Ejemplo:

Factorizamos 3x? (b +d) + 15x(b+ d) + 9y(b+ d) + 6y? (b + d)

Solucién

Factor comun: (b + d)

Por la propiedad distributiva en el producto de polinomios:

3x*(b+d)+15x(b+d) +9x(b + d) + 6x* (b + d)
=b+d)Bx*+15x+9x +6x*) = (b +d)[3x(x + 5+ 3 + 2x)]
= (b + d)[3x(5x + 8)]

Resultado

3x*(b+d)+ 15x(b+d) +9x(b+ d) + 6x* (b+ d) = (b + d)[3x(5x + 8)]

Ejemplo:

Factorizamos (a+b—c)(x—3)—(b—c—a)(x —3)

Solucion

Factor comun: (x — 3)

Por la propiedad distributiva en el producto de polinomios:

(a+b—c)x—3)—(b—c—a)(x—3)
=(x—-3)[(a+b—c)—(b—c—a)]

(x—=3)a+b—c—b+c+a)

(x—=3)(2a) =2a(x —3)

Resultado
(@a+b-—c)(x=3)—(b—c—a)(x—3)=2a(x—3)

Aplicamos el factor comun polinomio en las siguientes expresiones algebraicas:

1) 2x — x?

7) 8a® — 16a*

B 2) 9x3 — 12x%y? — 15x* 8) 8x3y7 — 4x*y? +12x7y3

S 3) 125a°b” 4+ 625a3b* — 225a%b5 9)  4V3a’b™c™ + 16V3a®b8c® — 36V3ah % c?
.‘E 4) x12y11Z9 + x5y9Z15 _ x24.y17zs 10) x2m+3ny4m+6nz7m +9n _ x5m+8ny8m+9nz4m+3n
éi 5) 16x2a+byb+cza+b __816x3a+2by4b+3CZZa+3b 11) a2x+3Yb5x+Y._ ax+be+y +.a3x+ZYb6x+7y

6) 21x3y%2° + 33x°y122°

— 60x8y°z?2 12)  7x°y°z° + 49x?%y7 z'? — 63x°y*z1?

8 7 5 2
13) Zm*n” -ZmBnd+ Zmin® — Zm2n8
21 27 63 45
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2. Factor comun por agrupacion de términos
poragrup Recuerda que...

Se agrupan (propiedad asociativa) los términos que tengan un factor comun.

Ejemplo: En el factoreo por agrupacion de
_ términos, se trata de hacer un

Factorllzamos xy-6+3x—2y doble factor comun empleando la

Solucion propiedad asociativa de manera

Se agrupan los términos adecuada y eficaz.

—6+3x+xy—2y=3(-2+x)+y(x—2)=3x—-2)+y(x—2)

Se factoriza también: (x — 2) Un ejemplo practico del factor

Resultado comun por agrupacion, se aprecia

xy-6+3x—-2y=(x—-2)3+y) al encontrar el area de figuras

Ejemplo: planas:

Factorizamos 2a®+ 21 — 7a*— 6a

Solucién 0

Se agrupan los términos
2a3+21-7a* -6a=2a’-7a*-6a+21=a*(2a—7)—3QRa—-7)

Se factoriza también: (2a — 7)
a*(2a—7)—-3Q2a—-7)=2a—7)(a*-3) o ¢ ° o'

Resultado
2a°+ 21 —7a*—6a= (2a—7)(a*- 3)

Ejemplo: o

Factorizamos 152 10 b+ 14b +5 7
Ta TCI.C ?a ? c a Cc
Solucion
Se agrupan los términos e
15 21 10 14
—a?——ac)| —|—ab — —bc) + (5a — 7c)
4 4 3 3

3 2 A Area total
=Za(5a —7c) _§b(5a —7¢) + (5a — 7¢)  Area tota
A.=ab+ac+ bc+ab+ac+ bc
3 2 3 9 A,=ab+ab +ac+ ac+ bc + bc
—a(5a —7¢) —=b(a —7¢c) + (5a —7¢c) = (5a — 7c) (—a——b + 1> A, =2ab + 2ac + 2bc
! ’ 43 A, = 2(ab + ac + bc)

Se factoriza también: (5a — 7¢)

Resultado
B B Rop+ Bpevsa-7c=6 7)(3 2b+1)
Ta Tac ?a ? Cc a Cc = a C Za ;

La factorizacion es un método matematico que divide una expresion algebraica
en factores. Su capacidad para simplificar expresiones y reescribirlas en
términos de "bloques fundamentales" llamados factores es lo que la hace
importante. Esta estrategia se puede utilizar para numerosas, sumas o restas,
matrices y polinomios.

Los algoritmos complejos, como el algoritmo RSA, que es la base de algunos
sistemas de criptografia asimétrica, utilizan la factorizacién de numeros enteros
muy grandes en factores primos. Dado que la factorizacion de numeros enteros
grandes es un problema computacionalmente dificil de resolver, esta aplicacién
tiene implicaciones significativas para la seguridad de la informacion. Por lo
tanto, la factorizacion es fundamental para garantizar la seguridad de los
sistemas de criptografia y para proteger los datos sensibles.

Fuente: OpenAi, 2024

2

QO re
$+@PRODUCCION

La factorizacion nos ayuda a reducir la complejidad y aumentar la eficiencia en nuestra vida diaria:

- Mencionemos 5 momentos donde es posible aplicar el factor comun en nuestro dia a dia.

- Investigamos: ;Qué es el algoritmo RSA y qué relacion tiene con la factorizacion?

- Elaboramos un mapa mental del tema creativamente y exponemos en clases. e
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FACTORIZACION DE BINOMIOS

Las formulas de binomio se usan mas a menudo de lo que v
pensamos. Este concepto matematico se encuentra en
situaciones cotidianas, como la optimizacion de espacios, el
disefio de espacios o para calcular el precio final de un producto
con descuento.

Ignacio tiene un terreno donde una parte sera construida para v
vivienda y el resto para el jardin exterior. Este tendra forma de  [=¥iviendarr oo

letra L como muestra la figura. Si el area total de la casa es de

169 m?y el terreno tiene un total de 298 m?, ¢ Cuénto medira el [ |
jardin de Ignacio? S -1l
Las féormulas de binomio son dutiles en la ingenieria y la 7
arquitectura para calcular este tipo de ejemplos practicos donde ; 4
se emplean expresiones algebraicas como: J Jardin Garaje

w+pw=) 1

Por lo tanto, comprender y aplicar las férmulas de binomio tiene
implicaciones practicas y relevantes en numerosos aspectos de
nuestra vida diaria.

j+v

Leemos y respondemos las siguientes preguntas:

- ¢Qué medida tendria el jardin de Ignacio?

- ¢ Qué otras aplicabilidades de la factorizacién de binomios puedes mencionar?

- ¢En qué otras areas se aplica la factorizacién de binomios?

- ¢Consideras que la factorizacion de binomios es un criterio de orden? ; Por qué?

Actividad

TEORIA

Factorizacion 1. Método de identidades algebraicas

|ﬁ

Es la misma expresion algebraica  Se basa en los productos notables y consiste en desarrollarlo en forma
escrita como producto de dos  inversa.

factores: Ejemplo:
X*+6x+9=(x+3)(x+3) Expresar como cuadrado 100x*+ 20x + 1
X Solucion

No olvidemos que... Se aplica identidades: 100x?+ 20x + 1
Un binomio esta conformado por = (10x)*+ 2(10x)+(1)*
dos monomios o por dos térmi- L = (10x + 1)?
nos. Verificacién
Ejemplo: (10x + 1)?=(10x + 1)(10x + 1)= (10x)*+ (10x) + (10x) + (1)?

X — y? =100x?+ 20x + 12
Resultado
No olvidemos que... 100x2+ 20x + 1 = 100x%+ 20x + 12

Para escribir una expresion algebraica de forma mas simplificada, se utiliza
diferentes métodos.
2. Factorizacion de Binomios

Es posible cuando la expresion
tiene la forma.
x*>— y% Diferencia de cuadrados.

x°—y’: Diferencia de cubos. a) Diferencia de cuadrados
x3+ y% Suma de cubos.

La propiedad distributiva y asociativa, aplicada al producto de los términos
Este método se basa en los “x +y”y“x—y”dan como resultado:
productos notables. Es decir, si x+y(x—y)=x*—y*
se nos presenta un polinomio de modo que, al invertir la igualdad, obtenemos la conocida “diferencia de
cuya forma conocemos, podemos cuadrados”:
expresar la multiplicaciéon de los X=y’=(x+y)(x—-y)
factores que lo originaron.
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La diferencia de cuadrados puede Vvisualizarse geométricamente,
considerando un cuadrado de lado x, a cuya area “x?” se le restara el area
de otro cuadrado de lado “y”(sabiendo que y < x).

y

al

X=y=2x =)y +(x—=y)=x-yQ2y+x—y)
por factor comun:

}g

\ J

Y l_Y_}

X xX—y

K—yt=x—y)(x+y)
Ejemplo:

Factorizamos el binomio x*— 3

Solucién )
Las raices cuadradas de x? y (V3)” son x y V3 respectivamente. Luego

x?2-3 =x2—(\/§)2 =(x—\/§)(x+\/§)
por diferencia de cuadrados.
Resultado

x2=3=(x —V3)(x+V3)
Ejemplo:

Escribimos 7 como el producto de la suma vy la diferencia de dos enteros
positivos consecutivos.

Solucién
Si prestamos atenciona 7: 7 =16 — 9 = 42— 32
Extrayendo las raices cuadradas positivas, obtenemos:
4+3)(4-3)
Resultado
7=0M4+3)4-3)

Ejemplo:

Encontramos la factorizacion de (¢ — d)?— 25a?

Solucién
Asumiendo que ¢ > d = 0, las raices de cada sumando son (¢ — d) y 5a,
tenemos:
(c—=d)*—25a*=[(c —d) — 5a][(c — d) + 5a]
=(c—d—-5a)(c—d+5a)
Resultado
(c—d)*—25a’=(c—d—5a)(c—d+ 5a)

Ejemplo:

Verificar que 169—m!? sea una diferencia de cuadrados.
Solucion

®

Ejercicio resuelto

La siguiente expresion
x8— yB
Se puede
algebraicamente:
x0—yi=(x*)" = (y")?

para luego extraer las raices
y factorizar por diferencia de
cuadrados:

x®— Yo ==y (xt + )
De lo anterior, el factor x*— y*
se puede volver a factorizar por
diferencia de cuadrados:

xt—yt= (= y)(x*+y?)
y de nuevo, podemos volver a
factorizar:

x—y'=(x—y)(x+y)
Por lo tanto, la expresién final
quedara:
x0=y'=(x—y) (x+y)- (X*+y*) (x*+ y*)

manipular

Teorema fundamental del

algebra

El Teorema Fundamental
del Algebra establece que
toda ecuacion polinbmica
de grado n con coeficientes
complejos tiene exactamente
n raices en el conjunto de los
numeros complejos, contando
multiplicidades. Esto  significa
que cualquier polinomio no
constante puede ser factorizado
en n factores lineales, donde
cada factor corresponde a una
raiz del polinomio y garantiza
que el campo de los numeros
complejos es algebraicamente
cerrado, es decir, contiene todas
las raices de cualquier polinomio
con coeficientes complejos.

p(x) =ag+a;+-+a"t+a"

Manipulando algebraicamente: 169 — m'?= 132 — (m®)2 Identificamos las raices de ambos sumandos: 13 y m®:
169 —m'?=13%2— (m°)?= (13 + m%) (13 — m°®)

Resultado

169 — m' = (13 + m®)(13 — m°)
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Ejercicio resuelto

Martin  ya  agotado, quiere
factorizar la expresion algebraica
16x — 4x® antes de irse a dormir.
El  binomio en cuestion se
factoriza aplicando factor comun
y diferencia de cuadrados, en
efecto:
16x—4x3 = 4%x — 4x°
=4x(4 — x?)
=4x(2%—x?)
=4x(2 — x)(2 + x)
Asi, Martin dormira mas tranquilo
al saber que:
16x —4x3=4x(2 —x)(2 + x)

No olvidemos que...

Las ternas pitagéricas son
conjuntos de tres numeros enteros
positivos (a, b, ) que cumplen con
la ecuacion de Pitagoras:
a’=b>+ c?

Esto significa que estos tres
numeros pueden representar las
longitudes de los lados de un
triangulo rectangulo, donde c es
la hipotenusa (el lado mas largo).

Obtenemos ternas pitagdricas,
tomando un par de enteros
positivos m y n con m > n y
haciendo:
a=m?—n%b=2mn; c = m?+ n?
Por ejemplo:

a=7*—-4?=33
b=2-7-4=56
c=7%+4%>=65

m=7,n=4=

que verifican:

65%= 3324 562
Por tanto, el triangulo de lados
65, 56 y 33 sera un triangulo
rectangulo.

Ejemplo:

Verificar que 16 — x* sea una diferencia de cuadrados y factorizar si se da
el caso.
Solucién
Observe que 16 = 42, entonces 16—x? si es una diferencia de cuadrados.
Las raices cuadradas de x* y 16 son x y 4, después:
16 — x2= 42— x?
=4-x)4+x)
Resultado
16 —x*=(“4—-x)(4+x)

Ejemplo:

Encuentre la factorizacién de 25y? — 9.
Solucién
Por propiedades de potencias: 25y?= 52- y?2= (5 - y)?= (5y)?
Extrayendo las raices cuadradas: 5y; 3
Luego 25y*—9 = (5y)? — 32= (5y — 3)(5y + 3)
Resultado
25y2—9 = (5y = 3)(5y + 3)

Ejemplo:

Escribe 441 como producto de la suma y resta de dos numeros
Solucién
Una forma de escribir 441 es 441 = 841—400. Se eligi6 esta pues:
400 = 20%; 841 =29?
y observando que 441 = 292 — 202, podemos aplicar la diferencia de
cuadrados:
292—202= (29 — 20)(29 + 20)
Por lo tanto, 20 y 29 son los numeros tal que 441 se pueda escribir como
suma y resta de dos numeros o sea:
441 =29%—-20?
Resultado
441 = (29 — 20)(29 + 20)

Ejemplo:

Factorizamos 25x*™ — 100x*"
Solucién
Se extrae la raiz cuadrada positiva de los términos (siempre que x > 0):

4 (5xm)2 = 5x™ A (@10x™)2 =10x™

Esto es una diferencia de cuadrados, aplicando la formula:
= (5x™)%— (10x™)?
= (5x™+ 10x™)(5x™— 10x™)
es decir:
25x?m— 100x%" = (5x™ )?—(10x™)?
= (5x™+ 10x™ ) (5x™— 10x™)

Aplicando factor comun, refinamos mas la factorizacion:

5™+ 2x™)- 5(x™— 2x™) = 25(x™+ 2x™) (x™ — 2x™)

Resultado

25x%m—100x?" = 25(x™+ 2x™) (x™ — 2x™)
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b) Suma y diferencia de cubos

La suma y diferencia de cubos son identidades algebraicas que permiten
factorizar expresiones cubicas:

- La diferencia de cubos a®— b?® se puede factorizar como
(a = b)(a*+ ab + b?). Aqui, a®*— b* se descompone en un binomio (a-b)
multiplicado por el trinomio (a?+ ab + b?).

- La suma de cubos a®+ b® se factoriza como (a + b)(a?— ab + b?). En
este caso, a®+ b® se descompone en un binomio (a+b) multiplicado por
el trinomio (a*— ab + b?).

Estas identidades son utiles en la simplificacion de expresiones algebraicas
y en la resolucion de ecuaciones cubicas.

Para factorizar la suma de los cubos de dos nimeros se escribe en el primer
paréntesis la suma de las raices cubicas de cada término y en el segundo
paréntesis la suma de los cuadrados de dichas raices menos el producto de
las mismas.

Ejemplo:

Factorizamos la expresion x3— 1

Solucién

Observe que 1 =13,

Luego las raices cubicas de x*y 13 son x y 1, respectivamente. En este caso
aplicamos la diferencia de cubos:

x}—-1=x3-13
=x-DE*+x14+1%
=x-1DE*+x+1)
Resultado
¥=—1=x-D*+x+1)

Ejemplo:
Factorizamos la expresion (x — y)*— (x + y)?
Solucidén

Ambos términos estan elevados al cubo, por tanto, utilizamos diferencia de
cubos.
(x=y)’ = (x+y)*=

=[x =) =+ NI =¥+ =) +y) + (x+y)*]
por diferencia de cubos a®— b*= (a — b)(a*+ a'b + b?)

=[x =) =+ N =y)*+ x=y)(x+y) + (x+ )

=(=2y)[x =+ (x—y)»(x+y) + (x +¥)7]

=(=2y)[(x =& =+ Ex-»E+y+x+y)x+y)]
aplicando propiedad distributiva, obtenemos:

= =2y (3x*+y9)
Resultado

(x =y’ —(x+y)=-2y 3x*+y?)

®

Suma de los primeros “n”
numeros naturales

Fuente: Wikipedia

Se dice que un dia, el maestro de
Carl Friedrich Gauss (considerado
el “principe de las matematicas’),
buscando  mantener a los
estudiantes ocupados, les dio
la tarea de sumar todos los
numeros del 1 al 100. La mayoria
de los estudiantes comenzaron
a sumar los numeros de manera
secuencial, un numero a la vez,
lo que obviamente tomaria un
buen tiempo. Sin embargo, Gauss
sorprendié6 a todos al resolver
el problema en solo unos pocos
minutos.

El método:

Gauss se dio cuenta de que la suma
de los numeros podia organizarse
en pares de numeros que sumaban
lo mismo. Observo que:

S =1+ 2+ 3+ 4 ..+9 +10
§ =100 + 99 + 98 + .. +2 + 1

I

En total 101 aparece 100 veces,
luego:

25 =100-101
y despejando S:
100 - 101
S=T=50~101=5050




TERCER ANO DE ESCOLARIDAD 2025

Suma de los cubos de los

primeros “n” naturales

A partir de la formula de la suma de
los primeros n numeros naturales,
podemos obtener la férmula de
la suma de los primeros n cubos,
observando lo siguiente:

1¥=1

2.3\
13+23=(1+2)2=<—2 )

3-4\°
13+23+33=<—2 >

4.5\

13+23+33+43=<—2 )
2

nn+1
13+23+~~~+n3=<(T)>

que es valida para cualquier
numero n natural.

Raiz de una potencia

m

n\/ am™ =qan
Indices par o impar:

fa=+,npar,a>0
R/a > 0,n impar, a > 0
R/a < 0, nimpar, a < 0

“fa ¢ R,sinpar,a <0

Aplicando la diferencia de los cuadrados,
encontramos los factores de los siguientes

kS

o binomios:

2

© 1)  a'* —100

< 2) a®-—ab?
3) 6422 -81

Ejemplo:

Aplicamos la diferencia de cubos para factorizar 343x3 — 64y3.

Solucién
Manipulando algebraicamente la expresion, para cada sumando:

343x3 = 73x3= (7x)3; 64y3 = 43y = (4y)?
de modo que:

343x*— 64y’ = (7x)* — (4y)?
= (7x — 4)[(7)* + (7x)-(4y)+(4y)?]
= (7x — 4y)(49x* + 28xy + 16y2)

Resultado
343x3 — 64y*= (7x — 4y)(49x* + 28xy + 16y?)

Ejemplo:

Aplicamos la suma de cubos para factorizar 27 + 64z3.

Solucién
Por la conmutatividad de la suma, se obtendra el mismo resultado al operar
27 + 64z% y 64z% + 27. Luego las raices cubicas de 6423 y 27 son:
V6423 = V64 - 323 = 4z; V27 =3
Luego, factorizamos por diferencia de cubos:
2746473 = 3* + (42)°
= (3 +42)[3?—3:(42) + (42)?]
=B +42)(9—-12z + 167%)

Resultado
274+ 647z°=(3+42)(9 — 12z + 162%)

Ejemplo:

Utilizar propiedades de exponentes para factorizar lo siguiente:
a9 b9 C9+ d9 e9f9

Solucién
Segun el enunciado, aplicando las leyes de exponentes a cada sumando,
obtenemos:

a’h’c®= (abc)’ = [(abc)’ I’ d’e’f° = (def)’ = [(def)’ I°

Reemplazando en el binomio original:
a’b’c® + d°e°f° = [(abc)® *+ [(def)? |?
= [(abc)*+ (def)°][(abc)® — (abc)® (def)*+ (def)°]

Aplicando la sumay diferencia de los cubos,
encontramos los factores de los siguientes

binomios:
4) 49a® — 9b? 7) a*+8 10)  8x3 — 125y3
5) 3-—y® 8) 64-¢° 1) 34216
6) 1002 — 256 9) 8x°+125y° 12)  1000m3 -1
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Aplicamos la suma de cubo a (abc)®+ (def)*:
(abc)?*+ (def)*= (abc + def)[(abc)*— abcdef + (def)?]
y reemplazando:
a9b9(:9+ d989f9
= (abc + def)[(abc)?— abcdef + (def)?][(abc)® — (abc)i(def)? + (def)®]

Finalmente, empleamos leyes de potencias.
Resultado

a’b’c® + d°e°f° = (abc + def)[(abc)*— abcdef + (def)?][(abc)® — (abc)*(def)* + (def)"]

= (abc + def)[(abc)?— abcdef + (def)?][a®h®c® — a*b®c*d®e* 3 + dbe®f®)]

Dato curioso

Adiferencia de la suma de cubos, la diferencia de cubos sigue un patrén simétrico en términos de signos. La férmula
siempre comienza con una diferencia (a—b) seguida de un trinomio que incluye los cuadrados de ambos términos
y su producto, sin ningin cambio de signo en los términos del trinomio.

a®— b*= (a—b)(a*+ ab + b?)

Realizamos la verificaciéon analitica de la suma y diferencia de cubos:
1) X+y’=x+y)*-xy+y?)

2) X*—y’=@x-y)E*+xy+y?)

Actividad

VALORACION

La factorizacion de binomios es una herramienta fundamental en
matematicas, especialmente en algebra, la factorizacion permite
descomponer expresiones algebraicas complejas en factores mas simples,
lo que facilita su manipulacion y resolucion.

La factorizacién ayuda a identificar patrones y relaciones entre términos
algebraicos, lo que puede ser util en la resolucién de problemas mas
complejos y en la investigacion matematica, en resumen, la factorizacién
de binomios es una habilidad fundamental en matematicas que nos
permite simplificar expresiones, resolver ecuaciones, analizar funciones y
comprender mejor una amplia variedad de conceptos de factorizaciéon de
binomios.

PRODUCCION

La factorizacion es la descomposicién de cualquier expresion matematica
en factores. Hay una variedad de métodos que se consideran casos de
factorizacion:

- Representamos geométricamente la suma y diferencia de cubos.

- Elaboramos un mapa mental de la factorizacion de binomios y lo
socializamos en clases.

- Investigamos donde se aplica la factorizacion de binomios y debatimos
su posible importancia en nuestro diario vivir.
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FACTORIZACION DE TRINOMIOS

Marta compré una barra de chocolate el cual lo quiere compartir con sus primos de tal
manera que pueda alcanzar para todos y tomar en cuenta las edades para hacer la
reparticion de la barra que tiene un area representada por un trinomio:
x4+ 11x + 30

Para repartir el chocolate de manera equitativa, podemos factorizar este trinomio.

¥+ 11x+30=(x+5)(x+6)
Esto significa que el area del chocolate se puede dividir en un rectangulo de
dimensiones (x + 5) y (x + 6).
Si el chocolate tiene un area de 30 unidades cuadradas y queremos dividirlo en partes
iguales, podemos usar la factorizacion para encontrar las dimensiones posibles.

(x+6)

(x +5)

Leemos y respondemos las siguientes preguntas

- ¢Consideras que la factorizacion de trinomios es util en tareas diarias?

- ¢ Qué otras aplicabilidades de la factorizacion de trinomios puedes mencionar?

- ¢De qué otra manera repartirias la barra de chocolate si fueran 20 personas a las que debes
compartir el chocolate segun sus edades.

Actividad

@ TEORIA 1. Factorizacién de trinomios

a) Trinomio cuadrado perfecto

Recuerda... Un trinomio cuadrado perfecto es un tipo especial de trinomio que se obtiene

, al elevar un binomio al cuadrado. Es decir, es una expresion de la forma:
Un numero real x es un cuadrado P

o . (a+ b)?o (a—b)?
(PEREIELD) ST SIS 3 [ ] e Para determinar si un trinomio es un cuadrado perfecto, verifica lo siguiente:

2 —

; . y=2 El primer término y el tercer término deben ser cuadrados perfectos.
Ejemplo: El segundo término debe ser el doble del producto de las raices cuadradas
En los enteros: 9, 16, 25,... son del orimer v tercer t&rmino
cuadrados perfectos. P y :

Ejemplo:

Comprobar si el trinomio x*+xy+y? es cuadrado perfecto.

Solucion

El primer y tercer término son cuadrados perfectos, pues x es tal que x-x=x?
e y es tal que y-y = y2

El producto de ellas es x'y, no 2x-y luego x*+xy+y? no es un trinomio

Ejercicio resuelto

Para el siguiente trinomio: cuadrado perfecto.
9x? — 24xy + 16> Ejemplo:
;)dee;;zélcﬂtcct’asmos s erEEiEeEs Comprobar si el trinomio x?+x+1 es cuadrado perfecto.
- 9x?es el cuadrado de 3x: Solu_cmn _— 2 2
W — 3y El primer y tercer término son cuadrados perfectos, pues x-x = x> e 1-1=12,
- 16y° es el cuadrado de 4y: respectivamente.
y 4 y Comprobando: x1 = x # 2x = 2(x-1)
/16yZ = 4y) Asi, x>+ x + 1 no es un trinomio cuadrado perfecto.
- 24xy es el doble del producto
de 3?; con —4y : Factorizacion de trinomios cuadrados perfectos

Y __ Paso 1. Ordenamos el trinomio con respecto a los exponentes en forma
(2:3x(=4y) 24xy) ascendente o descendente.
Paso 2. Se verifica si el primer término y tercer término del trinomio
a’+2ab+b? (0 a*—2ab+b?) son cuadrados perfectos.
Paso 3. Comprobamos que el doble del producto de las raices,
9x% — 24xy + 16y*=(3x—4y)? corre_spondientt_as al primer y tercer término sea igual al segundo término, sin
considerar su signo.

Aplicamos la formula, para el caso
a=3xyb =4y, por tanto:

O,
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Paso 4. Escribimos las raices como (a+b)?, cuando el signo del segundo
término es positivo y (a—b)? cuando el signo del segundo término es
negativo.

Ejemplo:

Factorizamos el trinomio 4x*+ 12x + 9.

Solucién
Paso 1. El trinomio 4x?+12x+9 ya esta ordenado.
Paso 2. Extraemos las raices cuadradas del primer y tercer término:
2x; 3

Paso 3. Efectuamos el producto 2-(2x:3) = 12x y comprobamos en efecto
que coincide con el segundo término.
Paso 4. Escribimos el cuadrado de la suma de las raices: (2x+3)?
Resultado

4x*+12x+9 = (2x+3)32

Ejemplo:

Comprobamos que el trinomio 144a*— 168a + 49 sea cuadrado perfecto y
en caso afirmativo factorizamos.

Solucion
Paso 1. El trinomio 144a*— 168a + 49 ya aparece ordenado.
Paso 2. Las raices cuadradas del primer y tercer término son
12ay7.
Paso 3. 2(12a - 7) = 2(12 - 7a) = 168a, el cual coincide con el segundo
término del trinomio, sin considerar el signo.
Paso 4. Escribimos el cuadrado de la diferencia, es decir: (12a — 7)?
Resultado
144a*— 168a + 49 = (12a — 7)?

Ejemplo:
1
Factorizar el trinomio y% — y + 7

Solucion

V2 f e
- [0
Se extrae la raiz
cuadrada l i
>_ El signo del
=y 1 segundo término
"2
Comprobado: \‘
2ab

El resultado es:

Ejercicio resuelto

Para el trinomio
4a° — 12a3b® + 9h°®
manipulamos  algebraicamente
el primer y tercer término, con el
fin de encontrar los cuadrados
perfectos de estos:
4a® es el cuadrado de 2a®
\/4? = 24
9b° es el cuadrado de 3b3
Jobe = 3p3
Verificamos el término del medio:
-12ab® es el doble del producto
de 2a®y —3b*:
[2-2a%(—3b*)]=—12ab?
Aplicamos la férmula:
4a°— 12a3 b*+ 9b°=
(2a3—3b3)?

No olvidemos que...

— Producto de potencias de la
misma base:
am . an — am +n
— Cociente de potencias de la

misma base:
am
—=aq
an
— Potencia de una potencia:
(am)n =qmn
— Potencia de un producto:
(ab)"=a"- b"

— Potencia de un cociente:
n

a\" a
G =&
— Exponente cero:

a’=1 (para cualquier a # 0)
— Exponente negativo:

m-—-n

—_ 1 g
a™" = —, para cualquier a # 0
a

S 1\*
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 1
El trinomio 7a* + 11a — 12
tiene como primer término a 7a*
y como tercer término a - 12.
Buscamos dos numeros que
multiplicados den -12 y sumados
den 11.
Estos numeros son 12y -1,
pues 12 —1=11y12(-1)=-12
Segun el procedimiento, se
forman los binomios:
(z+12)(z—-1)
Cuyo producto es igual a
7a% + 11a - 12.
Verificacion:
(z+12)(z—-1)
=zz—2z+12z—12
=z24+11z—12
Asi, el resultado es:
7a24+11la—12=(z+ 12)(z— 1)

Ejercicio 2
Para el siguiente trinomio:
(2a+3)2—3(2a+3)—28
utilizamos un cambio de variable:
y=2a+3
y con esto:
(2a+3)?—3(2a + 3) — 28
=y?— 3y — 28

El trinomio y*— 3y — 28 satisface
—28=-74;-7+4=-3
Factorizando:
y:=3y—-28=(y -7y +4)
Devolviendo la variable original, el
resultado es:
(2a+3)2—3(2a + 3) — 28

=2(a—2)2a+7)

b) Trinomio de la forma x*+ bx + ¢

Considere el siguiente producto:
x+m)(x+n)=x*+(Mm+n)x+mn
El trinomio x?+ bx + c se descompone en factores (x+m)(x+n), donde
b=(m+n) y c=mn.
Ejemplo:

Factorizamos el trinomio a?+ 22a — 48

— Se escriben dos binomios cuyo primer término debe ser “a”, pues debe
haber un término cuadratico con coeficiente uno:

=@ Ja )
- Luego, se anota el signo del coeficiente del segundo término, en el primer
factor:
=(a+ )@ )

- El signo del segundo factor se determina multiplicando el signo del
coeficiente del segundo término del trinomio por el signo del coeficiente
del tercer término del trinomio:

=(a+ )a- )

— Si los signos después de cada x son iguales, se buscan dos numeros
cuya suma sea igual al coeficiente del segundo término y cuyo producto
sea el valor del tercer término del trinomio:

=(a+ )H(@a- )

- Si los signos después de cada x son distintos, se buscan dos numeros
cuya diferencia sea igual al coeficiente del segundo término y cuyo
producto sea igual al coeficiente del tercer término del trinomio. El nUmero
mayor va al segundo término del primer factor y el nimero menor va al
segundo término del segundo factor.

=(a+24)(a—2)
Resultado
El trinomio factorizado es a*+ 22a — 48 = (a + 24)(a — 2)

Ejemplo:

Factorizamos el trinomio x4 5x + 6
Solucién
(x )
(x+ )(x ) Signodeb5
(x + )(x + ) Signo de 2 por el signo de 6: (+)-(+)=(+)
(x + 3)(x + 2) Dos numeros que multiplicados dan 6 y sumados den 5
Resultado
X*+5x+6=((x+3)(x+2)
Ejemplo:

Factorizamos el trinomio y?>— 14x — 15
Solucion
o o)
(y— )(y ) Signode —14
(y — )(y + ) Signo de —14 por el signo de —15: (—)-(—)=(+)
(y — 15)(+1) Dos numeros que multiplicados dan -15 y sumados den —14
Resultado
y2i—14x—-15=(y - 15 +1)

Ejemplo:

Factorizamos 5 + 4x3" — xo"

Solucién

Manipulando algebraicamente 5+4x3"—x" = —(x" —4x%" — 5)

Por propiedades de exponentes: — (x® — 4x*"— 5) = —[(x*" )2 — 4x°"— 5]
Como —5 = —5-1y —5+1=—4, factorizamos.

Resultado

S5+4x% — xtn = — (13" = 5)(x*+ 1)
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c) Trinomio de la forma ax®>+ bx + ¢

Para un trinomio escrito como ax? + bx + ¢ con a#1, amplificamos la
expresion por a, es decir:

a(ax?+bx+c) a*x?+ abx + ac

a a

ax?+bx+c =

B (ax)? + b(ax) + ac
a

Haciendo el cambio de variable y = ax:
y2+ by + ac
a

ax?>+bx+c=

Obtenemos un trinomio al que podemos aplicar cualquiera de los dos
métodos de factorizacién anteriores.

Ejemplo:

Factorizamos el trinomio 6x?+ 11x + 3
Solucion
Amplificamos el trinomio por a = 6:

627 + 11x + 3 6 (6x%+ 11x + 3)
x x =

Buscamos el cambio de variable adecuado:
6-(6x2+11x+3) (6x)2+11-(6x) +6-3
6 - 6
En este ejemplo, y = 6x y reemplazamos:
6-(6x%+11x + 3) _(6x)2+11-(6x) +6-3
6 6

Factorizando el denominador, obtenemos:
y2+11y+18_ (y+2)(y+9)_ (6x+2)(6x+9)_ 2-33x+ 1D(2x +3)

6 6 6 6
= (3x+1)(2x + 3)

Resultado
6x*+ 11x+3=Bx+1)(2x+ 3)
Ejemplo:
E fact S + !
xpresar en factores X ¥ ts

Solucion

H , 3 7 1
Aplicando factor comun: gxz - X +=

_ 1 2 _
5—10(6x 7+2)

Amplificando el trinomio: %xz - f—ox + % = 11—0 (6x2 —7x + 2)

Identificando la variable a cambiar:

1 (6(63(2 - 7x + 2)> _ i((6x) Z—7(6x) + 12)

10 6 ~ 10 6

Hacemos el cambio de variable 6x = y, luego factorizamos y volvemos
con la variable original:

Ly =Ty +12\ _1(G=-3)¢-9H\_1( (@x-DGx-2)
E( 6 >_E< 6 )‘ﬁ ' ( 6 )

1 1
a=x?——x+=-= E(Zx - 1DBx—-2)

Recuerda...

Amplificar una expresion
algebraica, es multiplicar la misma
por la unidad, convenientemente
escrita. Decimos que a esta
amplificada por ¢ # 0, si

ac

c
a-l=a-—=—
c c

Mas ejercicios...

Factorizamos:
3x*+ 11x— 4
Solucién
Amplificando el trinomio por 3 # 0:
3x*+ 11lx— 4 =
3(3x2 + 11(3x) — 12)
3
_ (3% 2+ 11(3x) — 12
- 3
Hacemos un cambio de variable:
3x=y

y reemplazando en el trinomio del
denominador, factorizamos:
V2+1ly—-12=(y+12)(y — 1)
Regresando a la variable original:
(y+12)(y — 1) = (3x+12)(3x—1)
De modo que, aplicando factor
comun:
(y+12)(y—1) = 3(x+4)(3x—1)
Por tanto
3x%+ 1lx — 4=
_3(x+4)Bx—-1)
B 3
=x+4)Bx—-1)

El cambio de variable es una
técnica matematica muy util
que se emplea para simplificar
expresiones, resolver ecuaciones
o transformar problemas en otros
equivalentes, pero mas faciles de
manejar.
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Mas ejercicios...

Usando el método aspa factorizar:
e 6x*—13xy+ 5y

Solucion
6x2 —13xy +5i2
3x —5y = —10xy
2x —y = —3xy
I
(=10 - 3)xy = —13xy
Resultado

6x*—13xy +5y*= (3x—5y)(2x—y)

o 8x?—2xy— 3y’
Solucién

8x2 —2xy —3y?

1

4x —3y = —6xy
2x y = 4xy
I

(=6 +4)xy = —2xy

Resultado
8x?—2xy—3y?= (4x—3y)(2x+y)

En el trinomio escrito de forma
general:

nx® + pxy + qy*
Si n, ¢ son numeros enteros,
es conveniente buscar su
descomposicion en  factores
primos y probar con todas las
posibles combinaciones.
Ejemplo:

X2 +7x +12

1 6 =6
P

(6 + 2)x = 8x # 7x

Esto no implica que el trinomio no
pueda ser factorizado.

d) Aspa simple

El método del aspa permite factorizar trinomios de la forma.
nx* + pxy + qy*
para el cual se aplica el siguiente procedimiento:
1). Ordenamos el trinomio respecto a cualquier variable
2). Se descomponen los términos de los extremos y se acomodan en el
arreglo siguiente:

nx* + pxy + qy*

U U

ax bx

cx dx

3). El arreglo encima cumple las siguientes condiciones:
nx*= ac-cx; qy*= by-dy
es decir, tanto ac-cx como by-dy son factores de nx?y qy?, respectivamente.
4). Ubicados los factores de los extremos, se verifica que la suma del
producto de diagonales determine el término central del trinomio. En
caso de no cumplir la condicion, se buscan otros factores o se cambi-
an de posicién los mismos.

nx* + pxy + qy*

. 1

ax by = cx - by
cx dy = ax - dy

(ad + bc)xy = pxy

5). Una vez cumplidas estas condiciones, la factorizacién del trinomio
sera el acomodar los factores de nx? y qy? de la siguiente manera:

nx? + pxy + qy? = (ax + by)(cx + dy)

ax ———»by

cx —»dy

Ejemplo:
Factorizamos el trinomio 3x*+ 19xy + 20y?
Solucién

3x% +19xy + 20y?

3x 4y =x-4y

x 5y =3x -5y

(3:5+4 -1)xy =19xy

Resultado

La factorizacion del trinomio es: 3x?+ 19xy + 20y*= (3x + 4y)(x + 5y)
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2. Trinomio por adicion y sustracciéon

Este método completa una expresiéon a trinomio cuadrado perfecto.

Consiste en sumar y restar una misma cantidad con
la intencion de formar una diferencia de cuadrados.
Ejemplo:

Encontrar los factores x>+ 6x — 7

Solucién

Observamos que para completar el cuadrado perfecto necesitamos
sumar y restar 9 (la mitad del coeficiente de x elevado al cuadrado).
XX+ 6x—7=x*+6x—7+9-9

Agrupamos y asociamos términos
X*+6x—74+9-9=0*+6x+9)—7—-9=(x*+6x+9)—16
Factorizamos el trinomio de los paréntesis:
(*+6x+9)—16=(x+3)*—16
Factorizamos utilizando diferencia de cuadrados
(x+3)2—16=[(x+3) +4][(x+ 3) — 4]
Simplificamos
[(x+3)+4][(x+3)—4]=(x+7)(x—-1)

Resultado
Por lo tanto, la factorizacion del trinomio x?+ 6x — 7 es (x+7)(x—1).

Ejercicio resuelto

Andrés le pide ayuda a Julio
factorizar la expresion algebraica:
81x?— 11x + 121

Solucion

Observamos que el primer y tercer
término son cuadrados perfectos
de 9x y 11, respectivamente.
Luego
2:(9%)-11=198 - x # 11x
Entonces

198x — 11x = 187x

Luego, sumamos y restamos
187x al trinomio:
81x?—11x+121=

81x?— 11x + 121 — 187x + 187«
= (81x*—198x + 121) + 187x

= (9x —11)*+ 187x

Finalmente:
81x?—11x + 121 =

=[(9x —11) —V187x] -
[(9x — 11) + V187x]

cuando x = 0.

La factorizacion de trinomios no es solo un tema de las matematicas
escolares; es una herramienta poderosa que nos permite comprender
y resolver problemas complejos en diversos ambitos de nuestra vida. Al
desarrollar habilidades en factorizacion, estamos desarrollando habilidades
de pensamiento critico y resolucién de problemas que nos seran utiles a lo
largo de nuestra vida.

Como mencionamos en la practica, con el ejemplo del chocolate, la
factorizacion puede ayudar a dividir alimentos en porciones iguales. Esto es
util no solo en la cocina, también en situaciones mas inverosimiles como en
la planificacién de eventos y catering, donde es importante repartir alimentos
de manera equitativa.

Estudiar la factorizacion de trinomios desarrolla habilidades de pensamiento
critico y resolucion de problemas, y es un paso fundamental para entrar en
la generalizacion de polinomios. Estas habilidades son valiosas en cualquier
campo y en la vida diaria, ya que nos permiten abordar problemas complejos
de manera légica y estructurada.

‘VALORACION

La factorizacion de trinomios es una herramienta matematica versatil que

tiene aplicaciones en una amplia gama de campos:

- Elaboramos un mapa mental de la factorizacion de trinomios y todos sus
casos. Socializa esta informacién en clases, mediante una exposicion.

- Elaboramos un ensayo sobre las aplicaciones de la factorizacion de
trinomios.

4 ",
e
i a DI

Fuente: Yandex, 2024
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

ECUACIONES APLICADAS AL CONTEXTO Y
LA TECNOLOGIA

Términos semejantes y su relaciéon con la Operaciones con expresiones algebraicas

produccion Suma y resta de polinomios
1) 3x — 2y —5x+7y 1) @x +3) + (Gx — 2)
2) 4a+2b—a+ 3b 2) (4y* — 3y + 1)con (2y* + 5y — 3)
3 Sm-3n+2Zm-n 3) (3a*b — ab® + 2)con (a®h + 4ab® — 1)
4) 6x%+ 3xy — 2x% + 5xy Suma:
5) 2a3b% —a?b® + 3a3b?
6) 5a?b—2ab? + a? 1) (%x + %y) con (Zx B %y)
7)  (x%y — 3xy?) + (5x2y + xy?) 2) (0.5x%y + 0.2xy*) con (0.3x*y - 0.7xy?)
8) (7a°h* — 2ab®) — (3a®h* + 4ab®) 3) V2x ++3yconV8x —V12
9) 3x%’z + 2xyz® - x’y’z + 5xyz’ 4) mwa® + 2mab con wb* — mab
10) 4x’y — 2xyz + 3y’z 5) e? + 2e?—xcon3e? —e?—x

11) (2x%y% — 3xy® + 4x°%y) + (x*? + 2xy® — x°y)
12) (5a*b*c — 3abc®) — (2a*b*c + abc?)

6) De 4a*— 10a® — a®? — 3a, resta 8a? — 5a + 7

7)) (Bx® — 2x* +5x — 1) — (x* + 4x* — 2x + 3)
1 1 3 1
V) gx Ay A gy 8) (Y -3+t —y) - @ +Y -+ 3y)
2, 1 0, 1, 1
14) Sa’h —-ab® +-a’h ——ab 9) De%x3—%x2+§x— 1, resta%x3+§x2—%x + 2

92 2 _ .2 2 . .
15) —2x°y + 3xy® — 5x°y + 2xy Producto de polinomios

1 1 3
16) —3x%y +oxy" — oty 1) (x+ 2 + 3)
17) Zx +%x —%x 2) y-DHy +4)
18) 0.7a + 1.2a — 0.5a 3) (Ba + 5)(2a - 3)

4) (4a®c—7a’b - 2c)(—3ac*
19) —§m+§n —%m+§n ) (ta%c—7a €)(=3ac™)

20) V2x%y —+3xy? +V8x%y +V12xy?
21) (0.6a®*h* — 0.2ab®) — (0.4ab* + 0.8ab®)
22) (V2x*y?z +3xyz?) — (V20x*y?z + V8xyz?)

5) (x> + 2x — 1)(x — 3)

6) (2a* — 3ab + b*)(a + 2b)
7) (3m — 2n)(2m* + mn — n?)
23) Spqr? — 3p*qr + 2pqr? + Spiqr 8) (x+y+Dx—-y—-2)

24) —3a™*S 4 10x™*2 4 2a™*5 — 3x™*2 — ggm+s  9) (2a* + 3ab — b*)(a® — 2ab + b?)

1 2 10) (x* + 2x* — x + D(x* — x + 3)
25) 0.5x — 2.5y + 0.4x i 4

26) —3x%+2y? —7+10x2 — 12y? + 15 M) (Gx +3)4x - 2)
12) (0.5a> + 0.25ab)(2a - 0.4b)
13) (V2x +V2)(V2x —/3)
14) (x2 + 2xH)(*® — 3x)
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®
Divisiéon
" gx 12 p20 8) 3ut+2u+3u-6 15) x? —4x —12 22) 10x2 y+5x y?
4x*p10 uZ4+u-2 x+2 5xy
3 5,18 2 3 _er— 4 3 2
2) a®+3a 9) 7a°y 16) t"—6t-2 23) 5x*+15x°+25x°+10
a 42x3 y10 t-3 S
2 10,8
3) 3x“—6x+9 10) 8c2d—20c3 17) 49y "z 24) -1729a18y?
x—2 302 722 1729y2q18
9r3 +27x% +18x +54 x? +5xy +6y2 x*+3x° —x? 4xy% +8xy+12y
2 17) X5 +6y° 18) 22— 25)
3x+6 x+2y X 2y
18, 2 2 -
5) —7a""y 12) 6v* +430v2% —4 19) x“+3x—18 26) 8x3 +16 X% +24x +32
4253 y10 T2vZ-2+v *¥3 ats
3 2
6) 15z +3z 917460 r6_1
z2 13) 2 59 20)
17r#s r+1
3 2
5z°—-20z“+25z c*-16 144 x7 8
7 14) gq) 1MAXIXG
5z c—-4 —12(x1 x5 )2

27) Observe el siguiente plano de distribuciéon de una casa, la cual se proyecta en un terreno rectangular:

— 5x+ 2 — 3x—1 p— 5x 4+ 2 —

Bano
3x+1

3x+ 2 Recamara |r-h Recamara
: x+1
X E

Sala Estancia Comedor 4x + 3
5x—3
HERRE Cocina 3x — 1
2x—1 Corredor
F—— 6x+1 -1 —  5x+3 —

De acuerdo con la informacién del grafico, calcula la superficie que se cubrira en la construccion, excepto en la
correspondiente al corredor.
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1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)

1)

2)

3)

(a +b)?
(m+1(m-1)
@p+7)(2p=T7)
(x-y)?
(h +4)?

(3a +4b+5¢)?
(m+n)(m—n)
(b-0o?

(6x + 5)?
(r+3)-3)

(2m +3)?2

(7c — 2d)(7c + 2d)
(2a + 5)?
(z+5)(z-5)

(4y +3)(4y = 3)

2x2+8x +8
2x +4

PRODUCTOS NOTABLES
16) (x — 4)?

17) (a —b)?

18) (5u + 6v)?

19) (c+d)?

20) (3x—1)(3x +1)
21) (2k —3)(2k +3)
22) Gy -2)?

23) (y-06)?

24) (a+3b —2c)?

25) (u+1Du-1)

26) (z+w)?

27) (3x—4y)(3x + 4y)
28) (k+7)?

29) (p+29)(p - 29)
30) (Gp+7q)*

COCIENTES NOTABLES

a3—8

4) a—2

100 x% —4x?% y?
5) 2 2
30x2—6x2y
5p?% —25

p—>5

6)

31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)

39)

7)

8)

9)

(@+b+0)?

(3a + 2b)*

(6m — 2n)(6m + 2n)
(2x + 3y)(2x — 3y)
(4x —y)?

(2t +5)2

(q—p)?

(5m + 3n)(5m — 3n)

(Bh +4)?

3b% +9b% +9b
3b+3

g4 p8n _ 8n 4n

aan4n +C4nd2n

rt—1

r2-1

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UN INCOGNITA

Resuelve las siguientes ecuaciones

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

9)

2x +5 =15
2 +5)—-3x—-2) =7
2a—3(b+2)+4c=0b

x—3=7
2x-7=32x+42
5 2

8b—5(2c—-3)=-6

5x =20

6(x +4) —2(x—1) =5(+3)

2x+3 =2x+5

10) x+6 =12

19) =38

1) 3w+5—-7w —9w — 11w + 13 =16 — 8w 20) 0.75x + 2.3 =15-1.2

12) 6b+4=06b+7

13) 3x —4 =11

14) 10x —8+4+3x — 7+ x = 20x — 10 — 6x

15) 9s—3=9s5s+4

16) 7x —35 =0

17) 32x —4) —-5x +1)=2(x—-3)+6

18) 23v+08=1.7v+1.9

21) 4x +9 =25

3x+4 2x -1

2 3

22) =5
23) 52y +1.4=2.7y+3.9
24) x—5=10

25) 6x = 18

R
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Factoriza las siguientes expresiones

1) a3b? - 2a%b

2) 9k3m — 3k*m?

3) 14x%y? —28x3 + 56x*
4) 4p®-8p’*q+12pq*

5) 9a°bh — 12a%h® + 15ab? — 18a°b*

Factorizacion de binomios

1) 16a? —9b?
2) 8x3-27y3
3) 27x3+ 64y3
4) 25x2 — 49y?

5) 125a® - 64b3

Factorizacion de trinomios

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

8)

9)

Ix—y)+12(x —y)(x —y) +4x —y)?
m?—-5m+6

x%+ 11x + 30
9(a?+2a+1)2-12(a*+2a+1) +4
z2+3z-18

2m? + 13m + 20
z* + y? 272 +i

y 16
n?+ 8n + 16

6z%2 + 17z + 10

10) 144x*a* — 24x2%a3 + a?

11) p?2—9p + 14

12) 8p? +20p + 12

FACTORIZACION

6)
7)
8)

9)

10)

6)
7)
8)

9)

2mn + 4mp + 3n + 6p

18x° + 30x*

5x% — 10x3 + 15x?

3xy—6y+2y—4

10mn? + 15m?n

8a® + 125h3

81p? — 36q2

27m3 —8nd

1+ 6423

10) 49m? — 64n?

13)
14)
15)
16)

17)

18)
19)
20)
21)
22)

23)

24)

x?—4x + 4
r?+5r — 24
9r? +21r + 10
p? —6pq +9q°
k? + 4k —21
x2+§x+§

9r? —12rs + 4s?
b? —2b— 15

2, 4 2
m*+-m—-
5 5

4m? + 12mn + 9n?

2x%+5x +3

3 1
2x* +x —-
2 2

11)
12)
13)
14)

15)

®

4x* — 8x3 + 12x?
9k? — 3kl + 6km — 2lm
25b% 4+ 35b* — 45b°

3ax + 6ay + 2bx + 4by

pq —pr +qs —rs

11) 64p3 -1

12) 343m3 + 27n®

13) 1007 —1

14) 125r3% — 8s3

15) 8x3 +27y3

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

25a% — 30ab + 9b?
32 —-7a+2
2 45,1
6y +2y+2
x% 4+ 7x + 12

4m? + 8m — 12

522 +2z7—=

3 3
a?—4a—12
5y2 —9y + 4

r24lp -2
8 4
2
y“+2y—8
6z% + 11z — 10

w?+ 4w + 2
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LA REGLA DE RUFFINI

La factorizacion se realiza en el conjunto de las expresiones algebraicas
racionales enteras respecto a la variable y respecto a los coeficientes en el
conjunto de los numeros racionales, aunque en este Ultimo caso puede existir
alguna reconsideracion en abandonar el conjunto racional (Q).

El nimero de factores primos de un polinomio se obtienen contando el
numero de factores basales, es decir los factores que se encuentren como
base de una potencia y que contengan a la variable, es asi que un polinomio
factorizado presenta una cantidad determinada de factores algebraicos, es
decir expresiones que lo dividen en forma exacta en el cual no se considera a
ninguna constante.

El establecimiento de venta de alimentos y bebidas “Akaena” tiene la siguiente
funcion de costos C(x) en funcion de la cantidad de productos (x):
Clx)=x*—6x>+11x+6

Para minimizar los costos, necesitamos encontrar los puntos criticos de esta
funcién, es decir, los valores de x para los cuales la cantidad de productos de
C(x) con respecto a (x) es cero. Estos puntos criticos son importantes para
entender como los costos estan en funcion de la cantidad de platos producidos
(cantidad de productos) y asi ajustar su produccion para minimizar los costos.

Respondemos a las siguientes preguntas:

¢, Consideras que la regla de Ruffini es util en el diario vivir? ;Por qué?

¢, Qué relacion existe entre la regla de Ruffini y la resolucion de ecuaciones polinomiales?

¢ Existe aplicaciones de la regla de Ruffini en la programacién, economia, la ingenieria y la medicina?

Actividad

TEORIA

1. El método de Ruffini

O,

Es un método abreviado para
dividir polinomios, que simplifica
el proceso en comparacion
con la divisién larga. Se utiliza
principalmente cuando se divide
un polinomio por un binomio de
la forma x—c, donde c es una
constante.

La diferencia entre ambas es que
la regla de Ruffini se utiliza para
factorizar polinomios (el cual
podria requerir el uso sucesivo de
la division sintética), mientras que
la otra se utiliza para encontrar el
cociente y residuo sin utilizar la
divisién larga.

Ejemplo:
Dividir 2x3*—3x?4+5x—7 entre x — 2
2 -3 5 -7
2 i 4 2 14
2 1 7

~2x3—3x*+5x—7
=N (6=2) (2x2Ex 7D 7

Este método consiste en aplicar la division sintética o propiedad de la
divisibilidad entre polinomio.

Si para un polinomio P(x) de grado n existe un a € R tal que P(a)=0 entonces
un factor de P(x) sera el binomio (x—a).

Existen polinomios que no tienen raices reales. El ejemplo mas tipico es el
polinomio x?41, el cual no tiene raices reales, luego es irreducible sobre los
numeros reales, es decir, no se puede factorizar.

2. Aplicacion del método de Ruffini para factorizar polinomios

Al utilizar la regla de Ruffini para factorizar un polinomio, debe estar completo
(esto no representa problema alguno, pues se pueden completar con ceros
a aquellos grados intermedios que no aparecen en el polinomio).

Ejemplo:

X*+1=x*+0x3+0x*4+0x+1
1). Se debe ordenar el polinomio a factorizar decrecientemente, en forma
descendente, y si falta algun término se deja un espacio, comprendien-
do que el coeficiente del término que falta es cero, se hace esto para
que el polinomio se escriba completo.

2). Hay que precisar que el polinomio deba tener término independiente y
si no lo tiene se debe extraer el factor comun hasta obtener el término
independiente.

Ejemplo:

x°+ 3x*+ x = x(x*+ 3x + 1). Se debe aplicar laregla a x*+ 3x + 1.
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3). Acomodar los coeficientes del polinomio en una tabla.

®

4). Anotar un divisor del término independiente en la esquina inferior izquierda, bajar el primer coeficiente del
polinomio. Se anota el producto de estos dos debajo del segundo coeficiente del polinomio, se suma (o resta)
en vertical, se procede de la misma forma: multiplicando y sumando en vertical, hasta obtener cero “0” en la
ultima suma vertical, considerando que, si no resulta cero, se puede reiniciar el proceso anotando otro divisor
del término independiente del polinomio. Nota: La manera mas facil de seleccionar el divisor adecuado es
reemplazando éste en el polinomio original, en lugar de la variable principal, si resulta cero, es el adecuado.

5). Ya con el primer divisor, que conformara luego el primer factor, se repite el procedimiento con los nuevos
coeficientes hasta dejar un solo coeficiente.

Ejemplo:

Factorizar —6—3x?*+x*+11x—3x3

Solucion

1). Ordenamos el polinomio de manera descendente:

P(x)=x'"-3x*-3x>+11x—6

2). Identificamos al término independiente a = 6

3). Formamos una tabla con los coeficientes del polinomio, trazamos dos

lineas perpendiculares:

4). Escribimos uno de los
divisores del término
independiente a la
izquierda de la linea
vertical.

El teorema del factor
ayuda en la eleccion
del divisor del término
independiente que  es
factor de p(x):
p(1)=
14—3-13-3-12411-1-6=0
p(=2)=0
p(3)=0
Mientras que p(—1),p(2),
p(=3),p(6)y p(=6) son no
nulos.
Por tanto, los divisores de
-6 adecuados son 1,-2,3.

Resultado

11

Teorema del factor

Es un resultado algebraico, el
cual indica que si p(x) es un
polinomio, entonces un nimero a
es una raiz de ese polinomio (es
decir,p(a)=0) si y solo si (x—a) es
un factor de p(x)), en simbolos:

p(@) =0 = p(x)=(x—a)q(x)

donde q(x) es otro polinomio de
grado menor que p(x)

3

(R

Divisores del término

independiente.

El resultado de la factorizacion por el método de Ruffini es:
P(x)=x*—3x3-3x>4+11x—6 = (x—1)* (x+2)(x—3)

'g x es igual a:
o —
E 1) x=8
k3] 2) x=3
<

3) x=12

x=-1
x=1—3
x=-12

7)
8)

1). Se bajael 1° coeficiente,
se multiplica el divisor
1 por el 1° coeficiente,
el resultado se escribe
en la siguiente columna
para sumar en vertical.
Repetimos el proceso
hasta simplificar los
coeficientes. El divisor
que se escoja debe ser
un numero que haga
que al final nos dé resto
cero.

Como nos queda
un solo coeficiente;
entonces, hemos

terminado de factorizar.

Para el polinomio s(x) = x”—3x%+5x°—7x*+9x3—11x*+13x—15, encontramos los valores de s(x), cuando

x=1

xX=6
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Ejemplo:

Paolo Ruffini

Matematico, filésofo y médico italiano
(1765 - 1822)

Factorizar el polinomio Q(x)=x"—3x*—4x3+12x*+4x—12
1). El polinomio Q(x) ya esta ordenado en forma descendente.

2). Los divisores de 12 son +1,+2,+3,+4,+6,+12

3). Procedemos a dibujar una tabla, acomodando los coeficientes del
polinomio (incluidos aquellos grados que no aparecen, completarlos
con ceros). La tabla se dibuja asi:

1 -3 -4 12 4 -12
x=3) ? \13 0 12 o0 12
; es factor .@vq’ .
Fuente: OpenAl, 2024 por\\’ 1 / 0 -4 0 4 0 /

Por tanto, el polinomio Q(x) tendra un factor Q(x)=(x—3)-P(x) donde P(x) = x"—4x*+4.

Efectuamos un cambio de variable en P(x): x?=y. Luego P(x) se transforma en P'(y) = y*—4y+4.

Es posible utilizar de nuevo la regla de Ruffini:

- El polinomio P'(y) ya esta ordenado en forma descendente.

- Los divisores de 4 son +1,+2,+4

- Procedemos a dibujar una tabla, acomodando los coeficientes del polinomio (incluidos aquellos grados que
no aparecen, completarlos con ceros). La tabla se dibuja asi:

Aunque la regla de Ruffini es

aplicable a cualquier polinomio (y —2)es factor < 2\ \ﬂ2 -4
de con coeficientes enteros, \ \o,ﬁ
es recomendable su uso para por > 1 -2 0 ~/

polinomios de grado mayor o
igual a 3, pues para binomios y

trinomios de grado 2 ya tenemos -2 esfactor < 2 2
muchas técnicas de factorizacion
que son mas eficientes. 1 0 ,/

La factorizacién del polinomio P’ (y) es P’ (y) = (y—2)(y—2)=(y—2)?2. Retornando a nuestra variable original x:
Q) = (x=3) (y=2)*= (x=3) (x*— 2)*

Por tanto, la factorizacion de Q(x) empleando la regla de Ruffini es:

Q()=(x=3) (x*— 2)*

Nota: Una factorizacién mas completa de Q(x) es

Q) = (x - )(x +v2) (x = V2)’
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Ejemplo: . s s
jemp Dato historico

Factorizar el siguiente polinomio, solamente por el método de Ruffini: . . .
R(a) = a*—2a°+a*+2a’—a’—2a+1 Fue Niels Henrik Abel quien
Solucién El polinomio R(a) ya aparece ordenado decrecientemente, por finalmente — demostr6 que las
tanto ordenamos sus coeficientes en una tabla, similar a los ejemplos ecuaciones de quinto grado
(quinticas) no pueden  ser

anteriores: .

resueltas por radicales en el caso
general, un resultado clave en la

1 -2 1 2 -1 =2 1 historia del algebra.
Sin  embargo, Paolo Ruffini
-1 fue el primero en hacer un
o intento serio de demostrar esta
\ / imposibilidad. En 1799, Ruffini
> 1 -1 0 2 1 -1 10 o/ publicé un trabajo en el que
afirmaba haber demostrado que
-1 -1 2 2 0 1 las ecuaciones de grado 5 no
podian resolverse por radicales,
pero su demostracion no era
1 -2 2 0 1 -2 completamente rigurosa y fue
criticada por sus contemporaneos.

La factorizacion por Ruffini, primero busca los divisores enteros de 1, que son —1 y 1. El diagrama encima
concluye que (x — 1) es un factor de R(a), luego escribimos
R(a)=(a—1)(a*—a*+2a*+a—-1)
Ahora, sea S(a) = a*—a*+2a*+a—1 el cual verificamos si es posible factorizar por Ruffini, sabiendo que los
divisores enteros de su término independiente son -1y 1.
S(-1) =(-D5—(-D*+2(-1)*+ (-1 -1=(-1)-1+2-1-1=-1
S(H=1°—1*4+212+1-1=2

Segun las tablas, también se comprueba que con estos dos valores, no podemos tener factores del polinomio S
que los contengan:

1 -2 1 2 -1 -2 1 1 -2 1 2 -1 -2 1
1 1 -1 0 2 1 -1 1 l 1 1 0 2 1 -1
\ ha \ ha
»1/ 1 0 2 1 -1]o|/ »1/ 10 2 1 |0y
-1 -1 2 -2 0 -1 1 l 1 0 0 2 3
1 -2 2 0 1 —2%0 1 o o 2 3

Por tanto, la factorizacion, segun el enunciado es:

R(a) = (a—1)(a®>—a*+2a*+a—1)

Determinamos los factores de los siguientes polinomios aplicando el método de Ruffini. En caso
de que el método no resulte, justificamos por qué evaluando todos los divisores del término
independiente:

©
§ 1) pa) =a®—-4a®+5a -2 6) u()=r*+3f—-5f2+7f—-9
2 2) s(d)=d®-5d*+6d—2 7) v(x) =x3—-3x%—4x+12
< 3) qb) =2b*—3b3—5b>+9 -6 8) w(g) =4g*-6g°+99°—39+8
4) t(e) =3e® —7e* +2e +4 9) z(k) = 2k® — 3k* + 5k® — 7k?* + 9k — 11

5) 1r(c) =c®—4c*+7c®—6c?+5c—2
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3. Factorizacion (Miscelanea)

La factorizacion de polinomios puede implicar la combinacion de varios métodos para llegar a una expresion
completamente factorizada. Algunos casos comunes de factorizacion que combinan diferentes técnicas incluyen:
Factorizacion por agrupacion y luego por factor comun:

Ejemplo:
Factorizar 3xa+2y+2a+3xy
Solucién
3xa+2y+2a+3xy = 3xa+3xy+2a+2y Por propiedad asociativa
= 3x(a+y)+2(a+y) Por factor comun
= (a+y)(3x+2) Otra vez, factor comun
Resultado

3xa+2y+2a+3xy = (a+y)(3x+2)

a) Factorizacion por factor comun y trinomio de la forma x>+ bx + c:

Ejemplo:
Factorizamos x*—11x34+30x?
Solucién
x'=11x3430x% = x* (x*—11x+30) Aplicando factor comun
=x*(x—6)(x—5) El trinomio satisface (—6)(—5) =30y -6 -5 =—11
Resultado

x*—11x34+30x? =x? (x — 6)(x — 5)
b) Factorizacién por diferencia de cuadrados y factor comun

Ejemplo:
Factorizamos 49x* — 4(x*— 3x)?
Solucién

Es conveniente expresar todos los términos en su forma cuadratica, para asi poder aplicar diferencia de cuadrados.

49x" — 4(x* — 3x)*= 7*(x*)* — 2*(x* — 3x)? expresamos como un cuadrado perfecto
= (7x*)*— (2(x*— 3x))? propiedades de exponentes
= [7x%=2(x*— 3x)][7x*+ 2(x*— 3x)] diferencia de cuadrados
= (7x*—= 2x*+ 6x)(7x*+ 2x*— 6x) propiedad distributiva
= (5x%+ 6x)(9x*— 6x)
=3x*(5x+ 6)(3x — 2) factorizando términos semejantes
Resultado

49x* — 4(x*— 3x)>=3x* (5x+ 6)(3x — 2)

c) Factorizaciéon por cambio de variable y trinomio cuadrado perfecto

Ejemplo:
Encuentre la factorizacion de Ym2 —63m+9,b € R,b >0

Solucién
Um2—63m+9= 2%—63\/_+9 i byem b i
m m+9 = (m*) m propiedad (a?)¢= Ya? | para cualquier a,b,c € N
142 . . b\¢ b
=(m3) - 63/m+9 propiedad, para cualquier a,b,c € R,(a?)” = (a%)
— (3 2 _ g3 1
= (Ym)* —6vm +9 propiedad, para cualquier a,b,c €N, ac= /a

Haciendo el cambio de variable

Gm?-6¥m+9=u®>—-6u+9 Reemplazando la nueva variable u
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—6u+9
= u-3)(u-3)
= (u—3)*= (ifm —3)”

Resultado

VYm2 — 63/m +9 = (3/m — 3)2

La regla de Ruffini es una conocida herramienta del algebra a la cual
recurrimos en primer lugar factorizar polinomios. Aunque pueda parecer un
concepto abstracto y limitado a las aulas de matematica, sus aplicaciones
trascienden el ambito académico y tienen un impacto significativo en nuestra
vida diaria. Al factorizar un polinomio, lo descomponemos en componentes
mas simples, lo que facilita su analisis y manipulacion. Esto es particularmente
beneficioso cuando trabajamos con expresiones complicadas.

Podemos obtener informacion sobre los ceros de un polinomio (los valores
de x para los cuales se anula el polinomio), lo que nos permite analizar el
comportamiento de la funcion correspondiente. Esto es esencial en muchas
disciplinas, como la fisica, la ingenieria, entre otras.

Algunos ejemplos utiles incluyen:

Fisica: La factorizacion se utiliza para resolver ecuaciones de movimiento y
analizar el comportamiento de los sistemas fisicos.

Quimica: Los polinomios se utilizan en la quimica para representar
reacciones quimicas y calcular concentraciones de sustancias.
Algoritmos: En el disefio de algoritmos, se utiliza la factorizacion de
polinomios para resolver problemas de optimizacién y analisis de datos.
Criptografia: Algunos sistemas de cifrado requieren factorizacion de
numeros enteros grandes.

La regla de Ruffini es una herramienta util en matematica esencial que se
utiliza en una amplia gama de campos. Comprender los principios de la
factorizacién nos ayuda a desarrollar habilidades de pensamiento critico y
resolucién de problemas que nos seran utiles a lo largo de nuestra vida.

- Construimos el juego de la escalera de factorizacién y jugamos en clases.

- Creamos uno similar en nuestros cuadernos, alternando los ejercicios.

Z

Factorizamos el trinomio cuadrado perfecto

Regresando a la variable original

ALORACION

®

Fuente: OpenAli, 2024

' Z4PRODUCCION

36 35 34 33 32 31 30
LLEGADA [x* —2x2+1 x%-25 x® + 2> x24+x—42x*+x%>+1 3x3—x2
Ié +2x+1
19 20 21 722 23 25
3 _ L2
37— x \(;E([:)IIEESDELS x*+x2+1 x“+x—2| x?+4+x
TURNO
H &
18 17 16 15 14 13 12
R CEDE DOS
x%2—-125 x2+x—2 [x*+x2+1|/vECESEL W*+x2+41 x2-25
TURNO &
A
1 2 3 4 5 6 7 8 ’é%
3 2 CEDE UN
SALIDA | 1-y2 | x2+4+x-2| 3x3—x% |x3—7x+6] 1-y2 ’j_ 2-; i—xl x2+x | TURNO
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INTERPRETACION GEOMETRICA Y APLICACION DE LA FACTORIZACION

El concepto de la factorizacion relacionado con el reconocimiento de las H
figuras geométricas basicas (cuadrado y rectangulo), es util para factorizar 1
trinomios de segundo grado potenciando el sistema algebraico y el :
pensamiento variacional. V= P(x)
Factorizar el volumen de un cuerpo geométrico significa descomponer !
el polinomio que representa el volumen en un producto de factores mas s [~
simples.
Debido a que obtenemos el polinomio, que representa el volumen del V = 8x6+ 14x5 — 33x* — 33x3 + 34x2 + 10x
prisma, al desarrollar el producto, podemos afirmar que la factorizacion es la Factort ﬂ
actorizar

operacion inversa de la multiplicacion.
Podemos afirmar geométricamente que, al factorizar el volumen de un
prisma, podemos calcular sus lados: ancho, largo y alto. En cambio,

1
podemos decir que siempre se puede calcular el volumen de un prisma dada '
sus dimensiones mediante el proceso de multiplicacién. i dx +1
Respecto a la representacion visual del binomio de Newton propuesta por 14 :Ip(x)
Jhon Wallis y las representaciones que se pueden extraer de Euclides y las ,! _____ I——
sugerencias de Dienes, son las que permiten estructurar y hacer un recorrido 7 3 _ox
por las representaciones planas y tridimensionales de las factorizaciones. 222 4 3% — 5

V=xQ2x +5x-1Dx2-2)14x +1)

Analizamos y contestemos la siguiente pregunta:

- ¢ Como se aplicaria la factorizacion en tu diario vivir?,; Es posible?
Realizamos la siguiente tarea:

— Mencionamos 3 ejemplos del uso de la factorizaciéon con cuerpos geométricos.

1. Interpretacion geométrica

Actividad

La interpretacion geométrica de la factorizacion se refiere a la representacion visual de expresiones algebraicas
factorizadas en términos de formas geométricas. Esta interpretacion permite comprender mejor las relaciones entre
las variables y cdmo se relacionan con las propiedades de las figuras geométricas.

En esencia, la interpretacion geométrica de la factorizacion implica considerar las expresiones algebraicas
como areas o dimensiones de formas geométricas especificas. Al factorizar una expresion algebraica, se busca
descomponerla en factores mas simples, lo que puede corresponder a descomponer una figura geométrica en
partes mas manejables y faciles de entender.

Por ejemplo, la representacion grafica del factor comin monomio se puede hacer utilizando bloques rectangulares o
cuadrados que representen cada uno de los términos del polinomio, en funcién de las longitudes de su base, altura
y area dadas en metros, centimetros, etc, para luego identificar el término que es comun a todos los términos del

polinomio.
—2cm—] |— 7 cm 4|
25 cm?
YNonll 8 cm” >cm
Base: 2 cm Base: 5 cm Base: 7 cm
Altura: 4 cm Altura: 5 cm Altura: 3 cm

E Area: (2 cm)(4 cm) = 8 cm? Area: (5 cm)(5 cm) = 25 cm? Area: (7 cm)(3 cm) = 21 cm?
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Ejemplo:

Representar geométricamente la factorizacion de:
am+an+bm+bn=a(m+n)+b(m+n)=(_(a+b)(m+n)

b bm
. a b bm a4 m [ m
am + an + + a am

m n m n m n

La interpretacion grafica del factor comun y factor por agrupacién aplicado a am+an+bm+bn, es la descomposicion
en rectangulos mas pequeno el rectdngulo de lados a + b; m + n.

Completar el cuadrado es una técnica algebraica utilizada para convertir una expresion cuadratica en una forma
factorizada que permite resolver ecuaciones o simplificar la expresion, por ejemplo para factorizar el trinomio

a’+ 6a + 5, dividimos el coeficiente del segundo término entre dos y lo elevamos al cuadrado, en este caso
(6/2)*=9. Sumando y restando 9 al trinomio: a*+ 6a+5=a*+6a+5+9 — 9.

Asociando convenientemente, a?+ 6a + 5 = (a*+ 6a + 9) — 4 y factorizando por trinomio cuadrado perfecto, tenemos:
(a+3)—4=[(a+3)+2)[(a+3)—2] =(a+5)(a+ 1) por diferencia de cuadrados.

Geométricamente, la suma de las areas de los rectangulos y cuadrados, es la misma del rectangulo del lado derecho
de la igualdad:

(s+1)

— (@a+5)(a+1)

a a> + + s + 9 —_ 9 = (a+3)* -4

a a 1 (a+1)

2. Caja de polinomios Caja de polinomios

Se denomina "Caja o Cajon de Polinomios" a un conjunto de piezas
rectangulares que representan términos algebraicos. Al ubicarlas sobre una
superficie o tablero orientado, permiten determinar las dimensiones de la
base y la altura de areas geométricas. De esta forma, se establece una
relacién entre la geometria y el algebra, facilitando una mejor comprension

X 1
de la factorizacion X x 1 1
. ' . . 1
Sin embargo, solo se puede representar polinomios de grado 2 con x

Las variables y las constantes de
los trinomios, se representan con
rectangulos:

coeficientes positivos y negativos (con preferencia racionales), pues Ejemplo:

; L . . 3x2+2x—5
hacemos uso del plano cartesiano, el cual es bidimensional. Cada rectangulo 2x
sera denominado “ficha” y su ubicacion dependera del signo de cada uno 32 —

de sus términos. Es asi que en el primer o tercer cuadrante sera para las —

fichas cuyos términos tienen signo positivo, mientras los términos con signo
negativo, iran al segundo o cuarto cuadrante. 5

|
l @
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Ejemplo:
Algunas de las posibles representaciones del trinomio 3x2+2x—5 en el plano cartesiano:

+

.
. X
2 2
X X xz xz x2
2

|
+ —_ —

Caién d li . ¢, Como factorizar con la Caja de Polinomios?
B e Factorizar un polinomio usando este método, implica organizar una

L representacion rectangular del mismo, siempre que esta sea factible.
Puedes descargar la aplicacion

) . oy . Ejemplo:
gratuita para dispositivos Android Mostramosdos representaciones rectangulares del trinomio x?—2x+1
desde Play Store a través del Solucién

siguiente enlace:
- 1 - ‘ +

-1 X
— | —t—
}+1 ]

}_x BN -

https://play.google.com/store/
apps/details?id=appinventor.ai_ri-
reto.cajapolinomios_2_3

—X
—

alz - + ' -
El rectangulo formado por las diferentes componentes El rectangulo formado por las diferentes
de x*—2x+1, tiene area: componentes de x?—2x+1, tiene area:
(=x+1)(—=x+1) = (—x+1)* = (1—x)*= (x—1)*que es la (=x+1D)(—x+1) = (—x+1)?*= (1—x)*= (x—1)?
factorizacion del trinomio. que es la factorizacién del trinomio.

3. Encuadre minimal

La representacion rectangular de la factorizacion de un trinomio, a veces no sera posible solamente con la
representacion de los términos que la componen en el plano cartesiano, luego es necesario sumar y restar cantidades
iguales para conseguirlo. llustremos este hecho con un ejemplo.

Ejemplo:

Representemos en el plano cartesiano los términos x? y x>4+x—x.

- | + - x +
x2
X
+ -
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Sea ahora el polinomio x2—x—2 y para este exhibimos tres diferentes representaciones en el plano cartesiano:

¢, Qué diferencias podemos observar? Si bien las tres representaciones son correctas, la que esta en izquierda
presenta mayor dispersion, mientras que la central y la derecha presentan una menor dispersion. Esto puede
ser reformulado asi:

Enmp

La cantidad de fichas en blanco

La cantidad de fichas en blanco La cantidad de fichas en blanco ' i ’
contenidos en el rectangulo rojo contenidos en el rectangulo rojo contenidos en el rectangulo rojo
es 12. es 8. es 2.

El rectangulo de la izquierda requiere 12 espacios para ser completado.

El rectangulo central requiere 8 espacios para ser completado.

El rectangulo de la derecha requiere solamente 2 espacios para ser completado.

Un encuadre se dice minimal, cuando el arreglo rectangular de un polinomio requiere el menor nimero de fichas

para ser completado. Como ejemplo, el arreglo
Ejemplo: Encuadre minimal viable

. . : o ‘ -
Encuentre un encuadre minimal y no minimal para el trinomio x?—x—5 Si un encuadre minimal puede

Solucion completarse con una cantidad de
fichas par cuya equivalencia al-
gebraica es nula y completan el

ractangulo de un polinomio p(x),
- ‘ + este se denomina minimal viable.

. Ejemplo:

Un encuadre minimal viable del
polinomio —x*+x—2

Este encuadre no es minimal, pues se requieren al menos 3 fichas para

ser completado:

Este encuadre es minimal, pues se requieren dos fichas para ser
completado:

que se factoriza (x+2)(—x—1)

i

- +

| .
x
K .

| Los rectangulos se cancelan.
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Si el rectangulo que representa al trinomio se obtiene a partir de un encuadre minimal viable, entonces el
trinomio se ha factorizado. El producto de las dimensiones del rectangulo corresponde a la factorizacion.

Ejemplo:
Factorizamos x*—5x+6 y comprobamos lo hecho mostrando su representacion en el plano cartesiano.
Solucién

2 |
2 ]

)

. . — + . .. . .
Ubicamos las fichas en el plano La factorizacion del trinomio es
cartesiano tomando en cuenta igual al producto de la base por
las dimensiones, la ubicacion y el 5 la altura del encuadre minimal:
valor algebraico de las fichas X x X X x Area: x*—5x+6

Base: —x+3

x 2 Altura: —x+2
x

3 X
+ _

U

Si el rectangulo que representa al trinomio se obtiene a partir de un encuadre minimal viable, entonces el trino-
mio se ha factorizado. El producto de las dimensiones del rectangulo corresponde a la factorizacion.
Resultado

x*=5x+6 = (—x+3) (—x+2)

Ejemplo:

Dado el encuadre minimal viable del trinomio x>—2x—3, mostramos graficamente que su factorizacion completando
fichas es (x—3)(x+1)

Solucién

Procedamos a completar un posible encuadre minimal viable del trinomio:

— { + _ I +
> :
2

Las medidas de dos lados consecutivos del rectangulo son (x+1) y (x—3) y su area es (x+1)(x—3), que
corresponde a la factorizaciéon de x2—2x—3.

Ejemplo:
Factorizar x>+6x+8
Solucion 1 i
PN
4 - 111 o . .
.. La factorizacion del trinomio
. . es igual al producto de la base
Ubicamos las fichas en el plano - por la altura del encuadre
cartesiano tomando en cuenta | minimal:
las dimensiones, la ubicacion y el . ey
valor algebraico de las fichas X { o g;esz._ajc:-;x+8
[ ) Altura: x+4
X 2
Resultado

X+ 6x+8=(x+2)(x+4)
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Ejemplo:

®

Dado el encuadre minimal viable del trinomio x?—2x—3, mostramos graficamente que su factorizacion

completando fichas es (x—3)(x+1)
Solucién

Ubicamos las fichas en el plano
cartesiano tomando en cuenta
las dimensiones, la ubicacion y el
valor algebraico de las fichas

La factorizacion del trinomio es
igual al producto de la base por la
altura del encuadre minimal:
Area: 2x*+ 5x + 3

Base:x+1

Altura: 2x + 3

Aplicaciones de la factorizacion.

La factorizacion es una herramienta esencial del algebra que se utiliza en
una variedad de campos.

Economia: Se utiliza en modelos econémicos para analizar variables como
la oferta y la demanda.

Estadistica: En el analisis de datos, la factorizacion se emplea para
simplificar expresiones y realizar calculos.

Ingenieria: La factorizacion es esencial en el disefio de estructuras y
sistemas, ya que permite analizar y optimizar el comportamiento de los
materiales.

Criptografia: La factorizacion de niUmeros enteros grandes es fundamental
en algunos sistemas de cifrado.

La factorizacién es una herramienta util que se puede utilizar en una amplia
gama de circunstancias. Al dominar esta técnica, podras abordar problemas
mas complejos en matematicas y otras disciplinas.

Caja de Polinomios

Elaboramos la Caja de Polinomios con material reciclado de nuestro
entorno, para realizar la interpretacion geométrica en la factorizacion.
Materiales:

— Dos papeles de cartulina tamafo oficio.

— 4 cuadrados de 4 x4 cm.

— 10 rectangulos de 4 x 2 cm.

- 16 cuadrados de 2 x 2 cm.

— Cinta de embalaje, marcadores de agua, tijeras, estuche geométrico.
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FRACCIONES ALGEBRAICAS Y SUS OPERACIONES

El disefo y célculo de vigas es un aspecto fundamental en la construccion
de una vivienda. La ingenieria estructural utiliza modelos matematicos para
garantizar la seguridad y durabilidad de estas estructuras, para una viga
simplemente apoyada con una carga concentrada en el centro, la deflexion
maxima (&) se puede calcular con la siguiente férmula:

P-I?

=18 E 1

Donde:
- P: Carga concentrada
L: Longitud de la viga

- E: Mddulo de elasticidad del material

- I: Momento de inercia de la seccion transversal

Los aspectos que se deben tomar en cuenta son la combinacién de cargas;
las vigas suelen estar sometidas a varias cargas simultaneamente (peso
propio, cargas vivas, cargas sismicas, etc.), efectos de segundo orden; en
algunos casos, los desplazamientos de la viga pueden modificar la
distribucion de las cargas, lo que requiere un analisis mas detallado y los céalculos deben cumplir con las normas y
cédigos de construccién vigentes.

Es asi que las fracciones algebraicas, al igual que las fracciones numéricas, son una herramienta fundamental en
el algebra y tienen una amplia gama de aplicaciones en diversos campos.

Fuente: OpenAi, 2024

Leemos y debatimos en clase la lectura anterior en base a las siguientes preguntas:

- ¢Cual es el papel fundamental de las fracciones algebraicas en nuestro diario vivir?

- ¢Qué otras aplicabilidades de las fracciones algebraicas puedes mencionar?

- ¢Por qué las fracciones algebraicas son la base para realizar operaciones?

- ¢Como el uso de las fracciones algebraicas permite abordar con mayor eficacia situaciones del
mundo real?

(@) TEORIA

Es el resultado que se obtiene al
sustituir los valores de las vari-
ables en la fraccion por nimeros
especificos y luego realizar las
operaciones correspondientes.
Ejemplo: Si tenemos la fraccion
2x —5
y—3
¢, Cual es su valor cuando x=4 e
y=—37
Simplemente reemplazamos en

Actividad

1. Fraccion algebraica

Una fraccion algebraica es el cociente de dos expresiones algebraicas, cuyo
denominador (o divisor) debe ser distinto de cero. A lo largo del capitulo
trataremos con fracciones cuyas componentes son polinomios de una y
varias variables.

Ejemplo:

x%y+xy? 3abx + 6cyz  3x
"a? 4+ b2+ c?'x?2 -4

x+y

2. Equivalencia de fracciones algebraicas

Para concluir que dos fracciones algebraicas son iguales, es necesario y

vez de x, el numero 7'y =3 en vez
dey.

2x—5 2-4-5 8-5
y—-3 —-3-3 -6
3 11
-6 -2 2

El valor es — %

suficiente que se cumpla el producto en cruz tanto de numeradores como
denominadores, es decir:

A C

—=—=—© A-D=B-C

B D
También es valida la amplificacion, es decir dada una fraccién algebraica,
podemos obtener otra equivalente:

A AC
B~ BC’

B#0,C+0
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3. El minimo comun multiplo

El minimo comun multiplo (abreviado m.c.m.) de dos o0 mas expresiones
algebraicas es la expresion algebraica mas pequena (de menor grado) que
es multiplo de todas ellas.

a) Minimo comun multiplo de monomios

EIm. c. mde dos o mas monomios con coeficientes enteros, es otro monomio
cuyo coeficiente es el m.c.m. de todos los coeficientes multiplicado por el
producto de todas las variables involucradas con el exponente mas grande.
Ejemplo:

Hallar el m.c.m. de 8x? yz3, 40abc?, 27x*a’z
Solucion

1. Hallamos el m.c.m. de 8, 40y 27

8 2 40 2 27 3
4 2 20 2 9 3
2 2 10 2 3 3
1 5 5 1
1
g =23 40 =235 27 =33

Por tanto, el m.c.m. de 8,40 y 27 es 23:3%.5 = 1080

2. De la parte literal de cada monomio, tomamos el producto de los factores
comunes y no comunes con el mayor exponente: a*bhc3x*yz3.

3. Elm.c.m. de x? yz8, 40abc?, 27x*a’z es 1080a3bcix*yz?

b) Minimo comun multiplo de polinomios

El m.c.m. de dos o mas polinomios es el producto de los factores primos,
comunes y no comunes, con su mayor exponente (cuando estos no poseen
factores en comun, el m.c.m. serd simplemente el producto de ellos).
Ejemplo:

Hallamos el m.c.m. de los siguientes polinomios:
3x2+ 4xy + y5 B+ xPy + xy? 4+ 3
Solucién
1. Factorizamos cada polinomio e identificamos los factores comunes y no
comunes con su mayor exponente:
3x+4xy +yP=CBx+y)(x +y)
B+ xy+xy*+y =+ y)(x +y)
El dnico factor en comun de estos polinomios es (x + y)

2. El m.c.m. de los polinomios 3x?+ 4xy + 3y% x*+ x*y + xy*+ y3 es
Bx+y)(x +y)(x*+ y?)

Recuerda...

Cuando los coeficientes son
enteros, el m.c.m. se interpreta
como “de los multiplos en
comun, el mas pequeno...”

Ejercicio resuelto

Sean ahora los siguientes
monomios:

7xyz; a*x*b3y?
Por la conmutatividad
asociatividad  del  producto,
escribimos:

81xyz = (81z)(xy)
a’x*b*y? = (ax*b?®)(xy)
Luego escribimos
- 81xyz es un multiplo de 81z,
pues xy es otra expresion
algebraica, tal que
81xyz = (81z2)(xy).

- a’x*b*y? es un multiplo
de ax®b3y? pues xy es otra
expresion algebraica, tal que
@ x'by* = (ax*by?) (xy)

Mas ejercicios

Calculamos el m.c.m. de los
siguientes monomios:
2a’b?ctd; 3a°bcd?
El'm.c.m. de los coeficientes es 6.
Identificamos que los monomios
tienen las variables ab,cd
elevadas a distintas potencias:
- a*ya’ Elm.c.m. es a®
- b*y b: EIm.c.m. es b?
- ctyct Elm.cm. esc*
- dyd: Elm.c.m. es d?
(Se eligen los de mayor exponente
por la condicién de ser multiplo en
comun)
Por tanto, el m.c.m. es:

6a°b*c*d?
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Ejercicio resuelto

Encontremos el m.c.m. de los
siguientes polinomios:

m?—mn; mn+n? m?— n?
Estos polinomios se pueden
factorizar utilizando el factor
comun:
- m’—mn=m(m—n)
- mn+n’=n(m+n)
- m*—n*=(m-—n)(m+n)
Identificamos que las expresiones
tienen los factores m,n, (m—n),
(m+n)
Por tanto el m.c.m. es:

mn(m — n)(m + n)

Acerca del m.c.m. de

numeros enteros

En una clase de Educacion Fisica,
el Grupo A hace flexiones cada 10
minutos, mientras que el Grupo
B hace abdominales cada 15
minutos. La maestra les pregunta:
"Si ambos grupos comienzan
los ejercicios al mismo tiempo,
fecuanto tiempo pasara hasta
que ambos grupos vuelvan a
hacer sus ejercicios al mismo
tiempo?"

La respuesta esta en el m.c.m. de
los tiempos 10 y 18 minutos:

- 10=2-5

- 18=2-3-3

Por tanto el m.c.m. es 2-32.5=90,
es decir en una hora y media,
ambos grupos volveran a realizar
sus egjercicios al mismo tiempo.

1) x*—16;x3 —4x
2) 18x*y3z?

3) z?2—2z;z3-22

Actividad

Ejemplo:

Hallamos el m.c.m. de a*b?+ a®b*; a°b?+ a?b%; a®h + ab®
Solucion

1. Factorizamos cada polinomio e identificamos los factores comunes y no
comunes con su mayor exponente:
a‘b®+ a*b*=a’b® (a + b)
a’b?*+ a*b® = a*b*(a®+ b®) = a*b?*(a + b)(a*— ab + b?)
a®h + ab®= ab(a®+b°) = ab(a+b)(a*—a® b+a’® b*—ab*+b*)
Resultado

2. Elm.c.m. es a®b® (a + b)(a*— ab + b?)(a*— a®b + a*b*— ab*+ b*)

Ejemplo:

Hallamos el m.c.m. de 2(a*+ ab + b?); 48(a®— b?)
Solucién

1. Factorizamos cada polinomio e identificamos los factores comunes y no
comunes con su mayor exponente:

Elm.c.m.de 2y 48 es 2*=16.

Factorizando los polinomios:

a’+ ab + b? no se puede factorizar.

a®— b*= (a — b)(a*+ ab + b?) es una diferencia de cubos.

Resultado

2. Elm.c.m. es 48(a — b)(a*+ ab + b?)

Ejemplo:

Calculamos el m.c.m. de x3+2bx?%; x® y—4b*xy; x*y*+4bxy*+4b*y?
Solucién

1. Factorizamos cada polinomio e identificamos los factores comunes y no
comunes con su mayor exponente:
x4+ 2bx*= x*(x + 2b);
x3y — 4b’xy = xy(x* — 4b*) = xy(x + 2b)(x — 2b);
x*y*+ 4bxy?*+ 4b*y* = y*(x*+ 4bx + 4b*) = y*(x + 2b)?
Resultado

2. Elm.c.m. es x? y* (x + 2b)? (x — 2b)

Ejemplo:

Hallar el m.c.m. de "x*+ 1"y "x + 3"

Solucién

Los polinomios son irreducibles, por tanto, no presentan factores en comun:
Resultado

Elm.cm.es (x*+ 1)(x + 3)

Determinamos las expresiones que son m.c.m de las siguientes:

4) a3b? a’bc 7) x*y+xy®+ Lx*—y?

5) p2qr;pgir? 8) 3a’x—9a%x*—-6x+9

6) 25p3q°rZs;50p%q’r*s? 9) x3+42x%-8x;x>—-4
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4. Maximo Comun Divisor

®

El maximo comun divisor (abreviado M.C.D.) de dos o mas expresiones algebraicas es el mayor factor comun

que divide exactamente a cada una de las expresiones dadas.
a) Maximo Comun Divisor de monomios

El M.C.D. de dos o mas monomios con coeficientes enteros, es otro monomio cuyo coeficiente es el M.C.D.
de todos los coeficientes multiplicado por el producto de todas las variables involucradas con el exponente

mas pequeno.
Ejemplo:

Ahora buscamos el M.C.D. de 8x?yz3, 40xyz3, 27x*y3z
Solucién

1). Hallamos el M.C.D. de 8,40y 27

8 40 27 2 2). Se toman los factores literales
comunes con el menor
4 20 9 2 exponente:
xXyz
2 10 3 2
1 5 1 3
3
elM.C.D.de 8,40 3). Por tanto el M.C.D. es:
y27es 1 3 M.C.D.: 1-xyx = xyz
5

b) Maximo Comun Divisor de polinomios

Para determinar el M.C.D. de dos o mas polinomios, se descomponen
los polinomios dados en sus factores primos (factorizar). El M.C.D. es el

producto de los factores comunes con su menor exponente.
Ejemplo:

Encontrar el M.C.D. de los polinomios 6x3+9x?y 3x*+12x
Solucién

1. Factorizamos los polinomios
6x34+9x? = 3x? (2x+3) = (3-x)-x-(2x+3)
3x°+12x = 3x(x+4) = (3-x)-(x+4)
2. Habiendo identificado a los factores comunes con el menor exponente, el
maximo comun divisor de 6x3+9x?y 3x*4+12x es
M.C.D = 3x

5) xZ_yZ; (x_y)Z

Dualidad

En matematicas, la dualidad es un
principio que aparece en diversas
areas y consiste en la idea de que
muchos conceptos, teoremas o
estructuras tienen una forma dual
que es igualmente valida, pero
que invierte ciertas propiedades
o relaciones. En otras palabras,
si tenemos una afirmacion
matematica o estructura, su dual
puede obtenerse intercambiando
ciertos términos o transformando
las relaciones en una manera
opuesta, y lo interesante es que
esta dualidad suele conservar
verdades matematicas.

oml]n oml’Jn
nultiplo divisor

Determinamos las expresiones que son M.C.D. de las siguientes:

De los multiplos
en comun,elmas

randey.

De los divisores
en comun,el

mas@equenoy).

S~

7

Ejercicio resuelto

Para los monomios

40p* q* r3; 60p3 qr?

las variables en comun son p,q,r.
ElI M.C.D. de 40 y 60 es 20.
- Entre p* y p3, tomamos p?

- Entre g%y q, tomamos q
- Entre 3y r? tomamos r?
Luego el M.C.D. es 20p3qr?

q7.r.4»53

- 1)  2a? + ab; 8a* — 8ab 6) 25p3q°r?s;50p?

g 2)  5x3y%ztw; —x*y3z2w® 7)

% 3) a®-b3(a—-0b)3 8) 3a*x —9a%x*—-6x+9
< 4) 45p*q°r®;30p°qr’ 9)

x%y — 3xy? + 2x3y; 2x3y + 4xy? — 6x°y

8x3y? — 4x2yz + 12xy3; 16x2y?z + 4x%y — 8x3yz?
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Recuerda

El signo de una fraccion, puede ir
tanto en el numerador, el denom-
inador y al frente de la misma, es
decir
—a a
b b -b
Recordando las propiedades de
potenciacion de numeros reales

que conocemos, si tenemos una

a
fraccion cualquiera 5 con b=+0,
se cumple que:

E =a: b_l
Ahora, para el signo negativo que
multiplica a la fraccion, podemos
escribir:

—2= (D7 = (~Dab™
Asociando y conmutando:
a
b =a(-1)-b"
=a(-1)-b!
=a(=1) b7 (-1 (-1
= a(-1) b
=(=D(EDab'(=D)!

=1l-ab ' (-1
= alb- (=D,
=a(-b)"=—
a _ a
b —b
Ahora
a _ _ —a
—E= (—1)ab 1_ (—a)b 1_ F
Por tanto, acabamos de probar
e _a_"@
b b
Asi, tenemos una triple igualdad:
a _ a _ —a
b —b b

que prueba nuestra afirmacion.

5. Simplificacion de fracciones

La simplificacion de fracciones algebraicas consiste en reducir una
fraccion que contiene expresiones algebraicas en el numerador y/o en el
denominador a su forma mas simple, eliminando factores comunes entre
ambos. Este proceso es similar a la simplificacion de fracciones numéricas,
pero involucra términos algebraicos.

Para simplificar una fraccion algebraica, se siguen estos pasos:

1). Factorizacion: Se factorizan tanto el numerador como el denominador
si es posible. Esto puede incluir la aplicacion de técnicas como factor
comun, factorizacion de trinomios, diferencia de cuadrados, entre otros.

2). Cancelacion de factores comunes: Después de la factorizacion, se
cancelan los factores que sean comunes tanto en el numerador como en
el denominador.

Ejemplo:
Simplificamos las siguientes fracciones algebraicas asi:
a)
x?—4
Solucion x>+3x—4

1). Factorizamos el numerador: x> — 4 es una diferencia de cuadrados, asi
que se puede expresar como (x — 2)(x + 2).
2). Factorizamos el denominador: x>4+3x—4 es un trinomio que se puede
factorizar como (x—1)(x+4).
Asi:
x?—4 x—2)(x+2)

x24+3x -4 (x—-Dkx+4)

Observamos que tanto el numerador como el denominador no tienen factores
en comun, por tanto, la fraccién esta en su forma mas simple (no es posible
simplificarla mas).
b)

x?—-9

x2+6x+9
Solucion

x%?—-9 _(x=3)(x+3) x-3
x2+6x+9 (x+3)(x+3) x+3

Ahora simplificamos las siguientes fracciones algebraicas:

4x
1) — 4
= R )
S 7 b3
% 2) 14 b2 5)
<
612
3) oy 6)

3y

. - -3
El resultado simplificado es
x+3
9x2y 7) 8x> +4x? 10) 18a®b% —9a*b® +6a°b
3xy 4x 3a3b
5a%+10a 8) 10x2—5x 11) 20x°y2-40%3 y3+60x%y
15a 5x 20x2y
4a%+8a 9) 12x%y+6x y? 12) ox*y?-1823 y3+27 %y
12a 6xy 9x2 y
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®

6. Operaciones basicas con fracciones algebraicas
a) Adicion y sustraccién

Para sumar o restar fracciones se procede de esta forma:
Se halla el denominador comun (m.c.m.).

Dicho denominador se divide por el denominador de la primera fraccion.
El resultado de la divisién se multiplica por el numerador de la fraccion y asi

sucesivamente.
Si es posible, se simplifica la fraccidn resultante.

Ejemplo:
y

X
Sumamos — + —
2y  3x

Solucién
1). El denominador comun (m.c.m.) es el producto 2:y-3-x = 6xy.

2). Dicho denominador se divide por el denominador de la primera, la
segunda y asi sucesivamente.

6x 6x
2—yy=3x=>3x-x=3x2,3—xy=2y=>2y-y=2y2
6 3x2 e
(Observe que 3x2 =3x - x = haddy x = XX y también que
2y 2y  6xy
6x 2y?
2y2=2y.y=_y.y$y —L

3x 3x 6xy
3). Reescribimos la fraccion, que ahora es homogénea:
x .y 3x* 2y? 3x*+42y?

JR— + _—— =
2y 3x 6xy 6xy 6xy
Resultado 5 .
X y 3x"+2y
2y 3x B 6xy
Ejemplo:

m+n m?+n?
Sumamos —

m-n m?2—n?

1). El denominador comun (m.c.m.) de las fracciones se obtiene
factorizando los denominadores:
m*—n’=(m—-n)(m+n) =m.cm.:(m—n)(m+n)
2). Dicho denominador se divide por el denominador de la primera, la
segunda y asi sucesivamente.
- +
w=m+n=>(m+n)(m+n) = (m +n)?
(m—n)
(m—-n)(m+n)

o ——; =1=1-(m?*+n?

3). Reescribimos la fraccién, que ahora es homogénea:

m+4+n m?+n? (m+n)? m? + n?

Método de la mariposa

Se trata de un recurso visual
para realizar operaciones de
suma y resta de dos fracciones.
Con este método se emplea
la multiplicacion diagonal y
horizontal de los denominadores
y los numeradores, asi como
las  multiplicaciones de los
denominadores para calcular
la suma o resta de una manera
visual.

Ejemplo:
c>‘7\\ //q'Q
@, e
N
35 21+20 41
it57 "8 T

El método funciona solamente
cuando los denominadores son
primos entre si (coprimos), es
decir si su M.C.D. es igual a 1.
Ejemplo:

Utilizando el método de Ia
mariposa, efectuar

3 5
48
Solucion
"sz\\ //f\?
. ~<°
[/ »~
3+5_24+20_44¢11
4-8 8 8 8

Aqui, 4 y 8 no son primos relativos,
pues su maximo comun divisor es
4 +1.

m?2+(m+n)?+n?

m—n_mz—n2=(m—n)(m+n) _(m—n)(m+n)=

Resultado

m+n m?+n? mr+m+n)?+n?

m—-n m?—n?

m-nim+n

m-nim+n)
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Ejemplo:
Sumamos cy ¢ty Yy

— v2 2 _
Solucién R >y

1). El denominador comun (m.c.m.) de las fracciones se obtiene factorizando los denominadores:

cy—y'=y(c—y)ct—cy=c(c—y)
Los factores en comun son: ¢, y, (¢ — y). Luego el m.c.m. es cy(c — y)
2). Dicho denominador se divide por el denominador de la primera, la segunda y asi sucesivamente.

yle-y) _eyle—y _ eyle=y __ oyle—y) cyle—y) _

cy—y>  y(c-y) cy c2—cy clc—y)

3). Multiplicamos los productos obtenidos con sus respectivos numeradores, respetando los signos
correspondientes

cy ety vy _o@-cc+nNc-»-yy _cty—ct-cy-y?
cy-y* oy ct-cy cylc =) cylc —y)

Interpretacién b) Multiplicacion

) » El producto de dos fracciones algebraicas se obtiene multiplicando los
La  interpretacion de  la  npumeradores entre si y los denominadores entre si. El resultado es otra
multiplicacion  de  fracciones  fraccion cuyo numerador y denominador es el producto de los numeradores y

algebraicas puede variar segun el | producto de los denominadores de las fracciones dadas, respectivamente.
contexto y la situacion especifica.

Sin embargo, en general, puede
verse como la combinacién de
dos proporciones o relaciones 1) Sedescomponen enfactores las expresiones algebraicas en el numerador
entre cantidades. Cada fraccion y denominador

algebraica representa una relacion  2). Se simplifican los factores comunes en el numerador y denominador.

entre variables o expresiones  3) Se multiplican los factores restantes.
algebraicas, y al multiplicarlas, Ejemplo:

estas combinando estas relaciones S - . .
. Multipliquemos los siguientes pares y ternas de fracciones algebraicas:
para obtener una nueva relacion.

Pasos para su realizacion

a) 2x 5x
3y 4y
Solucion
2x 5x  2x-5x  x-5-x _5x2
3y 4y 3y-2-2y 3y-2-y 6y2
2x 5x 5x?
Resultado g ) @ = 6—},2

Ahora es nuestro turno de sumar fracciones algebraicas:

2 2 2
o] 2a 5a 3x 5x 4a 6b 2x+3 | x—2 X" +4x+5
A )t ) — ) ——+— 10)
o 3b  4b y+2  y+2 5bc  7ac x2 -1 x+1 x—1
>
5 2) 3x 2y 5) a’+b  b%+c 8) x* y:  2xy 11) a’+b +b2+c+c2+a
< y% o x? c3 a? y+1  y+1  y+1 c2 a? b2
2 2 2 3,32 2 2 2 2_2
x x a b @ 2a°+b a“+c -b b®—-c —-c
3 L4y E gLyl g 12) 2 =~

y z x bc ac ab c2-1 c+1 b2-c  a?-b  b?-a?
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b) 5x 4a
7y 5b

Solucion
5x 4a_5-4-x-a_4ax
7y 5b 5-7-b-y 7by

Resultado
5x 4a 4dax

7y 5b  7by
c) Efectuamos el siguiente producto de tres fracciones algebraicas
2a’b3c 5x3yz 6ab’c
3xy* 4a’b 5y?z?

Solucion

2a’b3c 5x3yz 6ab*c 2-5-6-a-b°-c%tx3-y-z

3xy? 4a?b '5y222= 3:4-5-a2-b-x-y*-z2

Simplificando coeficientes nos queda:

a®-b>-c?x%®-y-z ab*c*x?z

az-b-x-y*-z2 - y3z
sin olvidar simplificar la parte literal.
Resultado
2a’b*c 5x3yz 6ab’c ab*c?x?z
3xy? 4a?b ‘5y222 - y3z

c) Efectuamos el siguiente producto de tres fracciones algebraicas

z2 —6z+9 6 1
3 "z3-27"2z—-6

Solucion

Factorizamos los polinomios de las expresiones, tanto como sea posible:

z2 —6z+9 6 1 _(Z—3)2 6 1
3 z3-27 2z—-6 3 (z-3)(z2+32z+9) 2(z-3)

Multiplicando numeradores y denominadores:

(z —3)2 6 1 1:6-(z —3)2
3  (z-3)(z2+32z+9) 2z-3) 2-3-z-3)2(z2+32+9)

Simplificando:
z2 —6z+9 6 1 1-6-(z—3)2 1

®

Ejercicio resuelto

Si tenemos la igualdad
2 5 ax +b

x+2+x+3=(x +2)(x+ 3)
Encontrar los valores de a y b.
Solucion
Efectuamos la suma del lado
izquierdo de la igualdad

2 5 2(x +3) + 5(x + 2)
x+2 x+3 (x+2)(x +3)

_2x+6+ 5x + 10
(xx+2)(x+3)

_ 7x + 16
T (x+2)(x+3)
Por la igualdad, tenemos
ax +b _ 7x + 16
x+2)(x+3) (+2)(x+3)
Multiplicando ambos lados de la
igualdad por (x + 3)(x + 2)
ax+b=7x+16

Por igualdad de polinomios:
a=7yb=16.

Simplificar...

[x11+x22—1](x+1)

Solucion
Por la propiedad distributiva de la
multiplicacion:

x+1 2(x+1)

3 23—27 22—6 2-3-(z—3)2z2+32+9) 22+3z+9

g 1) 2x% +x 8 3) 2a—-2 a’-4a-5
.";5 6 4% +2 2a2-50 3a+3
g e n x> -1 x?-3x
2) 2 3 113 4) :
mn-+n m° +n 2x2 x2_2x_3

x—1 x?2-1
_x+1 2(x+1)
Tx-1 (x+DExE-1)
Simplificando:
x+1 2 x+1-2 x-1_
x—1 x—-1 x-1 x—-1

El resultado es 1.

Ahora es nuestro turno de multiplicar las siguientes fracciones algebraicas:

x3ay3bz3c x3a+x3b+x3c
abc a+b+c
2
2a—-2 a“—4a-5
2a%-50 3a+3
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c) Division
m El cociente de dos fracciones algebraicas es equivalente al producto de una
de ellas por el inverso multiplicativo de la otra, siempre que la otra sea no
[ ( )-1] x3—x2y " nula.
—_ + - _
S x% —y? Ejemplo:
ISD(r)ilrL){g?on " 1). Efectuamos la division de las siguientes fracciones:
la potencia -1: 8a? 16ax
-1 _ . . 6b2’ 81b3
(+y) ™ =—— Y Solucién
-1 Encontramos el inverso multiplicativo de 16ax
x3 —x%y _xt—y? P 81b3 "
xz_yz _x3—x2y . . . ., . .
N Ahora la division se convierte en una multiplicacion de fracciones algebraicas:
El ejercicio queda:
X3 — x2y =il 8a® 16ax _8a2 81b°3 3 8-81-a? b3 _ 8lab
[x —xy(x +y)71] [ﬁ] 6b2 ~ 81b3  6b%2 16ax 6-16-a-b2-x  12x
1 x% —y? Resultado
= x_x+ym 8a? 16ax _8lab

. e 602 81p7 12
Factorizando y simplificando: X

=(x - L 5 )b =) 2). Dividimos las siguientes fracciones algebraicas:
x+y) x*(x-y)
L N x*~-9  x-3
. Ay Xx+3 x2—6x+9
x+y x?
Por propiedad distributiva: Solucién 3
x —
_ x(x+y) 1 x+y Encontramos el inverso multiplicativo de P s
x? x+y x?
- -1 2 _
P <2x 3 ) _ 13 _x 6x +9
x x x2—6x+9
x+y 1
El resultado es -—
% Ahora la divisién se convierte en una multiplicacion de fracciones algebraicas:

x* =9 x—3 _x2—9 x2—6x+9
x+3 x2—6x+9 x+3 x—3

Factorizando y simplificando:

x2 -9 x2—6x+9_x2—9 (x—3)2_(x—3)(x+3)(x—3)2

. = . = — -3 2
x+3 x—3 x+3 (-3 (x+3)(x-3) (= 3)
2 —_— —
3). Dividimos 2x7y — 8xy entre 4xy — 12y
3x x—3
Solucién 2x?y —8xy 4xy—12y 2x’y—8xy x-—3
3x Cox-3 3x 4xy — 12y
C2xy(x—4) x-3  (x—-4(x-3)
B 3x 4y(x —3) 6
Ahora es nuestro turno de dividir las siguientes fracciones algebraicas:
g 1) 6x° = 2x ) 4a? L 2a 5) 3a®p+4ab? i a+b 4m?n-2mn? . 2m-n
.1;: 3x 4 2a 3 2ab 3b 2mn 3
=
&, 2) % 2, ﬂ 4) 2x? +3x ox+1 6) 6x2y2—3xy L 2x-y 8) x% —2x% +x . x—1
“ g x x2 3xy T oax x2 T x3
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d) Fracciones complejas . . .
) pie] Ejercicio resuelto

Una fraccion compleja es aquella fraccion cuyo numerador o denominador

0 ambos son fracciones algebraicas o expresiones mixtas. gamlan le pide gyuclj_z; a slu
Para simplificarlas usualmente se siguen estos pasos: grn?arito p para s:mpll {C?r a
1). Se efectuan las operaciones indicadas en el numerador y denominador siguiente fraccion compieja.
de la fraccion compleja. x+2— 3
2). Se divide el resultado que se obtenga en el numerador entre el —x-|1-4
resultado que se obtenga en el denominador. L
. x+4 x+4
Ejemplo: Solucién
a) Simplificamos la siguiente fraccién compleja: Sacando el comun denominador:
yTZ + % x+2—xl3? _ x+2—x:'? _ x—2+2";ﬁ:‘+8_3
X X xX+1
b X+a e xta xta xra
1-— ; x2+6x+5
Solucién =—%
x+4
y,b o y+p 3 .3 3 L .3 5 5 Factorizando x* + 6x + 8
b y2= by? =3’(y +b)= y>+b =(y+b)(y—by+b) (x+5)(x+1)
1+ ytb  by*(y+b) by(y+b) by(y + b) =zt
y y x+4
_ (x+5)(x+1)(x+4)
_ Y by +b? T e
by Simplificando:
_ (x45)(x+1)(x+4)
(x+1)(x+4)
b) Reducimos a la minima expresion la siguiente fraccién compleja: =x+5
2x+3 3x—2 La fraccion compleja simplificada
x2 -1 x*+x es:
4 5 x+5
x*—1 x%+4x
Solucién
2x+3 3x-—-2 i . . .
El numeradores ———+ ———Aqui entran muchas propiedades de factorizacion:
x? =1 x%*+x
2x+3 3x—2 2x + 3 +3x—2 x2x+3)+Bx —2)(x - 1)
1 tx_ a-Da+D x@+D  _ X+ D — 1)
4 + 5 4 + 5 4450 —D(x%2+1)
x* =1 x+1 (-Dh+DKE*+1) x+1 G-DE+DEz+1)
2x%4+3x +3x%2—3x —2x + 2 5x% —2x+ 2
_ x(x+1Dkx—-1) _ x(x+1Dkx-—-1)
4+5x—-1)x2%2+1) 44+5x-1Dx2%2+1)
-Dx+1DHx2+1) -DEx+Dx2+1)
_ Gx?=2x+2)x—-Dx+Dx*+1) 3 (5x?2—2x+2)(x%>+1)
Txe+ D - D[4 +5G —-D(x2+1)] x[4+5x - D2+ 1)]
o (5x% — 2x + 2)(x% + 1)
El resultado simplificado es
P x4 +5G - D2 + D]
Ahora es nuestro turno de simplificar las siguientes fracciones complejas:
E x% -4 2 _2X+5 3a 4z | x+1
-'E x2+42x 5 XL 3 x2—3x+2 2) az+1 zZ+2  x2-4
e ) L2 ) =2 x3-x2+2x-1 2x+1 5a-2 5) T3z-1 2
< —

e x2—1 il =, a’+3a+2 22 +52+6 z+3
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Fracciones algebraicas y

geometria analitica

En geometria analitica, las
fracciones y expresiones
algebraicas aparecen a menudo.
He aqui algunos ejemplos:

Ejemplo:

a) La pendiente m entre
dos puntos (x,y) y (a,b)
viene dada por la fracciéon
algebraica;

b—y
m =
a—Xx
/i (a,b)
/ (6y)

b) Las ecuaciones de las
secciones conicas, vienen
dadas por sumas, restas de
fracciones algebraicas:

— Ecuacion de la circunferencia

— Ecuacioén de la elipse

x2 yZ
a2ty =t

— Ecuacioén de la parabola

y=ax?+bx +c

— Ecuacioén de la parabola

Fuente: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/thumb/1/11/Conic_Sections.svg/lang-
es-330px-Conic_Sections.svg.png

6. Operaciones combinadas
a) Adicion y sustraccion

La adiciéon y sustraccién combinadas de fracciones algebraicas sigue una
serie de pasos similares a la regla basica de suma y resta de fracciones
numeéricas.

Ejemplo:
1). Simplificamos 1 1 X2 + y?
x2—xy xy x3y—xy3
Solucién
Factorizamos donde sea posible:
1 1 x*+y? 1 N 1 x% + y?
X2 —xy  xy Oy—xy' _x@ly) oG -h)
x(x=y) xy xy(x—y)x+y)

El m.c.m. es xy(x — y)(x + y), luego dividimos el m.c.m. entre cada uno de
los denominadores de los términos y multiplicamos los resultados por sus
respectivos denominadores:

1,1 x4y oy + G-y +y) - &2 +y?)

x2—xy xy x3y—xyd xy(x —y)(x +y)

_xy+y2+x2_y2_x2_y2
xyQe —y) (x +y)
o xy—y?
T axyle =y +y)
_ ya-y
xy(x —y)(x +y)
_ 1
Cx(x+y)
Resultado

x? + y? 1

1 1
+__ =
x2—xy xy x3y—xy? x(x+y)

2). Efectuar operaciones para simplificar la siguiente fraccion combinada:

1 4 1 2
x+2 x—-2 x%*—-4
Solucion
L, 1 2 1, .1 2
x+2 x—2 x2—4 x+2 x-2 (x-2)(x+2)

_ x—2 + x+ 2 2
T x=-2)(x+2) (x=2)x+2) x-2)(x+2)
_x—2+x+2—2
T x-2&x+2
_ 2x — 2
T -2 +2)
o 2(x—-1)
NCEDICEY))

Resultado

1 1 2 2(x — 1)

x+2+x—2_x2—4_(x—2)(x+2)
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b) Multiplicacién y division combinadas

Como en el caso anterior, procedemos a llevar cada division a un producto
de fracciones algebraicas, para finalmente multiplicarlas en conjunto,
simplificando y reduciendo términos semejantes cuando sea posible.

Ejemplo:

Vamos a simplificar el producto y division de las siguientes fracciones
algebraicas:

z -3 22—9Z+18_ z% — 36
47 —4 72 —6z+9 222 -2z

Solucion
272 — 2z

z2 —16
z-3 7z°2-9z+18 2z°—-16 z—-3 z*-9z+18 22> -2z

12—4 22 —6z+9 222 —22z 4z—4 z22—6z+49 22—16
Factorizando y simplificando:

z> —16
272 — 2z

El inverso multiplicativo de

z—3 2z2-9z+18 222-2z z-3 (z-3)(z—-6) 2z2(z—-1)
4z—4 z2—62z+9 2z2-16 4(z—1) (z—3)2 (z+6)(z—6)
Conmutando y ordenando:
3 2z(z —1)(z—-3)%(z—-6) B z
T4z-1D(z-3)2z+6)z—-6) 2(z-6)
Resultado
z—3 7z2-9z2+18 2z*-36  z
4z —4 z2—62z+9 2z22—-2z 2(z—6)
Ejemplo:
Simplificamos:
x?—z* 1 z . 1
y+z Z__ x?2-yr (x—y)(x+y)
x—2z2)(x+2) y+z
Solucién
Primero efectuamos operaciones conocidas:
1 _-2)(x+2) 1 B y+z
Z - z =P +y) G-+
x—-2)(x+2) y+z
Asi, tenemos
x?—z% 1 z _ 1 3
y+z ____Z x2—y2 (x—-y)x+y)
(x —2z)(x+ 2) T y+z
x2 =2z (x—2)(x +2) z y+z 3
y+z z x2—y2 (x-k+y
x% — 7?2 z z (x =& +y)
y+z k—-—2(x+2) x?2-y? y+z
Factorizando
_x? =z z z x?—y* 2 [z 2
C oy+4z x2—2z2 x2—y2 y+z (y+2?2 \z+y
Resultado
x?—z% 1 z . 1 [ = 2
y+z ____Z x2—y2 (x—y)(x+y) \z+y

x—2)(x+2)

y+z

Al realizar las operaciones, estos
consejos podrian ser de ayuda:

Encuentra un comun
denominador: Antes de sumar
o restar fracciones algebraicas,

asegurate de que todas las
fracciones tengan el mismo
denominador.

Factoriza y simplifica:

Factoriza los polinomios en los
numeradores y denominadores
y simplifica cuando sea posible.
Esto puede reducir la complejidad
de las fracciones antes de realizar
las operaciones.

Usa paréntesis: Para evitar
errores, coloca paréntesis
alrededor de cada fraccion antes
de sumar o restar.

Ten cuidado con los signos:
Presta mucha atencion a los
signos de las fracciones. Es facil
cometer errores al aplicar signos
negativos o positivos, asi que
asegurate de aplicar los signos
correctamente en cada término
de la expresion.

Factoriza el resultado final:
Después de realizar  las
operaciones de suma y resta,
factoriza el resultado final y
simplifica si es posible. Esto
puede ayudarte a expresar la
fraccion de la manera mas simple
posible.

Ejercicio resuelto

Hallar E, donde

(x2—4) x+3 x*-1
x+2) ‘X2—-9  x+3
Solucién

E =

E_(x2—4)'x+3'x—3
x+2) x2-9 x2-1
_(x—2)(x+2) x+3
T G+2  @+3dE-3)

x—3
'(x—l)(x+1)
Simplificando:
x—2

Ez(x—l)(x+1)

®

Recuerda

&
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Ahora es nuestro turno de simplificar las siguientes multiplicaciones y divisiones combinadas:

2

a 3b m° —4 m-—2
a b — 0 —y 9 o
1) == 5) b c ) m+2  m2-—4m
o] c
©
B 2) . 6) “ot.x 10) 2= .=
2 n q x+1 y2-9 P—q r—s
)
Q
< 3) .2 7) a’+ab | ab 11) m4—16;m3—8 m?+4
TR b(a+b)  b? m2-4  m-2 m+2
Y4 T
4) ;_; 8) X2 -4  2x 12) x3-8 'y2—14x2+2x+4-
X—-2 x2—x X2 —4x+4 y-1  x%-2x+4

c) Descomposicion en fracciones parciales
Importante

L Es un proceso matematico que consiste en expresar una fraccién como la
La  descomposicion de una  gyma de varias fracciones mas simples (irreducibles), llamadas también
fraccion en fracciones simples  fracciones parciales. Este proceso es Util en diversas areas de la matematica,

se utll/,zg Sl UEes _contextos como el calculo y el algebra, asi como en la resolucién de ecuaciones
matematicos y cientificos para racionales

resolver problemas que involucran
fracciones  algebraicas.  Aqui
hay algunas areas y situaciones  Hallamos para la siguiente fraccion, su descomposicién en fracciones
donde se aplica esta técnica: parciales:

- Calculo integral. 5

- Teoria de control. » -7+ 11)

- Resolucién de ecuaciones Solucién

Ejemplo:

. . ,
Diterenciales. e La cuestion es encontrar dos fracciones, cuya sumasea ——————
— Analisis de circuitos eléctricos. b-7(y+11)

— Teoria de probabilidad.
- Finanzas.

o Las planteamos como y
- me/ca., encontrar, -7 7 (y+11)
~ Economia. Observamos que el m.c.m. es (y—7)(y+11).

Estos son  solo  algunos  Desarrollamos la suma:
ejemplos de donde se utiliza la

donde A y B son incognitas a

descomposicion de fracciones en A + B = AG+1D +Bly -7

fracciones simples en diversos y—7 y+11 -7y +11)

campos. La condicion es una igualdad:

Es una herramienta matematica

esencial para resolver problemas 5 _ Aly +11) + By - 7) 5= Ay +11) + BO& —7)
en los que se manejan fracciones O-7ND+11) OG- +1D)

algebraicas y transformaciones El objetivo es encontrar los valores de A y B, sujetas a la condicion

de Laplace, ademas de su utilidad 5=Ay+11)+B(y—7)

en la resolucion de integrales

T Sihacemos y=7,5=A(y+11)+B(7—-7)=5=184

Podemos despejar A, obteniendo:

5
Sistema de ecuaciones A= 5

Retomando el ejemplo, tenemos Si hacemos y =—11,5=A4(-11+11) + B(—-11-7)=5=-18B

5=Ay+11)+B(y —7) Podemos despejar B, obteniendo:
= 0x+5=(4+B)y + (—114+7B) Bo_ i
Igualando, se obtiene un Sistema 18 5 5
de dos ecuaciones con dos  Por lo tanto, las fracciones buscadas son £ 5
incégnitas: cuya suma es g g

5
A=— 5 5
A+B=0 _, 18 g , 18 5
—24+B =3 5 —7 T -
B=—— y y+11 (G -7)(y+11)
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d) Problemas de aplicacion con fracciones algebraicas
Para pensar

Cuando los matematicos introdujeron el algebra y los polinomios, no
pensaban que podrian ser herramientas muy utiles para la resolucién de Supongamos que s satisface

infinidad de problemas. 3

Ejemplo: s =

1). Supongamos que se tiene o de una caja de galletas y queremos 1+ —3
repartirla entre 4 amigos, ¢ cuantas galletas recibira cada amigo? 1+ 1+ g

Solucion

Para repartir las galletas igualmente entre los 4 amigos, simplemente se

Notemos que Ila expresion
encuadrada coincide con s:

divide la cantidad total de galletas i entre el nUmero de amigos: 3
x S =
3 14+ __ 3
x_ 3 1+ ﬁ3
4  4x 1+—5
Respuesta 1+2
. w3 d
Cada amigo recibira —— galletas. ; Luego
2). Un tanque de agua se llena a una velocidad de o litros por minuto y s 3 3
3 = =
otro tanque se llena a una velocidad de o litros por minuto. Si el prim- 2 + —33_ 2+s
er tanque tiene una capacidad de a litros y el segundo b litros, ¢ cual es 2 2+ 3
el tiempo total de llenado de los tanques? 2+ E
Solucién Igualando y despejando
Para encontrar el tiempo en que el primer tanque estara lleno, por regla de 3
tres simple: ) )
L min . ,
obtenemos el trinomio:
5 s2+25—3=0

obtenemos el valor de X, que es el tiempo en que se llena el primer tanque:

Los valores de s que cumplen la
igualdad son =3 y 1.

Verificacion

a-1 2ax
= —_— — 2 o — _ =
=5 - (=3)2+2:(-3)—-3=0
2x 12421-3=0
Para encontrar el tiempo en que el segundo tanque estara lleno, por regla
de tres simple: . , 1
L min Ahora Si E = 1
1+—
3
2 — 1+ Ll
x :' 1+ %
b Y , obtenemos:
obtenemos el valor de Y, que es el tiempo en que se llena el segundo E= 1
tanque: - 1 T 1+4E
. . 1+ ———
Respuesta El tiempo en minutos acumulado de llenado de ambos tanques 1+
2ax  bx 141
es X+Y= - + = :
. - X . . Multiplicando por 1+E:
3). Para hacer un color de pintura especifico, se mezcla 3 litros de pintura P B +pE —1=0

azuly Z_x litros de pintura roja, ¢cual es la fraccion resultante de
. 5.
pintura violeta?
Solucién

La fraccion resultante de pintura violeta es la suma de las fracciones de
pintura azul y roja:

El valor del discriminante es:
12— 4-1(—1) =5
de modo que, los valores de E son

-1+V5  -1-V§
y

2 2
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Para pensar

¢Cuél es el valor de
y

z y

X X Z
—t =t —t—+ =
Yy x z Xx Yy z

sabiendo que

l+l+l=0?
x y z
Solucion
X X VA VA
A=—+X+—+—+—+X
y X z X Yy Z

Por la propiedad conmutativa y

asociativa:
y

x Yy

X VA VA
A==+—+=+—4=+=

y y X X

VA VA

=(+5)+ G+ D+ G2

Balanceamos la

ecuacion,

sumando 3 a cada lado:

A+3=

y 'y X X
X, Y
+(=+=)+1
G+2)
X V4
Como =I-Y.Z
x y z

Reemplazamos,

asociando vy

factorizando al mismo tiempo:

A+3=

X z
<—+—+Z>+@+
y vy x

X zZ
+(—+X+—
Z Z Z

=(x+y+2) <%+

=
)

1 1)
_+_
y z

=@x+y+2-0=0

Luego A+3=0y por ta
es decir:

y

X X Z Z
pois el el oo vl

y X x ¥

Actividad

2)

nto A=-3,

Y

Z=-_3
z

F 41 de pint iolet x+2x_x-5+2x-3_5x+6x_11x
raccion de pintura violeta 37T = G T

Respuesta La fraccion resultante de pintura violeta es %
1

a
4). Para hacer un tipo de jugo tropical, se mezclan 7 litros de jugo de pifia,
ﬁ litros de jugo de naranja 'y ZS—C litros de agua, ¢cual es la fraccion total

de jugo tropical resultante en funcién de a, b y ¢?

Solucion

El total de litros de jugo es:

a 3b 2c _ 35a + 60b + 56¢
477 5" 140
Respuesta
35 60b + 56
El total es 222 b * >6¢
140
: - -1
5). Para hacer un jarabe medicinal, se mezclan Y 7} litros de extracto
X+ a+2
de hierbas, < litros de agua purificaday Y+ 3 litros de azucar
> 6
3b—2 -

2x
liquida, ¢ cual es la fraccion total del jarabe resultante?
Solucién

El total de litros de jarabe es:

y—1 x+1 y+3 (a+2)(y-1) @Bb-2)(x+1) x(y+3)
4 5 6 B 4 5 3
a+2 3b-2 2x

Respuesta La fraccion total resultante es:

15(@+2)(y—1) +123@b —2)(x + 1) + 20x (v + 3)
60

6) Una superficie rectangular tiene una superficie dada por la fraccidn

algebraica y cuyos lados vienen dados por

3 B
(a-3)(a-4) a-3 y a-4"
Encuentre los valores de A y B para conocer los lados del rectangulo.

Solucién
A B A(a—4) +B(a—23)
a—3 a—4 (a=3)(a—4)
Igualando con la fraccion algebraica
3 Ala —4) + B(a—3)
@-3)@a-4  (@-3)(a-9

Asi,3=A(a—4) +B(a—3)
Cuando a =4, B = 3 y también cuando a = 3, entonces A = —3
Respuesta Los lados del rectangulo vienen dados por las expresiones
3 3
"a-3'a—4

g A 3 3 a A
En el ultimo problema, obtuvimos a = las expresiones que corresponden a la longitud

)
a-3 a

de los lados de un rectangulo. Respondemos a las siquientes cuestiones:
1) Las dimensiones de figuras geométricas siempre son no negativas, ¢para qué valores

ang q g 3 3
de a, toman valores positivos las expresiones correspondientes de los Iados—;yn?

Qué ocurre si a=3 0 a=4, es un numero? ¢es cero? Debatimos con los compafieros de clase.
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Las fracciones algebraicas son una herramienta fundamental tanto en el
ambito académico como en aplicaciones practicas y tienen una amplia
gama de aplicaciones en diversos campos su estudio es esencial.

- EnFisica, se utilizan para modelar fenémenos fisicos como la velocidad,
la aceleracion, la densidad y muchas otras magnitudes. Por ejemplo, la
ley de Ohm, que relaciona el voltaje, la corriente y la resistencia en un
circuito eléctrico, se expresa como una fraccion algebraica.

- En Quimica, son fundamentales en célculos estequiométricos y en la
expresion de concentraciones de soluciones.

- En Economia, se utilizan para analizar variables econémicas como la
oferta y la demanda, el crecimiento econdémico y la inflacion.

- En Ingenieria, son esenciales pues muchos modelos matematicos
para el disefio de estructuras, circuitos eléctricos, sistemas mecanicos
y mas, son modelizados a través de expresiones que muchas veces
involucran fracciones algebraicas.

- En Informatica, se utilizan en algoritmos y programacién para
representar relaciones y realizar calculos.

Trabajar con fracciones algebraicas ayuda a desarrollar habilidades de pensamiento critico y logico, el dominio de
las fracciones algebraicas es esencial para el estudio de matematicas avanzadas, como el calculo, algebra lineal,
geometria analitica. Estas areas son fundamentales para carreras en ciencias, tecnologia, etc.

Fuente: OpenAi, 2024

V7

»4PRODUCCION

78\

Cadena de dominés de fracciones algebraicas

Fraccion inicial Fraccion reducida

Materiales: N 1 P x—1
- 12 fichas de dominé de cartulina o papel bond. o1t =2 B—2xl—x+2
— 1 hoja para rellenar los resultados. =2 %42 2?18
- Tijeras, pegamento, etc. Y12 x=2 2 _4
Instrucciones: x4l x-1 4x
Conlas 12 fichas deljuego, se debe formar una cadena x—1 x+1 2_1
que relacionen unas operaciones entre fracciones 1 2x 1 2
algebraicas y el resultado de esas operaciones. Para PR x+1
ello, escribimos fracciones algebraicas en las fichas. R x—y
Efectuamos las operaciones entre fracciones y y
planteadas y rellena una tabla con tus resultados. 3x—2 x+2 22 4 6x
Comprobamos con alguna compariera o compafero x2—1 x—1 21
de clase que los resultados son correctos. x—y x—z 2+ 8
Después de recortar las fichas, se debe hacer una ooy X2 —4
cadena con todas las fichas, utilizando sus resultados 3x  x+2 2
de la tabla rellenada, empezando con INICIO vy -1 x+1 _xx2+_x1+ 2
acabando con FINAL. 3 x  x+1 5
x—1 x+1 x2-1 XAxt2
x2—1
x _% x2+1
2x 3x+1 1-—x *
x—1 x-1 x%2-1 5x2 + 7x
x2—1
INICIO FINAL
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

FRACCIONES ALGEBRAICAS Y SUS Maximo Comun Divisor (M.C.D.)

OPERACIONES Determina el M.C.D. de las siguientes expresiones

Minimo Comtin Multiplo (m.c.m) algebricas:
Determina el m.c.m. de las siguientes expresiones
algébricas: 1) 3x+3,6x—-6
2 . 5q2 —
1) 3a® + 3ab, 5a 5ab 2) 5x + 10, 10X2 — 40

2) 6x3y —6x?y; 9x3y? + 18x%y?

3) x4+ 2x%y; x2 — 4y?
3) 4x3y? —8x2y3; 12x2y3

4) 3a’x —9a* x*—6x+9
4) ab+b;a’*+a

5) 4a? —9b?; 4a® — 12ab + 9b>
5) a?—a; 3a® — 3a?

6) a’®+a’b; a®+ 2a®b + ab?
6) 30ax? — 15x3; 10axy? — 20x2y?

7) 3ax + 12a; 2bx? + 6bx — 8b
7) 9ax®y*; 3a’x%y* — 9a’x?y*

8) x3—25x; x2+42x —15
8) 5a?—15a;a® - 3a?

9) (x—1%x*-1
9) 3x3+ 15x%; ax? + Sax

7 (x+1D%x*+1
10) a? — b?; a? — 2ab + b?

8) x3+y% (x+y)3
11) m3 +n3; 3am + 3an

9) xX*-y% (x-y)°
12) x%2—-4;x*-8

10) x%2+3x—10; 4x>—7x—2
13) 2ax?+ 4ax; x3 —x? —6x

1) a?+a-30;a%+3a—18
14) 9x%—1; 9x?—6x+1

12) x3 — 9x + 5x% — 45; x* + 2x3 — 15x2
15) 4a?+4ab + b?%; 2a% — 2ab + ab — b?

13) x®—4x3 —32; ax* + 2ax® + 4ax?
16) 3x%+ 3x— 60; 6x% — 18x — 24

14) 8(x —y)? 12(x* - y?)
17) 8x3 +y3; 4ax? — ay?

15) 5(x +y)?% 10(x% + y?)
18) 2a®—12a?b + 18ab?; ax — 9ab?x

16) 6a(m+n)3; 4a’b(m?+ n?)
19) ac + ad — 2bc — 2bd; 2c? + 4cd + 2d?

17) ax(m—n)3; x3(m3 —n?)
20) 3a’m?+ 6a’*m — 45a?; 6am?x + 24amx — 30ax

18) 2a? +2a; 3a? — 4a; a* —a?
21) 4x* —y? (2x% —y)?

19) x2 4 2x; x3 —2x?%; x> — 4
22) 3x°—3x; 9x3 — 9x

20) x?2+x—-2;x2—4x+3;x2—x—-6
23) a?+ab; ab + b%; a® + a®b

21) 6a?+13a +6; 3a® + 14a + 8; 4 + 12a + 9a?

24) 2x3 — 2x?; 3x% — 3x; 4x3 — 4x?
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Simplificaciéon de fracciones algebraicas

Simplificamos o reducimos a su mas simple

expresion:
1 3ab
) 2a%x + 2a3
xy
2) 3x%2y — 3xy?
2ax + 4bx
3) 3av + 6bv
ay + 6by

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

x?—-2x -3

x—3

10a?b3c
80(a® — a?b)

x%2 -4
S5ax + 10a

3x% — 4x — 15
x2—5x+6

15a%bn — 45a’bm

10a%b?n— 30a?b?m

x% —y?
x2 + 2xy + y?

3x%y + 15xy
x?—25

a’® — 4ab + 4b?
a3 —8b3

x3 4+ 4x? - 21x
x3 — 9x

6x%>+5x—6
15x%2 — 7x — 2

a®+1
a*—a®+a-1

2ax + ay — 4bx — 2by

ax — 4a — 2bx + 8b

Operaciones basicas con fracciones algebraicas

a) Adicién y sustraccion

Sumamos:
N 1 N 1
) x+1 x-—-1
2 1
2) —
x+4 x-—3
3 6
3
) 1+x+2x+5
m m
4) -
m—n m+n
5) m+3 m+2
m—3 m-—2
x + x —
6) y y
xX—y x+y
b x+1
7) 2 2
-1 (x-1)
2 3x
8 —
) x—5 x2-25
1 x—y
9 3x—2y+9xz—4y2
x+a 3a?®—x?
10) -
x+3a x%2—9a?
m a a+m
1) a?—am am —m? am
12 3 x —1 x+ 8
) 2x+4 2x—4 x%2-4
13 1 + 1 +x+3
) x+x2 x—x2% 1-—x2
X — X+ 4x
14) y y . yz
x+y x—y x?-—-y
15) 1 a a+5

+ +
a—5 a?—4a—-5 a’+2a+1

®
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b) Resta

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

1 1

x—4 x-—3

m—n m+n

m+n m-—n

1—-x 14+«x
1+x 1—x

a+b b—a
a’+ab ab + b2

m?2+n® m+n

m2—n? m-n

X x+1
x2-1 (x—1)?

1 1
a®—-b3 (a—-Db)3

x+ 2 x—1
8x—8 4x+4

a—1 1 1
at+a 2a—2 2a+2

1 1 1
4a +4 8a—8 12a?+12

1 1 2y

xz—xy_xz+xy_x3—xy2

2a2—-3 a+1 9a%?-14
10a + 10 50 50a + 50

¢) Multiplicaciéon
Multiplicamos:

15m?  20y2
19ax3 38a3x*

1)

11x2y3
2 - 22y*
) T~ y
3) 5a3 3a?
a’b +3ab? a?+ 6ab + 9b?
3 _ 2 _
4) 2x 2x 'x X
2x2+6x 2x+6
5 1 2
) x2—x—30 x2+x—42
6 4x — 6 20x% — 30x
) x+1 15x3 + 15x2
7) x2+2x—35 x?>—6x+5
x2 —5x —24 x2—15x + 56
d) Divisién
Dividimos:

2
3) 2x +x+ 4
6 8x + 4

5x+25_ 7x +7
14 " 10x + 50

4)

5) xy —2y*  x* +2xy+y?

xZ+xy  x%-—2xy
6) x? —4xy +4y*  x?
x2% + 2xy C X2 — 4y2
-1 2_4a-5
7) a L@ a
2a?% — 50 6a+6
x*=27 a*+a+1
8) a3 -1  x24+3x+49
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®
e) Fracciones complejas b) Multiplicacién y division combinadas
Simplificamos: Simplificamos:
x_Y
1 y x 1) (a? — 3a)? 27-a®>  a*-9a*
) 1+X 9—-a? (a+3)2—3a (a?+ 3a)?
x
a+4+2 2) a*-5a (a*+6a—55 ax+3a
2) > b+ b? b2—1  ab? + 11b?
1 N —
a
3a 3) 1 _ ad —a’x a? —x?
3) 2+% a3+ a?x  \a?+ 2ax +x2 a3+ ax?
10b
a+73
a) 2 . 1 (x+7)
P & P rx—42 x2+x—42) 4
4) a+x
2 a’
 —aFx 5) 4m—6  20m* —30m 4
20x2 + 7 6 m+1  15m3+15m2) m—1
X X —
5) 7) X Problemas de aplicacion con fracciones
i 25 algebraicas
Responde:
Operaciones combinadas ] .
1) El area de un rectdngulo es 2xy + 4x +2x + 4

a) Suma y resta combinada

Simplificarmos:

m2 y uno de sus lados mide x + 1 m, ¢cual es la
longitud del otro lado?

1) 2x +1 x2 2x 2)  Un jardinero mezcla é litros de fertilizante con Z—z
12x+8 6x2+x—2 * 16x — 8 litros de agua para preparar una solucion
nutritiva, ¢cual es la fraccién total de la mezcla
., o
2 1 1 1 de solucién nutritiva’
ax a’+ax a+x 3) Tu y tu amigo ganaron un premio de Bs % Si
deciden dividirlo de manera justa y equitativa,
3) 1 1 + 2y jcuantos bolivianos recibird cada uno?
T 2 2
x+y x—y x"+y 4) Tienes dos recipientes de jugo. El primer
recipiente contiene 2 litros de jugo de naranja
2 x+3
4 a—1 a—2 a“+2a-6 - . 3 .
) — + > y el segundo recipiente contiene = litros de jugo
3a+3 6a-6 9a”—9 de maracuya. Si decides mezclar ambos jugos
en un tercer recipiente, ¢cuantos litros de jugo
5) 1 + 2 _ 3 obtendras?
2 _ 2 _ _ 2
a“+2a—-24 a 20—8 a®+8a+12 5) Un contratista construye una pared utilizando
Eati 2x-1
x+y x+2y y % metros cuadrados de ladrillos y xsi metros
6) xy B xy+y? x%+xy cuadrados de cemento. Luego divide el area total
construida por % para calcular el niumero de
7 a3 a+3 a—1 secciones, ¢cual es el area final de cada
) seccion?

+ —
al+1 a?2—-a+1 a+1
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POTENCIACION ALGEBRAICAEN EL
DESARROLLO DE LA CIENCIAY LA TECNOLOGIA

La potenciacion algebraica, aquella operacién que consiste en multiplicar
un numero por si mismo un determinado numero de veces, es una
herramienta matematica de gran poder y versatilidad. Su aplicacién se
extiende a practicamente todas las ramas de la ciencia y la tecnologia,
desde la fisica y la quimica hasta la ingenieria y la informatica. La
potenciacion nos permite escribir nimeros extremadamente grandes o
pequeiios de forma concisa.

La potenciacién algebraica es una herramienta fundamental en la
informatica. Desde la representacion de niUmeros hasta la realizacion de
calculos complejos, la potenciacion esta presente en todos los niveles de
una computadora. Su comprensién es esencial para cualquier persona

que quiera profundizar en el funcionamiento interno de las computadoras : Equivalencia Valor
y desarrollar software SLIGED) en potencias  aproximado en

. de 2 decimal
Megan esta preparando el anuario digital de su curso con fotos y Kilobyte
videos de dos minutos, por esta razon analiza el espacio que tiene en (KB) 210 bytes 1024 bytes
su computadora, si su disco duro tiene una capacidad de 500 GB, en Megabyte | 0, oo 1 048 576 bytes
realidad significa que tiene aproximadamente 500- 2*° bytes = 222 Mb de (MB)

. ) . . . . Gigabyte 30 1073741824

almacenamiento. ¢ Cuantas fotos y videos podra almacenar si cada foto (GB) 230 bytes bytes
ocupa aproximadamente 16 Mb (2* Mb) y el video de dos minutos 256 Terabyte | L0, 1099511 627776
Mb (28 Mb)7 (TB) vtes bytes

Leemos y respondemos las siguientes preguntas:
— ¢ Cuantas fotos podra almacenar en la memoria de 500 GB y exprésalo en potencia?
- ¢ Cuantas fotos y videos podra almacenar en la memoria de 500 GB y exprésalos en potencias?

Actividad

- ¢ Qué oftras aplicaciones de la potenciacion algebraica puedes mencionar?

1. Teoria de exponentes

C La teoria de exponentes estudia las diversas relaciones existentes entre
omponentes_ de una todas las clases de exponentes, mediante propiedades y teoremas.
potencia Las potencias pueden verse como manera simplificada de escribir una

multiplicacion de un mismo numero reiteradas veces.
/ exponente Ejemplo:

a®*=a-a-a---a=> V/exponente
L ——
n - veces '/-D

*=4.4-4-4=256
base potencia ,/>

base potencia

La manera de leer esta expresién es “cuatro a la cuarta”

Ahora escribimos el niumero de multiplicaciones de las bases que indican las potencias y viceversa
en los siguientes:

) []=7-7-7-7-7-7 3) 43= 5 a°=
2) 37 = 4 []=10-10-10-10-10-10 6) 1000° =

Actividad
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®

a) Propiedades de exponentes

N° Propiedad Forma general Ejemplo
1 Producto de bases iguales, se escribe Ig base y se a™ - a = g™t (72) % (72) 6 = (72)%°
suman los exponentes, respetando sus signos.
Cociente de bases iguales, se escribe la base y se a™ (72)°" gm—2m om
2 : 2 _gn = (72) %"= (7z)
restan los exponentes, respetando los signos. an (72)%m
3 Si el exponente es cero y la base es un numero =1 (70y)°= 1
distinto de cero, el resultado es 1. -
4 Potencia de otra potencia, copiamos la base y (a™)"= gm" [(11x) 3]4 = (11x)*?
multiplicamos los exponentes.
Cuando el exponente es negativo, escribimos una 1 352 1
5 fraccion con numerador igual a 1 y denominador a la a™ = a (=3x) 7= (—3x)?2
base y el mismo exponente, con el signo cambiado.
6 La potencia de un producto sera el producto de las | (a - b) ™= a™ - a™ [2x)(BY)]° = (2x)°- (8y)®
potencias elevadas al mismo exponente.
m 6
v La potencia de un cociente es igual al cociente de (E)m - 8mn\" _ (8mn)°
cada una de las bases elevadas al mismo exponente. b b™ 7pq (7pq)°
Ejemplo:
Producto de bases iguales Potencia de otra potencia
a) 73.76.7.79 = 7(3+6+1+9) =7 a) 42 = (22 )2: 2@ =24=16
b) 171729.171729.1 71729 — 173-(1729) — 175187 b) (33 )2= 362 = 36
C) C) am™ = q"m= (an )m= (am )n
< 1>3a < 1>4-b ( 1>5c < 1>3a+4b +5¢ Exponente negativo
—_— [ [ N [—— =| —— 1
-1 _—
5 5 5 5 a)3 1= =
1z 4 124 1t2+44 7 11
d)x3-x3-x3=x333=x 3 =x3 [;))6_5+6_3=—6+—3
6 6
Com:)nte de bases iguales C) (748) B9 . (784) ~89 — (748) #96 . (784_1)896
5 e89-91 _ -2
2) 59 > > _ (748)8%6
2025 2025 -2024 1 IZOL
) Zomm = X =X =X Potencia de un producto
)Zq_p = 7a-P-w-a) = ,a-P-P-q = ,a-a-P-P — ,-2p a)(9-8)2=92.8°
zP—q
d) b)[alb-c-d-e-f-g)]”
=a’-b-c-d-e-f-q)7
GL+2+3+4+5+6 5 (142 +3+4+5+6) =a’-(b-c-de f-g)
— = 5(142+3+4+5+6) +(6+5+4+3+2+1) .
§5-6-5-4-3-2-1 "~ ©—(6+5+4+3+2+1) 1 1 (‘Z) 1 (‘%) 1 (_%)
_ s2(e2seassee) _ gh2 o (-3) "= (-)
Exponente cero Potencia de un cociente

a) em ’ =1 b) (9a + 5p)° =1 1 (—i) 1(—%) x \10 »10
) “ = Y as L

Aplicamos las propiedades de potenciacion mas conveniente para simplificar los siguientes:

e 1) b2-b%-b5-b7 4) n%*-n%.n% n%.no 7) 30° 40" _ s50°

S L2021 g2024 302 403  50%

% 2) ()3 (=) 3 (-0)3- ) w-wtom 8) [(22)2]3+(2°)?
2

< 3

3) Gd)? Gd)?- (3d)? 6) 872+(3) 9) [(3)%4+(3)5

2
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2. Reduccion de expresiones algebraicas aplicando las diferentes propiedades de potenciaciéon

A continuacién, se simplificaran expresiones algebraicas utilizando las propiedades de exponentes que vimos
antes.

a) Reduccion de expresiones algebraicas aplicando las
diferentes propiedades de potenciacion

Representacion geométrica

de las potencias A continuacion, se simplificaran expresiones algebraicas utilizando las
propiedades de exponentes que vimos antes.
Ejemplo:

Simplificamos

50 — veces

=lfffffl

[ —— T ———
48 — veces

F

l' Solucion

El area de un triangulo equilatero La expresion de F contiene tanto en su numerador y denominador, un
de lado [, viene dada por la producto con una indicacién sobre cuantas veces se multiplica f, luego:
expresion
\/E f50
A= T F = f50-48 = f2

e

por la potencia del cociente de la misma base.
El resultado es F = f?

Ejemplo:

Simplificamos:

% . l(5x.Sx.....Sx),+(x.x.....x)+‘(mx.mx.....mx)’
= Y M :
m — veces m — veces m — veces

l

Solucién
El volumen de un tetraedro regular ) .
de arista [ viene dado por: Analizamos en el primer sumando:
Sim=2;5-x-5-x=5-5-x-x=5%x?
Vzg Sim=3;5-x5-x-5-x=5-5-5-x-x-x=5%x3

En general para cualquier numero natural m, tendremos 5™ x™
Aplicamos el mismo analisis al segundo y tercer sumando, y obtenemos x™y m™x™, respectivamente.
Luego la suma queda 5™ x™+x™+m™-x™ y factorizando:

5™+ x™m+ mmx™ = (5™ + 1 + m™)x™

El resultado simplificado es (5™ + 1 + m™)x™

Aplicamos las propiedades de potenciacion mas convenientes para simplificar los siguientes:

o — y2ta , ,3-a, .4 22+1_a
5 1) A= x3a.x3-a. yt+a 2) D=a112+b358 N 6=
_‘; 2) B = 22%t% ., 23-Xx  94-x ox | 5) E = (Za)—a+a . (2(1)3 + (2025)—a+a 3

(8) 2 8) H Si——-- ——
< 3) I= 32 20 _ 2023 6) F= ZTZ p3+3_p6+1_p3

2
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Ejemplo:

Simplificamos:

Solucion

y)

3.—(x-y2)2
x4

Se va a detallar cada paso de la simplificacion:

D= (x2) -y 20

o
X222

— 6 3

_x.y . x4
=x6.y3.y .
=x6,y3+4‘x
:x6+(—2)_y7

=x*y7

El resultado es D = x*- y’

Ejemplo:

Por potencia del producto

Por potencia de otra potencia
Multiplicando los exponentes

Asociando

Por potencia de la misma base y del
cociente.

Por potencia de la misma base y
operaciones

A Marco en su preparacion para un examen de matematica, le piden

simplificar la expresion:

Solucion

1
M = (8x4y_3)_2 (5 x_5y2>

Se va a detallar cada paso de la simplificacion:

_ 1 1 5.2
M= Gx Ty

y
_
64x8 2x°
_ y0+2
64'2'X8+5
yB

T 128413

Respuesta

Por potencia negativa

Por potencia negativa, en y 3y x=°

Operaciones algebraicas

Potencia de un cociente

Por potencia de otra potencia

Operaciones algebraicas

Producto de potencias con la misma
base

Operaciones algebraicas

Marco esta totalmente seguro que el resultado de la simplificacion es:

8

A
128x13

Contraejemplo en

matematica

Un contragjemplo en matematica

es un ejemplo especifico que

demuestra que una afirmacion

general es falsa. Aqui algunos

ejemplos en diferentes areas de

la matematica:

- Aritmética

Afirmaciéon: “La suma de dos

numeros enteros siempre es

mayor que ambos sumandos”

Contraejemplo: Tomemos tanto

a 0 como a 1, luego su suma es
0+1=1

pero concluirque 0 <1y1<1es

falso.

- Algebra

Afirmacioén: “Todo polinomio

de grado 2 tiene al menos una

solucion real”

Contraejemplo: El polinomio

x*+1=0 no tiene soluciones

reales.

- Geometria

Afirmacion: “Todo cuadrilatero

con dos lados paralelos es un

paralelogramo”

Contraejemplo: Un trapecio tiene

dos lados paralelos, pero no es un

paralelogramo, ya que soélo dos

de sus lados son paralelos.

Sin embargo, la busqueda de
contragjemplo para afirmaciones
puede ser tan compleja como
desafiante. El jurista y matematico
francés  Pierre de  Fermat
(1601-1665), habia afirmado la
inexistencia de numeros enteros
positivos x,y y z, tal que:
x"+yt=2z"

donde n = 2. Durante mas de 300
afos se intenté probar o refutar
tal afirmacion, hasta que en 1995
el matematico inglés Andrew
Wiles pudo dar al conocimiento
publico una demostracion de tal
afirmacion, pasando a llamarse
“el ultimo teorema de Fermat”.

O
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Signos de las potencias

Signo del
Base Exponente resultado
Par Positiva
Positiva
Impar Positiva
Par Positiva
Negativa
Impar Negativa

Potencia de un monomio -
: ' .
y un polinomio _ ((3-4)”+(2-4)”+(2-3)")§_ 1

Para calcular la potencia de un
monomio, se eleva al exponente
el coeficiente del monomio y
cada una de las variables de la
parte literal (con sus respectivos
exponentes).

Ejemplo:

1). (7c3d?*)*= 49ctd*
2). (-15y)3= —3375y3
3) (_11p5q8 )2 - 121p10q16

1 S|
4). [ _Zg2p3 ) = Zg4p6
< 5ab> 5ab

Las potencias de un polinomio
se refiere a elevar la expresion a
un exponente natural. En el tema
de productos notables se estudia
con mayor detalle. Las potencias
mas conocidas y utilizadas son:

- (a+b)?=d? +2ab +b?
- (a—-b)? =a® —2ab +b?
- (a+b)3

= a® + 3a’b + 3ab? +b3
- (a-b)?

= a3 - 3a?b + 3ab* —b3
- (@a+b+c)?=a?+b*+c?

+2ab + 2ac + 2ac

Ejemplo:

(a +2b)? = a? + 4ab +4b*
(Ba + 2b)? =9a? + 12ab +4b?
(x —5y)%=x? —10xy +25y2
(x+2)3=x3+6x>+12x+8

QX+ _ox+2 X +3

Actividad

2X=2

1) 4A=—-(-100)°— (_1—2)_2

Ejemplo:

En la prueba de matematica, la maestra les pide a sus estudiantes simplificar
la expresion:

1 1
R=@"+3"+4™Mn-(6"+8"+12")n
Solucion
1
1 1 1\n 1
k= (z_n+ P 4_") [P Por potencia negativa

1
3147 421474 2™ 3™\
2n.3n .4”

1 Sumando las fracciones dentro los
paréntesis

1
(6" 4+8n+12m)7

Potencia de un producto

.3 1
234" (6 +8"+12n)7
1
n n n\ o . . sa
= ((12) ‘2(8))”“6) )"- L Operaciones aritméticas
24 (6n+8n+12m)7
n n n l
_ G248 +6 m L Por potencia de otra potencia
(24M)7 (6" +8"+12M)7
1
n n nY)= . .
- 4248 o " LI Por potencia de un cociente
(240)7 (6"+ 8"+ 12")7
1
n, on n)= .
Gl 2 " LI Conmutando y asociando
(24M)m (6"+8"+12n)7
1 1
= 1= 5, Simplificando la expresién
(24M)7m

1
Respuesta La maestra debe verificar que los estudiantes obtengan o
como resultado final.

3. Signo de las potencias
Signos de potencia de cantidades positivas: Cualquier potencia de un

numero positivo, evidentemente es positivo, porque equivale a un producto
en que todos los factores son positivos.

Ejemplo:
(1)2%5 =1 - (9a®p®) %= ﬁ
- (4y)%=64x3 - (2m°n®)® = 64m3°n*8

Signos de potencia de cantidades positivas

En cuanto a las potencias de nimeros negativos, existe dos posibilidades:
“Toda potencia par de una “Toda potencia impar de una
cantidad negativa es positiva” cantidad negativa es negativa”

Ejemplo: Ejemplo:
(-2)2=4 - (-2)%=-8
- (=3x)% = 9x? - (—3x)% = —27x3

- (-5a2b®)" = 625a°h ™ i}

(—2m® nB)G = 64m30n*8

(-5a2b3)° = —3125q1°H"

(—2mSn®)” = —128m35n%

Simplificamos utilizando propiedades adecuadas:

4‘0_2025 6(12024 a2023

3 E= = a 5 D=

a1825 al824 al823

9 5=()"+() ()"

X1 _gX—1, cX—2025

6X—2024

6) G=2z+1D)°+@2z+1)°
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La potenciacion algebraica es una herramienta matematica fundamental
que nos permite modelar y comprender una amplia variedad de fenémenos,
desde el crecimiento de una poblacion hasta el comportamiento de las
particulas subatéomicas. Aunque no siempre la vemos de forma explicita,
esta presente en muchos aspectos de nuestra vida diaria.

Los exponentes son una herramienta matematica fundamental que
encontramos en muchas areas de nuestra vida diaria. Su capacidad para
representar nimeros muy grandes o muy pequefios de forma concisa los
hace indispensables en diversos campos, algunas de las aplicaciones mas
comunes de los exponentes son:

Fisica: Describen fendmenos como la desintegracion radiactiva, el
crecimiento exponencial de poblaciones o la disminucién exponencial de
ciertas sustancias.

Quimica: Se utilizan en calculos relacionados con reacciones quimicas,
concentraciones de sustancias y constantes de equilibrio.

Biologia: Modelan el crecimiento de poblaciones, la propagacion de enfermedades y la genética.

Astronomia: Expresan distancias enormes entre estrellas y galaxias, asi como la masa de cuerpos celestes.
Los exponentes son una herramienta muy Util que nos permite modelar y comprender una amplia variedad de
fendmenos, desde el crecimiento de una poblacién hasta estimar distancias que escapan a nuestra imaginacion.

N

»*@PRODUCCION

78\

La tetracion es una operacion matematica que representa una iteracion de
la exponenciacioén. Si bien es menos comun que otras operaciones como la
adicién, multiplicacion o exponenciacion, es util para describir crecimientos
muy rapidos

Formalmente, la tetracion se define como una secuencia de potencias
iteradas de una base a, repetida n veces. Se denota como "a o también

aaa"' . . 3 22
a® con n exponentes, por ejemplo, el numero 32 = 24" lo calculamos

2% = 24 = 16

Fuente: OpenAi, 2024

Materiales Descripcion de la actividad

1). Organizamos grupos de 2 a 4 personas
2). Proponemos a cada grupo calcular las siguientes

. e tetraciones
— Pizarras o papel grafico - 23 - 24
- - 3
- Marcadores 2 3
o 3). Cada grupo comparte sus resultados con la clase.
— Calculadoras cientificas La o el maestro guia una discusion sobre las
- Acceso a software matematico (opcional, si el aula propiedades de la tetracion (crecimiento rapido,
desafios en su calculo, etc.) y como se diferencia de
cuenta con acceso) otras operaciones.

4). Discutir las implicaciones del resultado y como
representa el crecimiento exponencial de la
tetracion.

Analizamos la lectura anterior para responder las siguientes preguntas:

- ¢Cual es la dificultad al calcular tetraciones ara nimeros mas grandes?

- ¢Qué es el numero de Graham?

- ¢Cual es la moraleja que nos deja la tetracion y otras formas de generar nimeros inmensamente grandes
acerca de la imaginacion humana?
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RADICACION ALGEBRAICA EN EL
DESARROLLO DE LA CIENCIAY LA TECNOLOGIA

La radicacion algebraica es una operacion matematica fundamental con
multiples aplicaciones en la ciencia, la tecnologia y la vida cotidiana, la
radicacién permite resolver ecuaciones que involucran potencias, lo cual
es esencial en muchas areas de las matematicas

Los estudiantes del tercero de secundaria observan que cae el foco de
alumbrado del tinglado de su colegio, saben que la altura del tinglado es de
32 m, su curiosidad es conocer el tiempo que tardo en caer el foco al suelo.
Utilizaremos la férmula de la caida libre, que incluye una raiz cuadrada.

Fuente: OpenAi, 2024
Donde:

- hesla altura desde la que se deja caer el objeto.
- g es la aceleracién debida a la gravedad (aproximadamente 9.81 —)

Leemos y respondemos las siguientes preguntas:

— Explicamos en nuestros términos que entendemos por caida libre

- ¢Cuales otras aplicaciones de la radicacién algebraica podemos mencionar?

- En nuestras palabras, ¢por qué la férmula de la caida libre involucra una raiz cuadrada?

1.Radicales (raiz de indice natural de una expresion algebraica)

Si bien se indica muchas veces que la radicacién es “la operacion inversa
U R CNVGERETPAEEINEY 5 |3 potenciacion”, esto puede ser desglosado en la siguiente frase:

Actividad

|
N
.

indice raiz n-ésima “para un numero dado, si encontramos otro cuya potencia n-ésima es el
primero, el segundo numero es una raiz n-ésima del primero”
Va=b
K_ En simbolos, podemos expresarlo asi:
radicando

a=bh" < "a=h

Para tu conocimiento

El S.I. yla |.S.0. en su norma

80 000 admiten actualmente dos
simbolos como separadores de
los numeros decimales:

la coma “,“y el punto “.“

Por otro lado, la A.S.A.L.E. en las
normas ortograficas recomienda
utilizar el punto decimal “.”

Tomando en cuenta estos
aspectos, se utilizara el punto
decimal como separador.
Ejemplo:

3.14 ;071 ;-05 ;-0.11..

Fuente: Sistema Internacional de unidades

y la frase, puede adaptarse para niumeros a y b:
“para un numero a, si encontramos otro numero b cuya potencia n-ésima
es igual a a, entonces b es una raiz n-ésima de a”

Ejemplo:

1). Sabemos que 25 = 5%, luego 5 es una raiz (en este caso decimos
cuadrada) de 25.

2). Sabemos que 1000 = 103, luego 10 es una raiz (en este caso decimos
cubica) de 1000.

3). Sabemos que 16 = 2%, luego 2 es una raiz (en este caso decimos cuarta)
de 16.

4). Sabemos también que 32 = 25, luego 2 es una raiz (en este caso decimos

quinta) de 32.
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Ejemplo:

Calcular las siguientes raices aplicando la definicion:
a)144 = 122 = 12 =144 b)33 =27 =3 =327 ¢)—125 = (-5)3 & —5 = =125
d)V169 = 13 = 13%=169 e) V121 = 11 & 121 = 112 f) 56 = 15625 < /15625 = 5°
g) M)3=64 = V64 =4 h) 1024 = 210 & ¥/1024 = 2

2. Propiedades de radicales
N° Propiedad Forma general Ejemplo

Potencia de una raiz y raiz de una potencia. Las
raices no son mas que potencias, por tanto muchas
de las propiedades para potencias se cumplen para
radicales.

Vam = (Ya)" = an VE=(V8) =&

Raiz de un producto. El producto de radicales de
2 igual indice es igual al producto de las raices de Ya-b=%%a-%¥b V8-27=38-327=2-3=6
cada uno de los factores.

Raiz d iente. Laraizd ient n
Raiz de un cociente. La raiz de un cociente es Ja %Va .[512 512 8

3 igual al cociente de la raiz del numerador entre la —=— — = =—_=2
raiz del denominador. b ¥b 64 Vea 4

Raiz de una raiz. Se multiplican los indices de los [ . s [, 35 15
4 radicales y se copia la cantidad subradical. ="Va Va = "Y32768 = V32768 =2

Ejemplo:
Simplificamos utilizando las propiedades de radicales:
a)V49b2c3d* =V72h2c3d4 b)V350 =v2-5-5-7 c) V1156 = V22 - 172
=V72.b2.c-c?-d2-d? =V2-52-7 = V22172
=72 b2 ez yo a2 -4z VI VT VE N
=2V3:b-c-d-d-c =5V5:V7 =2-17
= bcd?V3-c =5V5-7 =34
= bcd*V3c =5V5-7

3. Introduccioén de factores en un radical
Nota para la raiz cuadrada

A partir de la raiz de un producto:
Mar-b="Ya"- ¥b=a-%¥b Paran=2ya=25, tenemos
25 =52 & 5 =125
es decir, tenemos la igualdad: a - Vb= Ya™-b

Interpretando, el factor a, se introduce en el radical elevado a la potencia
igual que el subindice.

pero también se verifica que

25 =(-5)%2 < —5=+25
De aqui en adelante, la raiz
cuadrada de un numero, sera

Ejemplo:
jemp - [ 2 [T b)2a¥3= V23-a3-3 aquel NO NEGATIVO, luego sélo
a); V128 = \/3—7-27 = \/(5) -27 = V2443 puede ocurrir:
. ¢) 7V2a =V7% - 2a V25 =5
=3'2=3 = V98a

- Introducimos el factor debajo del signo del radical en los siguientes ejemplos:

© 1

S n

S 1) 5V8 3) tV3z 5) 7eV7 7)  aV10 9) 2V3
< 2) 2V3b 4) 2x33x2 8) bV100 10) 22v2*

6) 2

N
m

=
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Exponentes fraccionarios

iy
"\/am = qan

El exponente fraccionario es una
forma equivalente de expresar un
radical, lo cual nos permite utilizar
propiedades de  exponentes
que ya aprendimos en temas
anteriores

1
\/_=2a=a2

5

Yns=n3

Ejercicio resuelto

Angel desarrolla la expresién

E =18 +8 + /1250

y quiere saber si el resultado es
una cantidad irracional.

Solucién

E =18 + V8 + V1250
=+/32.24++22.24++5%.2

pues Vab = vavb
= 32V2 +22V2+ /G V2

=3V2+2V2 +25V2

= 30V2
Respuesta
Angel llega a concluir que
E = 30V2 es un numero irracional
(el cuél explicaremos mas
adelante).

1) V7;2 4)
2) 2y2ya,3b¥V5
3) V2;'V2; V3

Actividad

5)

6)

Igualamos los indices de los siguiente radicales:

4. Reduccién de radicales al minimo comun indice

Se halla el m.c.m. de los indices, que sera el indice comun del radicando
y luego se eleva cada cantidad en el radical a la potencia que resulta de
dividir el indice comun entre el indice de su radical.

Ejemplo:
Igualar los indices de los siguientes radicales: ¥/2a ; ¥/8b32, 4/6n2
Solucién

Hallamos el m.c.m. con los indices de los radicales 4,8 y 12 que es 24:
Yaque24+8=3 Yaque24+2=2

V832 = */(8b%2)3 Ven2 = *"/(6n?)?
= ZW = “V36n?

Asi, obtenemos los radicales: “/(2a) ¢, *\/(8b32)3 y *\/36n2

Yaque 24 +4=6,
_ 24 r—(Za)f’

5. Operaciones con radicales

Estudiaremos la suma, resta, multiplicacién y division entre radicales.
a) Suma y resta con radicales

Para realizar estas operaciones los radicales deben ser semejantes. Dos
radicales son semejantes si tienen la misma cantidad sub radical y el mismo
indice. Son ejemplos de radicales semejantes /2,32, 10v2, —3v2,5v2

Ejemplo:

Sumar o restar los siguientes radicales
Solucion

1)A=+vV3+2V3=(01+2V3=3V3
3)C =12 - 3V3 - 2V75

2)B=4V5-V5=(4—-1)V5=3V5
4)D = Y16+ V250

=V4-3-3V3-2V25 3 =V 2+V2. 53
=V4-V3-3V3-2-V25-3 =V2i2+ V532
=2V3-3V3-2:5-V3 = ¥23. 42+ ¥V53.32
=2V3-13V3 =2V2+532
=-11V3 =742

= 3y7-5V¥

= =2y

=5V2+4V2 - 122

=(G+4—-12)V2

Sumamos o restamos, segun corresponda:
4\/%_;83\/% 7) A=2vVb-7Vb - 10Va + 12ya
X 8 B=a+bV2Z+c+dV2
2V3 ;2.2
9) C = 48V20 + 4V80 — 5v500
. 3/9,3. %
X V2x®; V3x 10) D = 8V54 — 10V12 — 206
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Dato histoérico

b) Multiplicacién con radicales

A partir de la potencia de un producto, tenemos que:

1

1 11
(a-b)n=aqan-bn

y como ar = %/a, tenemos Va-b =%a- Vb. Interpretando esta tltima
igualdad, dos radicales se pueden multiplicar si ambos son del mismo

indice.
Ejemplo:

Multiplicamos los siguientes radicales

1)A=+7" \/— 2) B =(2V3) - (4V5) 3)¢ = (V12) - (V18)
= \/
~ =2-4-V3-45 =+12-18
=7 =8:V3-5 216 El actual simbolo de la raiz
= 8V15 = 6V6 cuadrada fue introducido en
WD=NENE b= VERNE  op=(ND NS (o2 por el meenates denan
3 2 3
= V5' 25 =V2a-3a-6 =4-V7-V5 tar esta operacién, que aparece
= {12 = V36a2 (Los indices son en su libro Coss. El signo no es
=5 = 6a diferentes). mas que una forma estilizada de
- /—) ,/_) 8)G = V50x2 - V8x2 = 63d b’ - /2825,  la letra r minuscula para hacerla
E \/_( ) B \;i \/x_ _ 3a3b2(i/ﬁ- \/E.a mas elegante, alargandola con un
= = 5xV2-2xV2 - - trazo horizontal, hasta adoptar el
= V129 = (5x + 2x)V2 2a’h 37;1 - aspecto actual, que representa la
Vet =6 = 7x\2 = (3a’*Vb+2a**)VW7a  palabra latina radix, que significa

5. Division con radicales.

raiz.

Dos radicales se pueden dividir si tienen los mismos indices. Si sus indices
son distintos se deben igualar. Para dividir radicales utilizamos la siguiente

Raiz cuadrada entera

propiedad: '\’/_ . ]
2a -+ b = n| Para hallar la raiz cuadrada
Ejemplo: '{/_ b entera de 79 debemos buscar los
- - . numeros cuadrados dentro los
Dividir los siguientes radicales: cuales se ubica 46, es decir
1) 3/54x6 2)A = 340 3) 8/729412 4)B = 5V2a 82<79<9?
3 Z 81z 6ot 3Va La raiz cuadrada entera de un
‘o Solucién ., Solucién numero es la raiz del mayor
Solucion o Solucion cuadrado perfecto contenido en
3v40 _ 3v4-25 5vV2a 5 VZa él.
32,6 6 - = ‘/ 12 12 =—-—
Ll /54" 8V1Z  8VE3 729 6/729“ W@ 3 V@ En este caso, entre 8 y 9 no
2 3210 9 s o existen numeros enteros y
27x4 T 82v3 = = 37 64 =82<79
. Por tanto, la raiz cuadrada entera
= 3x3 3| = 3a -5.3 de 79, pues es el mayor cuadrado
8V 3 E que es menor que 79.
5)¢ = GV EVaNEE 6\/—6\/4—2%3 \/33 42.18-1 J33<3—1-z4-z—3 _ 6\/33—1-24—3 La diferencia entre 79 y 64 es
R 233 18 - 18 — =
79 — 64 =15
. 32 21 Luego, 15 es denominado el resto.
= ={1=1

Hallamos los productos de los radicales: Hallamos los cocientes de los radicales:

__Na _ Vel 10) 0 =v2-V3-V4-5
E 1) 1=\/§\/§ 4) Naboc oz 7) Q_f
S 2) M=(3Y2)-3V5) 5 J=+v5.v5 LT 1) R= 2%
- 8) T=——r Viz
2 431024z 3V16
3) = _ b 22 _ =
e “FE 9 k=vENEEE g y-

O
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, 6. Radicales dobles
¢,PORQUE TENEMOS LA
/7 Son radicales que se encuentran dentro de otro radical relacionados
+ = . . . L .
R i mediante sumas o restas. Convertirlo a un solo radical significa aplicar la

A+ / -C siguiente propiedad:
JA+VB = /”Zii /”Zi C=VAZ_B; A2 >B

donde C

Verificando: También podemos utilizar la regla, vélida para numeros positivos x, y:

A+\/§=A+/A2—(A2—B) VA+2VB =Vx + ¥ ; x+y=A4; x-y=B

Hacemos C* = A*— B, luego Ejemplo:
A+VB=A++42-C? Descomponer usando /A +VB = ’A +c ’

A+C A2 —C2 A-C
=—t2|—F—*t— 1) X =+7-V13 2)y =12 - V23
PP o) (i Solucion:Hacemos 4 =7y B = 13. Solucion:Hacemos A = 12y B = 23.
como 2 = 2 (@0 @=C) Calculamos C:
4 2 2 ' - Calculamos C:
C=+A2-B
A+VB = — C=+VA2 -
=V7 18 = V12213
A+c+2 (A+C)(A—C)++A—C N =
2 2 2 2 : V6 =144 - 23
- -~ =V121=11

por producto notable:
Luego, reemplazamos: )
Luego, reemplazamos:

2
A+c |a-c N
A+VB = I 2 +’ 2 x= X6, |7=°¢ 12+11  [12-11
2 2 R e

Es decir,

3) Vamos a verificar primero la propiedad: v A + 2VB = yx + Jydonde x+y =A4;x-y=B;x=0,y=0
Solucién:
/A—Z\/Ez\[(x+y)+2\/x-y puesx +y=A;x-y =B
2
et ey s (=) =
(VE+7)’ =VE+7 pues Vx + ¥ = 0

Ejemplo: Descomponemos los radicales utilizando la propiedad fA +2VB =+x + Nid

U =+v5+2V6 2)V=+14++V192 3)W=S=\/5x—2+2\/6x2—7x—3
Como 5x —2 = (3x + 1) + (2x — 3) y también

Para x = 2;y = 3, tenemos Para x =6;y =8, tenemos

x+y=5ux-y=6,luego xX+y=5x-y=6,y Bx+1)- 2x—3)=6x>— 7x — 3
U=vV2++3 vV =14 + 2V48 Luego por la propiedad:
Por tanto V = V6 + V8 W =V3x+1+v2x -3

Ahora es nuestro turno de aplicar la propiedad en los siguientes ejercicios:

K 1) C=+3+2V2 4) D=+10+2V21 7) H=+/13 + 2V42
©

= 2) F=+21++80 5) G=+11+2V18 8) J=+v2x+2VxZ—1
(5)

<

=23+ 2V57 6) E=+14 + V196 9) K=+8a+1+2Vi5a + 7a - 2

3)
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‘VALORACION

Las raices, especialmente la raiz cuadrada, son una herramienta matematica fundamental que aparece en una gran
variedad de férmulas y ecuaciones. Aqui te presento algunas de las mas comunes:

Teorema de Pitagoras: En un triangulo rectangulo, la hipotenusa (lado opuesto al angulo recto) se relaciona con los
catetos (los otros dos lados) mediante la siguiente férmula:

hipotenusa = \[ cateto} + cateto}
Radio de un circulo de area A4:
T =

A
I

Velocidad final de un objeto en caida libre:

v= [v}+2gh

Desviacion estandar:
T=+k-r3
La tercera ley de Kepler (o ley de los periodos)
I 1)?
- N

NORMAL  SOBREPESO  OBESDADI  OBESIDADI OBESIDADIN
IMC IMC IMC IMC IMC
85-249  2B5-299  0-349 -9 240

La altura en el indice de Masa Corporal (IMC):
peso
IMC
Estas formulas muestran cémo las raices cuadradas y otros radicales son fundamentales para describir y analizar
fendmenos en diversas disciplinas.
Y

. % X4PRODUCCION

altura =

Las pantallas de los monitores se suelen comercializar indicando su
diagonal, ya que es una medida facil de entender y comparar entre diferentes
modelos, la diagonal, junto con el ancho o el alto, nos permite calcular la
relacion de aspecto de la pantalla (por ejemplo, 16:9, 4: 3)

La pantalla de un televisor, celular o tableta es un rectdngulo. La
diagonal de este rectangulo forma un triangulo rectangulo con los lados
correspondientes al ancho y alto de la pantalla. Para calcular la longitud de
la diagonal, podemos utilizar el Teorema de Pitagoras, que establece que,
en un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa (la diagonal en este
caso) es igual a la suma de los cuadrados de los catetos (el ancho y el alto).

hipotenusa = \[ cateto} + cateto

Si la medida de los monitores de nuestro laboratorio de computacion son
de ancho 60 centimetros y de alto 40 centimetros. Para calcular la diagonal,
utilizamos la férmula del teorema de Pitagoras.

La raiz cuadrada es una herramienta esencial para calcular la diagonal de una
pantalla, una medida fundamental en la industria de la electronica de consumo.

En base a la lectura anterior, respondemos a las siguientes preguntas:

- ¢Cual es la diagonal de tu monitor del laboratorio de computacién?

— En tu hogar realizamos la medicién de las pantallas de televisor(es), monitor de computadora (sean personales
0 no), pantalla de los celulares y realizamos un cuadro con estas medidas encontradas.

- Elaboramos un mapa mental del tema avanzado y lo explicamos en clases.
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RACIONALIZACION ALGEBRAICA EN EL
DESARROLLO DE LA CIENCIAY LA TECNOLOGIA

La racionalizacion algebraica puede parecer un concepto abstracto y limitado
al ambito de las matematicas, pero en realidad tiene muchas aplicaciones en
nuestra vida diaria, muchas veces mas sutiles de lo que imaginamos.

Esta técnica matematica que nos permite eliminar las raices del denominador
de una fraccion, tiene aplicaciones mucho mas alla del ambito estrictamente
matematico. De hecho, sus principios se pueden aplicar a una amplia
variedad de situaciones cotidianas, pues permite literalmente hacer una
division racional de cantidades irracionales.

Es razonable considerar que la nocién de conjugado, o de expresion
conjugada, utilizada en la escuela y en niveles superiores de formacion es
consecuencia de la identidad polinomial a’—b*= (a+b)-(a—b); la conocida
diferencia de cuadrados. En funcion de estas similitudes introducimos la que
denominamos definicion escolar:

El conjugado de la expresion a+b es a—b

Es asi que el conjugado en expresiones racionales es una herramienta
util para eliminar radicales del denominador de una fraccion y simplificar
expresiones algebraicas. Su aplicacién se basa en la propiedad de la
diferencia de cuadrados

Leemos y respondemos las siguientes preguntas:

- ¢ Por qué es necesario racionalizar?

- ¢Es posible racionalizar una expresion que involucre radicales de orden arbitrario?
- ¢ Por qué incluimos la nocion de conjugado en el proceso de racionalizacion?

(@) _TEORIA SR
1. Racionalizacion
Recuerda La racionalizacion es una operacion que permite eliminar raices de
numeradores o denominadores. En general se racionalizalos denominadores.

Por el momento, no es posible  para ello, se utilizan las reglas de las potencias y de factorizacion.

calcular la raiz cuadrad de

numeros negativos: a) Racionalizacion de fracciones de la forma B
Ejemplo: VA
Para racionalizar una fraccién, se debe multiplicar el denominador por el
“1¢R radicando del denominador, luego el radicando del denominador se convierte
dondeRdenota al conjunto de los ~ €n una potencia perfecta.
numeros reales.

Actividad

Notemos que cuando multiplicamos dos radicales con indice 2, en el producto

Numeros Irracionales desaparece el radical: 2
Va-Ja=(Ja) =a

Los pitagoricos, seguidores de la

escuela fundada por Pitagoras, se Ejemplo:
enfrentaron a una crisis filosoéfica
cuando descubrieron la existencia
de los numeros irracionales. Este V7 V7 = (\/@)2 —9 5)va-vn=(n)?=nsin=>0
descubrimiento surgié al intentar 2 2

calcular la diagonal de un cuadrado  2)V13:V13 = (vV169)" =169  6)yy-y7=(V¥) =¥ ;
unitario utilizando el teorema de . 1= _
Pitagoras. La longitud de la diagonal N ‘/p ! \/p ! (‘/p 1)
resultaba ser V2, un nimero que 3)v23-V23 = (@)2 =529

no podia expresarse como una

fraccion, lo que violaba su creencia sip>1.

fundamental de que todos Ilos _ 2
ndmeros eran racionales (fracciones %) V31-431 = (V961)" = 961

ﬁ de enteros).

Hallamos el producto de los radicales en cada caso:

:p—l
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Ventajas de racionalizar

Para racionalizar un monomio se debe multiplicar el numerador y el
denominador de la fraccion por la raiz del denominador.

i _ i .@ _ ba _ b\a Una de las ventajas del porque
Ja Ja Ja (Ja)? a racionalizares que, sinecesitamos
Ejemplo: sumar o restar fracciones con
Racionali ) radicales, es mas facil calcular
aciona |za;nos. . 17 si hay numeros enteros en el
a) = b) 5 C) 73 denominador en lugar de numeros
3 _ _ irracionales.
Solucién Solucién Solucién Ejemplo:
Seria mas complicado sumar lo
3 3 45 7 7 V3 17 17 V11 siguiente: P
V5 V5 V5 V3 V3 V3 VT VII ViI 2 1
—+
_ 345 s _ 1711 V3 3+42
\/g 2 \/H 2
%) 3)° v En cambio, resulta mas efectivo
_3V5 W3 17V11 haber  racionalizado  ambos
Ts 3 11 sumandos:
R 7 V3 17 _ Vit 2¥3  3-v2
V5 5 73 =3 V11 11 3 7
3 —
0% 50 _7(2V3)+33-v2)
Vx § 103 21
Solucién Ve ) YEEEY
s s Solucién . .
Vi _ Vx VX Solucion Ejercicio resuelto
Voo Vx 1+V3 _ 1+V3 V6 o
5 V6 V6 V6 Vx5 FT Racionalizamos para efectuar la
= VX T T diferencia:
Wx)? _1+V3 V6 _ (1+V3)V6 3 3
A4 e ey _ Wy i5) ey V3 V2
T _ VB8 _ V6:3v2 _ V6 V2 ()’ Solucién
1.1 1 6 6 6 2 _ XY HyxVx 3.
— 37 = 46 i— Para 7
148 _v6 V2 3_3 Vv3_3/3 343
x L V6 6 2 =Vx VY 2o ;=5 =3
-~ ﬁ =x 3 V3 V3 (V3)
h)—2L2_ a>0;b<0;a#b Para i:
s V2
Solucién 3 E _ if
ab _ a-h [va-ve _ @by [Vavb _ (ya-VB)(ya+h) |va-vb V2 V2 2
- ' - Ja—b
—Vb —Vb —Vb
aB - Jab va (JW f) 3 3 3VZ 2V3+3V2
N A R T
= (Va+b) [va-b 5
¢ === (Va+b)- [va—b
JVa-vb
Racionalizamos las siguientes fracciones:
o) 1) R=——r 4 =" 7) A=-2 T
% 1+V3 ~ VB2 453 T V3-3 10) Z = VTo+vVit
E = x=y° __9 _ 1 7
E 2) A= VEY a U=mE 8 L 1-¥7F 11) A=F—%
10 _ ptl — — 1
3) (=177 6) N=15 S e 12) R =

V1001 —W @
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Para racionalizar una fraccion, donde el indice del radical sea diferente de 2, por ejemplo 3, multiplicamos por un
radical de tal forma se convierta en un cubo perfecto para que pueda simplificarse. A continuacién, racionalizamos

radicales que tiene distintos indices.
Ejemplo:

Racionalizamos:

1 a 10 b 2y
0% 2 D O REEs
Solucion ] Solucién Solucion , Solucion ] 2y5  3[5y
1_ 1 ¥ 2 2 VT 10 10 %102 b b Vbt =35 Yy
5/~ 5 5 — = . —_
Vb Y2 VB3 == — 3 3 3 5 5 572 y y
> Va2 Y@ Yo V10 V10 V1o Vb Vb Vb 2y53/25y
= 27 _ 10V102 _ bb* 2y NE
5\/b_5 = 9—\/5 3103 s 33 53y3
_ 7 1+i-1 S/pt 53/
= T a2+§ =10 "3 — bVb _ zy 25y
1 = 1 b -
2 1 3:5-
=ps ! a =103 y
_4 _ %51 2y*3/25y
=bs 16 ==
= a? 15
. N . C
b) Racionalizacién de fracciones de la forma ——
VA+VB

Para racionalizar una fraccién que contiene dos o mas radicales debemos multiplicar por su conjugada. El
conjugado de un binomio es el mismo binomio, pero con el signo del segundo término cambiado.
Ejemplo:

Producto de un conjugado _
Hallamos el conjugado:

Expresion Conjugado

El  producto de  binomios

conjugados, es decir la suma de
) L c+d c-d
dos cantidades multiplicadas por
su diferencia es igual al cuadrado 1++2 1-v2
de la primera cantidad menos el 5 — 7abc 5 + 7abc
cuadrado de la segunda. En otras JR—
palabras, se cumple la formula: va - ( at+b ) Va+ (v a+b )
(a+b)(a—b) = a*— b? 10b —+/z 10b ++/z
. 1+x 1+x
Ejemplo:
. . 5 2 5(x—y)
Racionalizamos 1) N AN 2) -7 3)—\/@“/y
5 _ 5 A7+ 2 _ 2 1+V2HV3 5(—y) | 5(-y) VAT
VI—V5 ~ V75 V75 1+VZ—V3  1+V2—V3 1+V2+V3  Viryy Vit VAT
__ 5(7H5) _ 2042+ _ 50— (x—yY)
(V7—V5)-(7+5) (1+v2)’-(v3)° CEERR
_ 5 (V7+5) _ 2(14VZ+V3) _ 5= (Va—yy)
(7)'-(45)° T x-y
_ 5(\/7_'_\/5) — 1+\/§+\/§ = 5(\/§ — \/7)
T V2 = 5{x — 5,7
=3 (\/7 + \/g)
Racionalizamos las siguientes fracciones:
T i 1 3 10
1 R B o — —_—— = —_—
3 ) -5 N = o A A= 10) z VIO
.; A = * 7y = L = 4 11 A = 0070
£ 2) T 5) 0=%= 8) L=— ) 4 -
10 _ p+1 7_ _ 5% 12) R = ———
< 3) T 1+V10 g 1+VP N I=F7Tm ) Vi00T-V1000




EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA ® AREA: MATEMATICA <‘>

C
Vit VB Ejercicio resuelto

D_ebemqs multiplicar por alguna e?(presién que satisfaga la suma o ;Cuél es el valor de 2 si
diferencia de cubos perfectos. Es decir, se debe aplicar el producto notable:

¢) Racionalizacién de fracciones de la forma

_ 2443 y s
(a—b)(a*+ab+b?) = a*—b? 2-337 7 7 24 \/§
(a+b)(a*—ab+b?) = a®+b? Solucién
Ejemplo: Para a, racionalizamos:
’ 2
Racionalizamos buscando la suma y diferencia de cubos 2+§/§ = 2+§/§ : (2)2+23\/§+(3\/§)2
1 ) 23 2-V8 (2)24233+(33)
1) 537 2) Ya+5+¥a—b (2+3\/_)((2)2+23\/_+(3\/§)2
Solucién Solucion (3w/_)
2 1 1 B (z+3\/§)((2)2+23x/§+(3x/§)2)
( 3‘/§ 3;/— 3‘/_+ ) ) 3\/a+b+3\/a—b - 3\/a+b+3\/a—b ' B 5
Para b, racionalizamos
3 3 =3 3 2 ;
BB (6 B () ) () - e e (V)

233 _ 2= @22V (3R)’

(Yaws) ~Yarb-Ya=b+(Yap)

(( ' (15 N
= 323 3 (2 3 (@)% - 23\/_+(3\/§)2
(e () (VaTs)’ - Vars Vb (Vas)’ )

b (Yarb+Va=p)|(YaTh) - Yarb- Ya=b+(Va=D) | @2 ()
— T3 3 /3.3

() -(%3) _ (Vaw) - awm Y (Vs . 11(2#)((2)3;%(%)3
_ 2(5%) 459 _ 2(55) 159 arbrazh b se-iEy@e- 23\/‘+(3\/‘)

5-3 5-3 _ (Yawp) - Yaws Yars+ (YD)
- 2a

2.Resolucién de problemas aplicados al contexto y latecnologia

Si el lado de un cuadrado

Problemas varios que incluyen raices cuadradas. vale 1...
Problema
El piso de un saldn fue cubierto con mosaicos como en la figura: o
¢, Cuanto mide el lado superior del piso, conociendo 6/' 1
la medida de uno de los lados del mosaico?
Solucién 1 m
V2 g
En el lado superior del piso cubierto, se pueden — Solucién
contar 9 mosaicos, por tanto la longitud de ese Por el teorema de Pitagoras,
1_9 tenemos
ladoes 9-—==—=
o d*=.12+12=2
Racionalizando: Entonces d*—2 = 0
9 _9 Vz2_ 92 9 3 Factorizando:
2 2z 27 ) (d—V2)(d+V2)=0
(\/7) Como las longitudes son positivas
Respuesta d=12
Aproximadamente, el lado superior del piso mide 6,36 metros. iUn namero irracional!

Racionalizamos las siguientes fracciones buscando la suma o diferencia de cubos:

N Be_l_ __z N S 5—— 1
o ) V10-3 O 0=F% O 1= v s 1) 0=%=
pe 2) A=—— 6) N=—r 10) z=—> 14) s ="
.E 3\/§+5 1-3/m " (a%-ab+b?) ) 3+1
o 3) C=-— _n’ _ B8 -8
< AR TE N A=l MA-Eg 1)V G

4 T=— _ 1 ! = e

) o 8 L=— 12) M= —— 16) Z ==z

&
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Raices en matematica

Si se estudia a profundidad
el calculo de la raiz cuadrada
descubriremos que esta
relacionado con diversas areas
de la matematica

Ecuaciones
de segundo Teorema de
grado, Pitagoras,
funciones y trigonometria
graficas
Raiz
Cuadrada
Exponentes Numeros
fraccionarios, irracionales,
funciones y Numeros
graficas reales
Problema

Una electricista esta calculando la potencia eléctrica en un circuito utilizando la formula P =

Problema

Un tanque cilindrico tiene un area de base de 7-v/8 metros cuadrados. Si se
quiere construir una tapa circular que cubra exactamente la base del tanque,
¢cual deberia ser el diametro de la tapa, racionalizando la expresiéon?

Solucidn
El area del circulo es -8, luego el radio

es
r2.n=n-JV8=r2=+8
luego factorizamos

S () (4 ()=

La longitud tiene que ser una cantidad positiva,

por tanto
r= V8

Sin embargo r = v+/8 = v 2v2 y por tanto d = 2

Respuesta

~

22 ~ 3.40

El diametro de la tapa deberia ser aproximadamente 3.40 metros.

V2
7 pues tiene a

mano los valores V = V50 voltios y R =3 ohmios, ¢cual es la potencia del circuito después de racionalizar la

expresion?

N CAY

Fuente: OpenAi, 2024
Problema

Solucion

Reemplazando los valores en la formula dada:

P_V2=>P (\/_v) 50 V? _50
"R 3o V3 0 3
. . 50
Racionalizando el valor —:
V3
50 50 50 50 3

\/§\/§\/§(\/—) 3

Respuesta
La potencia del circuito es de aproximadamente 28.87 Watts.

Amalia tiene una prueba de matematica en el curso basico de ingenieria, para el cual se prepara y se propone

resolver la siguiente expresion:

1

1 1 1

Solucion

Racionalizando cada sumando:

TVIVZ VZ4VE  VBAA

+ i
V99 + /100

Luego, reemplazamos en la expresién dada:

1 _ 1 ViVz_ Vi-V2 _ VI-V2
VIi+VZ  VI+HV2Z V12 1-2 -1 5= \/—_1\/—+\/—_1\/—+\/—\/—+ +\/_w1/W 7
1 1 V3 _V2-V3 _ V23

_ V2-
VZHE | VZ+VE V23 | 2-3

1 _ 1 V/995—v/100
V99+y100 = 99+vI00 V99-y100

_ V39—yT00 _ y99—V100

~ 99-100 -1

n fraccion homogénea

_ YI-V2+V2-V3+V3-V4+--+1/99-V100

-1

-7

- VI-V100 —7=T —7=2-7=9-7=2

-1 -1 —

Respuesta S =2
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Simplificar una expresion para eliminar raices en el denominador, tiene varias
aplicaciones practicas, pues son puentes a la obtenciéon de formulas que modelan
diversos fendmenos en la vida diaria y en diferentes campos:

La optimizacion de las dimensiones en la fabricacion de piezas para proyectos
de robdtica puede hacer que el proceso de impresion 3D sea mas eficiente y
preciso. Por ejemplo, simplificar las dimensiones de una pieza del motor puede
garantizar que encaje y funcione correctamente, reduciendo la necesidad de
ajustes posteriores.

Ingenieria y Fisica, las ecuaciones a menudo contienen raices cuadradas o
cubicas. Racionalizar estas expresiones puede simplificar los calculos y hacer que
las soluciones sean mas manejables. Por ejemplo, al calcular la resistencia en
circuitos eléctricos o la velocidad de un objeto en movimiento.

Arquitectura y construccion, los arquitectos y constructores utilizan la
racionalizacion para simplificar calculos relacionados con areas y volumenes. Esto
es crucial para determinar la cantidad de materiales necesarios y para asegurar la
estabilidad estructural de los edificios.

Economia y Finanzas, en finanzas, la racionalizacién puede ayudar a simplificar
féormulas complejas que involucran tasas de interés y amortizacion de préstamos.
Esto facilita la comprension y comparacion de diferentes opciones financieras:
Computacion, en algoritmos y programacion, la racionalizacion puede optimizar
el rendimiento de los calculos, especialmente en graficos por computadora y
procesamiento de senales.

Optica, en el calculo del indice de refraccién y otros fenémenos épticos, la
racionalizacion ayuda a simplificar las expresiones que contienen raices cuadradas.
Electromagnetismo: En el analisis de circuitos eléctricos, especialmente en circuitos
de corriente alterna (AC), la racionalizacion se utiliza para simplificar la impedancia
compleja.

Concentracion de soluciones, en la preparacion y anadlisis de soluciones
quimicas, la racionalizacion ayuda a simplificar las férmulas que contienen raices
cuadradas.

Calculo de intereses, en la determinaciéon de pagos de intereses y amortizacion
de préstamos, la racionalizacion facilita la simplificacion de las formulas financieras.
Dosificacion de medicamentos, en la dosificacion de medicamentos,
especialmente en pediatria, la racionalizacion se utiliza para simplificar las formulas
que calculan la dosis basada en la superficie corporal.

“VALORACION

fU Br Isee] 18 180 PUP Decies.

HIROL LE|
Moz l.c

La/el maestra/o anotara en el pizarrén, tantos ejercicios sobre racionalizacién

de todo tipo como la mitad de la cantidad de estudiantes en la pizarra, asignado

al azar a las/los estudiantes que elaboren fichas anotando cada ejercicio en una

de ellas. Luego cada ejercicio de la ficha debera ser resuelto por los estudiantes

elegidos, anotando las respuestas al reverso de la ficha, en un plazo no mayor a

5 minutos (los ejercicios deben ser planteados para su resolucién en ese lapso

de tiempo).

La otra mitad recibira de cada estudiante una sola ficha, pasando uno por uno al

pizarron para escribir y exponer en detalle el proceso para obtener la respuesta,

en el reverso de la ficha.

— Sila/el primer estudiante no pudo resolver a tiempo el ejercicio, el segundo
debera resolverlo en pizarra.

— Siel segundo estudiante presenta dificultades para la resolucion del ejercicio
en pizarra, la/el maestra/o debera orientarle en su resolucion.

— Si la cantidad de estudiantes es impar, la/el maestra/o debera hacer una
ficha extra con un problema y su respuesta al reverso para tal estudiante.
Una vez terminadas las exposiciones de cada uno de los estudiantes, la/
el maestra/o debera plantear otros problemas, de modo que sean ahora los
estudiantes que presentaron su exposicion, aquellos que resuelvan el ejercicio

de cada ficha, anotando solo la respuesta al reverso.

S2 ;
s@PRODUCCION

Sl
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ECUACIONES LINEALES

Las ecuaciones lineales, pese a su aparente simplicidad, tienen una
amplia gama de aplicaciones en nuestra vida diaria. Desde la planificacion
de menus hasta la gestién de costos, estas herramientas matematicas
son fundamentales para optimizar procesos y garantizar la calidad de los
productos.

Teresa tiene un negocio en el que produce pizzas artesanales. Los costos de
produccion se dividen en dos partes: un costo fijo, que siempre es el mismo,
y un costo variable, que depende de la cantidad de pizzas que produce, ya
que incluye el costo de los ingredientes para cada pizza. Podemos modelar
el costo total de produccion de la siguiente manera:

- x: Numero de unidades producidas

C: Costo total de produccion

a: Costo fijo (Bs 12)

b: Costo variable por unidad (Bs 5)

C=bx+a

Fuente: OpenAli, 2024

Las ecuaciones lineales son una herramienta esencial para comprender y modelar nuestro entorno. Su alcance es
tan amplio que abarca desde las ciencias exactas hasta las ciencias sociales, asi como las actividades cotidianas.
Dominar las ecuaciones lineales es como tener una brujula para navegar por los numerosos desafios de la vida.

Respondemos las siguientes actividades y preguntas:

- ¢ Qué podemos hacer con este modelo?

— Crea tu propio modelo para la actividad econémica de tu familia
- ¢ Por qué son tan importantes las ecuaciones en el diario vivir?

@ TEORIA 1. Ecuacién
: Una ecuacidon es una igualdad matematica entre dos expresiones
Dato curioso algebraicas que se verifica solo cuando las variables o incdgnitas toman
.7 \/

valores especificos.

Actividad

Ejemplo:
a) x+3=0 Ecuacion de 1° grado con 1 incégnita
b) 2 Ecuacién de 1° grado con 1 incognita
S5x +2==-x
3

c) x+y=6 Ecuacion de 1° grado con 2 incégnitas

Kmar, d) x2—4x+4=0 Ecuacién de 2° grado con 1 incognita
FOIRIEE Rl 208 e) x2+y? =25 Ecuacion de 2° grado con 2 incognitas

Diofanto de Alejandria fue un
matematico griego que Vivid
entre el siglo Il y IV, conocido  Una ecuacion lineal o de primer grado es una igualdad matematica que
principalmente por sus involucra una o mas incégnitas. En este estudio, nos enfocaremos en las

innovaciones en el campo del . lineal la incoanit
algebra. A menudo se le llama ecuaciones lineales con una sola incognita.

2. Ecuaciones lineales

"el padre del algebra" debido a La forma general de una ecuacion de primer grado es:
sus Iimportantes contribuciones ax+b=0; a#0

a la resolucion de ecuaciones  ponde qy b son constantes (numeros) y “x” es la incégnita o variable.
algebraicas, que sentaron las

bases de este campo matematico.
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Ejemplo:

Son ecuaciones lineales:

a) 3x+1=13
b) 2x —(x—-2)=2(x—-1)
c) 2-[x—-G-3)}+1=-06Bx-2)—-2(x-23)
d) x+1+2x—4=2
2 4

3. Resolucion de ecuaciones de primer grado

Para resolver ecuaciones de primer grado, aplicamos las siguientes
propiedades de igualdad de los numeros reales:

[y

) Sia=bentonces a+c=b+c
) Sia=bentonces a—c=b—c
) Sia=byc+#0,entonces a-c=b-c

Propiedad de la suma
Propiedad de la sustraccion
Propiedad de la multiplicacion
Propiedad de la division

O T

d) Sia=byc=+0,entonces <=2

Es decir, a una igualdad podemos sumar, restar, multiplicar, y dividir a
ambos miembros de la igualdad sin que se altere la igualdad.
Una igualdad tiene dos miembros:

lgualdad  gegundo miembro
—_—
2x —5=3(4 - 3x)
—

Primer miembro

®

Reglas para resolver

ecuaciones lineales

Regla 1. Si hay paréntesis en la
ecuacion debemos eliminarlos
como en las operaciones
habituales con numeros.

Regla 2. Podemos sumar o
restar cualquier nimero a ambos
miembros de la ecuacioén, por
lo que cualquier término “x” o
numero que esté sumando se
mueve al otro lado restando y
viceversa.

Regla 3. Mueva los términos “x” a
un lado y los numeros al otro.
Regla 4. Reducir los términos
semejantes.

Regla 5. Cualquier niumero que
se multiplica, toda la expresion,
de un lado se mueve al otro lado
dividiendo, y un numero que
se divide, toda la expresion, de
un lado se mueve al otro lado
multiplicando

Para resolver una ecuacién de primer grado con una incégnita debemos despejar la incognita (dejar solo a la

incognita) utilizando las propiedades antes mencionadas.

Ejemplo:
Resolvemos 5x —9=3x+7
5x—-9=3x+7

5 —9+4+9=3x+7+4+9
54 —3x =3x+16 — 3x

El objetivo sera dejar solo a “x”
Sumar 9 a ambos miembros
Restamos 3x

2x =16 Dividimos entre 2

2x 16 Simplificando

2 2

x=38
Para verificar se sustituye la solucién en la ecuacion original, veamos:
5 —9=3x+7 Para probar sustituimos el valor de “x”
58)—-9=308)+7 x = 8 sustituimos en la ecuacion

40 -9 =24+7 Operamos

31 =31 Se cumple la igualdad, por tanto x = 8

es solucion de la ecuacion.

Frangois Viéete

Fuente: OpenAi, 2024

(1640-1603)
Matematico francés, fue el primero
que utilizo letras para designar a
las incognitas y las constantes de
las ecuaciones algebraicas.

Resolvemos aplicando las propiedades de igualdad y realizando la prueba para verificar la igualdad

T
©
S 1) x+2=3 4) 6x—2=4x+2 7) 4x—-1=10x—-2 10) 8x—1=2x+5
-E 2) 2x-2=10 5) 8x—-2=4x+2 8 6x—-2=10 1) 4x+3=2x+3
2 3) 4x—-2=3x-—-12 6) 10x—1=8x+3 9) 10x+2=0 12) 12x —4=2x—-4




TERCER ANO DE ESCOLARIDAD 2025

Para resolver de manera sencilla una ecuacion, se utiliza la transposicion
PASICTTIEV NN E YA de términos de un miembro al otro, lo que se basa en las propiedades de
Cuenta la leyenda que en la las igualdades. Por ejenjplo,,si un término esta sumando en un Igdo, pasa
T A . a! (l)t'ro lado re.stgn.do; si esta re_stgndo, pasa sumando_; si multiplica, pasa
este epitafio: dividiendo; y si divide, pasa multiplicando. Veamos un ejemplo.
Ejemplo:
Diofanto pasé una sexta parte de

. " Resolvemos 3x—5=7—x
su vida en la nifiez, una doceava

parte en la juventud y una séptima 3x -5=7—x El objetivo es despejar solo a “x”

parte como soltero. Cinco afios 3x+x=7+5 Sumando +x; +5 y operando

después de casarse, tuvo un hijo 4x =12 4 esta miltiplicando a x y pasa a dividir

que murio cuatro afios antes que 12 . . .

él, habiendo vivido la mitad de los X = T Finalmente x esta solo en el primer miembro
afnos que vivié su padre. x=3

. . Para la verificacion sustituyamos el valor de la incognita en la ecuacion
Six representa la edad de Diofanto y 9

. . 9 . original.

al morir, la informacion anterior se
representa con la ecuacion lineal: 3x=5=7-x Para probar sustituimos el valor de “x”

x x x X 33)-5=7-3 Operamos

44 Z 44 = _

6+12+7+5+2+ X 9_5=14

4=14 Se cumple la igualdad, por tanto x = 3
es solucién de la ecuacion.
Ejemplo:

¢El epitafio de Diofanto?

1
Resolver 3x — 5= 2(x — 2)

En 1905 Albert Einstein estudio 1
una de las ecuaciones (E = mCZ) 3x — E =2x—4 Distributividad en lado derecho
mas famosas de la fisica en su 1 L
articulo sobre la teoria de Ila 3x —2x = 5~ 4 Sumando —2x; +tsy operando
relatividad especial. 1—-8
x = — Sumando los términos
7
¥=73
Verificacion:
1 -
3x — 5= 2(x —2) Sustituimos el valor de “x”
7 1 7 .
3 (— E) —3= 2 (_E — 2) Operamos las fracciones
21 1 g ,
Fuente: OpenAi, 2024 —5 3= -7—-4 Sumando la fracciéon homogénea
Las ecuaciones lineales se -21-1
aplican para modelar problemas 3 " —-11 Operamos
como la oferta y la demanda en E identidad o7
economia. 11 =-11 $ una identidad, asi x = —- es
solucion de la ecuacion.
- Resolvemos las siguientes ecuaciones:
©
.'g 1) x-2=8 4 6x+7=4x+2 77 x—-1=10x—-52 10) 8x+5=x+5
:.3 2) x-5=10 5) 5x—2=x+8 8) x+60=10x 1) —=x+3=x-10
< 3) x—-13=-2 6) 2025 —x =x + 2026 9) 10x—-2=38 12) —x+55=2x-5
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4. Resolucioén de ecuaciones con signos de agrupacion

Son ecuaciones afectadas por signos de agrupacion, para resolverlas, es Signos de agrupacion

necesario eliminar dichos signos, teniendo en cuenta el signo o coeficiente Son  simbolos  matematicos

que afecta a cada término dentro de los paréntesis o corchetes. usados para agrupar nimeros o

Ejemplo: expresiones algebraicas.
Resolvemos 2(x — 5) = —(x — 2)
2 —=5) =—(x —2) Por distributividad O parentesis
2x — 10 = —x + 2 Pasando la variable y termino
2x+x=2+10 Sumando términos [ ] Corchetes
3x =12 3 pasa a dividir al segundo miembro
12
x=— Simplificando {3} Llaves
x =4
Ejemplo:

Resolvemos — {—[2 — (4x — 5)] — x} = x Signos de agrupacion

1). Identificamos los signos de

—{-[2—(4x —5)] —x} =x  Distribuimos el signo negativo en ( ) 7
agrupacion.

—{-[2—4x+5]—x} =x  Distribuimos el signo negativo en [ ]

—{-2+4x-5-x}=x Distribuimos el signo negativo en { } 2). Eliminamos _ os _ signos . de

agrupacion internos.
2-dx+5+x=x Transponiendo los términos 3). Distribuimos ~ los  nimeros
—4x+x—x=-5-2 Sumando o signos multiplicando los
—dyx = —7 Dividiendo por (—4) térn?inos. dentro de los

7 paréntesis.

=32 4). Trabajamos con los corchetes
y llaves de la misma manera,
Ejemplo: desde interno hacia lo externo.
) 5). Simplificamos la expresion
Resolvemos combinando  los  términos

semejantes.
—{-[3—-2(4m—5) =54 —m?)] + 2m} = -5[-2(m + 1) — m?]

—{~[3—-8m+ 10— 20+ 5m? + 2m} = —=5[-2m — 2 —m?] Si queremos suprimir signos de

— {~3+8m — 10 + 20 — 5m?+ 2m} = 10m + 10 + 5m? agripasion- , y
- Si el signo anterior es positivo,
3—8m+10—20+5m’—2m=5m’+ 10m + 10 los términos se mantienen con
5m2—5m?—8m — 2m — 10m = 10 — 3 — 10 + 20 el mismo signo.
B - Si el signo anterior es negati-
—20m=30-13 vo, los términos se extraen con
—20m=17 el signo cambiado.
20m=-17
_ 17
=720

Resolvemos las siguientes ecuaciones:

E 1) 2x-2)=2 4) o6(x+12) = —-(4x +2) 7)) x—{x—-[x—Gx-1]—-x}=x-6
) 2) 2x-2=-(x—-1) 5 2-(x—-2)=x-2 8 8-—-{x—[2x—2(x+4)]-8=2(x—-1)
E 3) 4x—-3)=-(4-x) 6) 24—-x=x—(x+4) 9) 12—-{4x+[10-2(x—-1D]-1}=—-(x—18)

®

&
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Minimo Comun Multiplo 5. Resolucién de ecuaciones con coeficiente fraccionario
(m.c.m.) Para eliminar las fracciones, multiplicamos toda la ecuacion por el minimo
comun multiplo (mecm) de los denominadores.

El primer método para encontrar Ejemplo:

el m.c.m. es el siguiente: 2x—2 x—2(x—4) «x

escribimos los mdiltiplos  de Resolvemos . =3

cada numero, identificamos los

multiplos comunes y elegimos el El minimo comun multiplo de 2 y 6 es 6, es decir, m.c.m (2, 6) = 6 se

mas pequerio entre ellos. multiplica en la ecuacion:

El segundo método para hallar el
minimo comdn muiltiplo es seguir 6@2x—2) 6lx—2(x-4]_6x

estos pasos: 2 6 3
- fDescompoper cada numero en 3(2x — 2) — [x — 2(x — 4)] = 2x
actores primos.
- Seleccionar los  factores 6x — 6 — [x — 2x + 8] = 2x
primos, tanto comunes como
no comunes, con sus mayores 6x—6—x+2x—-8=2x
exponentes. —
- Muiltiplicar los factores primos O6x—x+2x—=2x=6+8
seleccionados. 5x = 14
Ejemplo: 14
x=—
12 8 6 2 5
2 A . 5 6. Ecuaciones fraccionarias
Son ecuaciones que ademas de tener coeficientes fraccionarios, tienen
E 2 : 2 denominadores con incognitas o variables. Para resolverlas, se multiplica
3 1 3 3 por el minimo comun multiplo (mcm) de los denominadores. Para encontrar
el m.c.m. primero se deben factorizar los denominadores.
1 1 1
Ejemplo:
El minimo comun mdiltiplo es: Resolvemos 2% _ 3= __%
m.cm(12, 8, 6) = 23-3 =24 x+1 0T T x-1

Elm.c.m. de “x + 1”7y “x— 1" es su producto, es decir (x — 1)(x + 1), luego

) el mismo se multiplica n ambos lados de la ecuacion:
¢ Qué pasacon0=0?

Al resolver una ecuacion, puede

ocurrir que al simplificar los 2x(x—D(x+1 3x— (x4 1) = — x(x-D(x+1)
términos semejantes obtengamos x+1 x—1
0=0. En ese caso, hay infinitas
soluciones, ya que cualquier 2x(x—1) =-3x—-D(x+1)=—x(x+1)
valor de la incognita x cumple la ) )
igualdad. 2x*—2— 3(x — 1) = —x(x + 1)
Lo que tenemos no es una 2x2—2 =33+ 3 = —x?+ x
ecuacion, sino una identidad:
una expresion algebraica que se 2x*=3x*+x*—x=2-3
verifica para cualquier valor de las —_1
variables. Por ejemplo: ==
2x+3=—x+3+3x x=1
Resolvemos las siguientes ecuaciones:
x 2x 2x — 2 x—3 x—1 x+1 10x-—1
3 ) 3ot ) 2 3 ) 6 9
S X X 2x — 10 x+12 m—-3 2m—-1 m-8
g ) 5732 ) 5 5 ) 3 4 3
4x x 2x — 10 x4+ 12 m+1 m-12 2m-—-10 6m — 12
3) —-Z+4x= 6) = 9) - =

7 2 7 v L= 3 10 5 5 + 2
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®

Ejemplo:
3x+1  2x+5

Resolvemos =
6x — 2 4x — 13

Aplicamos la propiedad: Va,b,c,d € R con b,d # 0 ,%z % — ad = bc

3x+1 _ 2x +5
6x —2  4x—13

= Bx+1@lx —-13)=2x +5)(6x —2)
= 12x% —39x + 4x — 13 = 12x% — 4x + 30x — 10

= —13 + 10 = 12x® — 12x* + 35x + 26x  ordenando en términos semejantes

= -3 =6lx propiedad Va,b,c € R,a # 0, a-b=c=>b=%

Ejemplo:

2x—1 x-—4 _ 2
2x+1 3x-2 3

Elm.c.m.de "2x + 1" ;*3x — 2"y 3 es 3(2x + 1)(3x — 2), luego se multiplica en la ecuacion:

3(2x+ DBx—2)(2x—1) 3(2x+DBx—2)(x—4) _2-3(2x + 1) (3x — 2)
2x + 1 B 3x — 2 - 3

Resolvemos

3Bx —2)(2x —1) —3(x + D(x —4) = 2(2x + 1)(3x —2)  aplicamos la propiedad distributiva

3(6x2—7x+2)—3Qx%*—7x —4)=2(6x%>—x —2)

18x% — 21x + 6 — 6x% + 21x + 12 = 12x% —2x — 4 todas las incognitas al primer miembro

2x = =22
x = —22—2 aplicamos la propiedad de divisiéon
x=-11
Ejemplo:
2 8
Resolvemos

m—4_m—3=m2—7m+12

Note que m*—7m+ 12 = (m —4)(m — 3).EIm.c.m.de "'m — 4"y "m — 3“es (m — 4)(m — 3), luego:

(im-—-4)(m-3)-3 (m-4)(m-3)-2 (m-4)(m-3)-8
m—4 B m-—3 - (m—4)(m - 3)
3(m—-3)—2(m—-4)=8
3m—-9-2m+8=38
3m—2m=8-8+9

m=9
Resolvemos las siguientes ecuaciones para x: Despejamos la incégnita
indicada:
_ A—t
el 1) +a)x—-b)—x(x+a)=0 4) ax—b__ax = ab 1) —=1L; A =?
g ax+b ax—b a?x%—b? n
-E 2) x(x—a)=kx-a)?-a*+3a 5) a—1_2a(a—1):_ 4 2) Q=Ts—r; T =2
o x—a x2 — q? x+a T
<
_ _ _ 2 2 NI
3) x a+x b=2 6) ax b+bx+a=a +b 3) 7=, L =2
b a a+b a-b a*—b? F
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7. Ecuaciones literales
Ecuaciones en las ciencias Las ecuaciones literales son aquellas que, ademas de tener una incognita,

contienen otras variables. Para resolverlas, se trata a estas variables

El estudio de las matematicas  adicionales como si fueran coeficientes.
esta lleno de ecuaciones impor-

tantes; veamos algunas: Ejemplo: N
- e - F = X m X—n

Ecuacion de Newton: F =ma Resolvemos - =2 VnmeR; nm #0
= Ecugaon para la velocidad: n m

v=- El m.c.m. de n y m es nm, luego:

- Longitud de circulo: C = 2nr x+m x—n . mlx +m) —n(x—n) _

- Area del circulo: A = 7Tr24 . Tm pov 2
- Volumen de esfera: V = §7Tr3 mx 4+ m? — nx + n?
- Ecuacién de la relatividad: = pov— =2
E=mc? x(m —n) + (m? + n?)
- Ecuacion de Euler: e™+1 =0 = o~ =
- Leyde gravitag{?nm ;miversal: = x(m—n) + (M*+n?) = 2nm
F=¢ r2 = n*-2mn+m?=x(n—m)
- Teorema de Pitagoras:
Lt B 2 = n—m)(n—m)=x(n—m)
- Ley de gases ideales: = W =x
n—m
PV =nRT
= X=n—-—m
Ejemplo:
x—a x+a 2ax +a’b
Resolvemos =

x+a x—a x2 —a?

Note que x?— a*= (x + a)(x — a), luego el m.c.m. de "x + a“y "x — a" es (x + a)(x — a), luego se multiplica en la

ecuacion:
(x+a)(x—a)(x—a) B (x+a)x—a)x+a) alx+a)(x—a)(2x+ab)
xX+a xX—a (x+a)(x—a)
x—a)(x—a)— (x+a)(x+a) =a(2x+ ab) simplificamos y aplicamos la propiedad distributiva

x*— 2ax + a*— (x*+ 2ax + a?) = 2ax + a’b
x*—2ax + a*— x*— 2ax — a*=2ax + a*b sumamos términos
—2ax — 2ax = 2ax + a*b
—4ax —2ax=a’b
—6ax = a*b  // G) aplicamos la propiedad de divisiéon
b

6a
8. Resolucidén de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Problema. Un paisajista planifica una serie de pequefos jardines triangulares fuera de un nuevo edificio de oficinas.
Sus planes exigen que un lado sea un tercio del perimetro y el otro lado un quinto del perimetro. El espacio asignado
para cada uno permitira que el tercer lado sea de 7 metros. Encontramos el perimetro del triangulo.

Solucién X x / .\
x==+-=-+7

De la condicién se cumple: )?2 35c ;ﬁ x
5
==—4+-47
X 3 + z +
15x = 5x + 3x + 105
x =15
Respuesta El perimetro es 17 metros O 7 )

O,
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Problema El numero de mesas en un salon de clase es  Problema Wara llevaba sus ovejas a pastar. Por el
el doble del numero de sillas mas 6 si en el salén hay 36  camino, un tercio de ellas se apart6é al ver un zorro; al
muebles entre mesas y sillas, ¢cuantas mesas y sillashay? llegar a casa conté que solo le quedaban 24, ;cuantas
ovejas tenia inicialmente
Solucion Solucion

x: es el numero de sillas
2x + 6: el numero de mesas
Planteando la ecuacion:
2x+6+x=36

x: la cantidad de ovejas
inicialmente

x . .
—: un tercio de lo que tenia

x =10 Planteando la ecuacion:
1 Luego x
x = 10: nimero de sillas Xx—g=24
2x + 6 = 26: numero de mesas. 3x—x=72
2x="72

Por tanto, inicialmente tenia una cantidad de 36 ovejas

VALORACION

Las ecuaciones lineales se caracterizan por tener variables de primer grado.
Se aplican en el calculo de magnitudes como la distancia, el tiempo, el costo
o el precio. Por ejemplo, para calcular la distancia recorrida a velocidad
constante, se puede utilizar la siguiente ecuacion:

d=v-t ¢ distancia = velocidad - tiempo
Las ecuaciones de primer grado son una poderosa herramienta matematica

que se utiliza para resolver una amplia variedad de problemas en la vida
cotidiana.

Fuente: OpenAi, 2024

Y/ =
PRODUCCION

En trabajos donde se realiza una tarea repetitiva, como ensamblar piezas, la relacion entre el tiempo total trabajado
y el numero de piezas ensambladas puede expresarse con una ecuacion lineal. Por ejemplo, si ensamblar una
pieza toma 5 minutos, el tiempo total de ensamblaje seria:
Tiempo =5 - Numero de piezas.

Si vendemos un producto a un precio fijo, puedes usar una ecuacion lineal para calcular tus ingresos. Por ejemplo,
si vendes cada unidad por Bs 25, la ecuacion seria:

Ingresos = 25- Numero de unidades vendidas.
Esto te permite saber cuanto ganaras, en funcién de cuantos productos hayas vendido.

- Investigamos y escribimos dos ejemplos sobre aplicaciones de las ecuaciones lineales en la construccion, la
medicina, la economia y las recetas de cocina.

Resolvemos en equipos, los problemas a continuacion:

- Joselyn tiene conejos y gallinas en su casa, siendo 24 el numero total de sus patas. Ademas, si en total tiene 9
animales, ¢ Cuantos conejos tiene Joselyn?

- Un atletismo, ha recorrido la quinta parte de la carretera. Si le quedan por recorrer 1040 metros, ¢cual es la
longitud del camino?

Elaboramos un esquema de resolucién para explicarlo a la clase.
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ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Uno de los temas en los que se
utilizan las ecuaciones cuadraticas
es el calculo de areas de figuras
geométricas, como rectangulos,
circulos y triangulos. Por ejemplo,
si don Ramiro quiere cultivar maiz
en un terreno cuadrado y sabe

Sea x el lado del
terreno cuadrado.

Para hallar las
medidas de los lados
del cuadrado se debe
resolver la ecuacion

que su area es de 100 m?, jcomo  cuadratica

se puede determinar la longitud x*=100 Fuente: OpenAi, 2024
de sus lados?

g Sabiendo que el area de un triangulo es: I

T base - altura

= = T —

2 2

E Calculamos el area del triangulo de la derecha. l

TEORIA

Partes de una ecuacion de
segundo grado

Término lineal

ax’+bx+c=0
DN

Término Término
cuadratico independiente

— Término cuadratico ax*:
Es el término que tiene la
variable elevada al cuadrado.

— Término lineal bx: Es el
término que tiene la variable
sin exponente.

- Término independiente c:
Es el término que no tiene la
variable.

Fuente: OpenAi, 2024

1. Ecuacion de segundo grado

Una ecuacion de segundo grado, también llamada ecuacion cuadratica, es
una ecuacion polinébmica de la forma general:

ax*+bx+c=0, a#0
donde a, b, ¢ son constantes reales y “x” es la variable o incégnita. La
caracteristica principal de una ecuacion de segundo grado es que el
exponente mas alto de la variable es 2, cuya grafica mes una parabola.
Las ecuaciones de segundo grado pueden ser de dos tipos: completas e

incompletas.

COMPLETAS INCOMPLETAS

ax*+bx+c=0 ax’+ bx=0 ax*+c=0
Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo:
x’+4x+4=0 x’+12x=0 x2+40=0
2x2—x+3=0 Ix*—x=0 8x2—7=0
x’+12x+1=0 121x*—3x=0 8x2—4=0

2. Resolucion de ecuaciones incompletas

La resolucion de ecuaciones incompletas sigue procedimientos especificos
segun el caso. Las soluciones o raices de estas ecuaciones son los valores
que satisfacen la ecuacion cuadratica.

Ejemplo:
Resolver la ecuacion incompleta ax?+ bx =0

2 — = . “ ”»
ax®+bx =0 = x(ax +b) =0  Factorizamos “x y el producto es cero
= x=0; ax+b=0 Almenos uno de ellos es igual a cero.

b
= x =0 x= 2 Son soluciones de la ecuacion.
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Ejemplo:

Resolvemos 4x*+ x =0

4x2+x=0

x(4x+1)=0

x=0 6 4x+1=0

x=0 ; 4x+1=0
4x=-1
_ 1
x, = 2

Ejemplo:

Resolvemos 12x*= —48x

12x?>= —48x
12x*4+48x =0
x(12x+48) =0

x=0 6 12x+48=0

x=0 ;12x+48=0
12x = —48
_ 48
2=
x2 =—4
Ejemplo:
2
2 __— 0
Resolvemos x 71
2_ 2 _
121
2
2 %
T
1T o1
V2 V2
xl = H ) xZ _H

Resolvemos ecuaciones de la forma ax? + bx = 0:

Despejamos x

Factorizamos x, (factor comun).
Uno de los factores debe ser cero,
por tanto, separamos.
Resolvemos la ecuacion lineal

Despejamos x

Factorizamos x, (factor comun).
Uno de los factores debe ser cero,
por tanto, separamos.
Despejamos x

despejamos x

Pasamos el termino independi-
ente al segundo miembro

El exponente 2 se despeja como
raiz cuadrada al 2do miembro

2

E)
—_— = 2

®

Teorema del factor cero

Si el resultado de muiltiplicar dos
factores es cero, al menos uno
de ellos debe ser igual a cero, o
incluso ambos podrian serlo. En
general, para a,b € R esto se ex-
presa como:
ab=0¢ a=0 6 b=0

Este teorema es muy importante
en la resolucion de ecuaciones de
segundo grado por el método de
factorizacion.

Raiz cuadrada

Para todoa,b e Ry b = 0:

a?=b © a=+Vb
La raiz cuadrada de un numero
positivo tiene dos valores, uno
positivo y uno negativo. El tnico
numero con una sola raiz cuadra-
da es el cero.

AL-KHWARIZMI

Fuente: OpenAi, 2024

Su obra Kitab aljabr wa
almuqabalah, traducida al latin en
el siglo Xll, dio origen al término
'algebra’ y compila reglas para
resolver  ecuaciones lineales
y cuadraticas, similares a las
usadas hoy.

Resolvemos ecuaciones de la forma ax? + ¢ = 0:

2

1) 4x2+2x =0 4) X2 = 2x 1) 81x2—9=0 4) 100x —25: 10
yel 121 10
.-S 2) 4x2_16x =0 5) 12x2+§x=0 2) 1024x2_4= 0 5) x2_289=0
2 2 225
e
(%)
< 2 5 x? 451

3) 13x2 =169 ) *+2x 3) x =50
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Teorema del factor cero

La ecuacion x*+1 = 0 no tiene
soluciones reales, porque ningun
numero real elevado al cuadrado
satisface esta igualdad x* = —1;
pero el problema se superd con
la construccion de numeros
imaginarios y la invencién de
la unidad imaginaria i, definida
como:

i=v-1 = i?=-1

Luego la soluciéon de la ecuacion:

x2+1=0
x%=-1
x=+V-1
x = +i

Parabolas y ecuaciones

cuadraticas

La grafica de una ecuaciéon de
segundo grado es una parabola
su forma es y=ax*+ bx + c.

Su vértice tiene la coordenada
5% = —% y la parabola se abre

hacia arriba o hacia abajo segtn
el signo del término cuadratico.

ax*+bx+c=0

vami

—ax®*+bx+c=0

Método de aspa simple

para factorizar

El método del aspa simple es una
técnica para factorizar trinomios
de la forma:

ax?+bx+c

x*+bx+ ¢

3. Resolucién de ecuaciones completas

Una ecuacion de segundo grado se puede resolver de varias maneras: de
forma grafica, por factorizacion, usando la formula general o completando el
cuadrado.

a) Resolucion grafica

La grafica muestra dénde la parabola cruza el eje “X”; el proceso para llegar
a este resultado se explica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Resolvemos graficamente x4 4x + 3 =0.
El primer paso consideramos y = x*+ 4x + 3 y generamos una tabla de va-
lores para poder trazar un grafico.

X y=x*+4x+3 xy)

y=x>+4x+3 0,3

1 124+441+3=8 (1,8)

1 (1)2+4-(1)+3=0 (-1,0)

-2 (-2)2+ 4(-2) +3=-1 (-2,-1)

-3 (-3)2+ 4(-3) +3=0 (-3,0)
Y

8

El segundo paso a partir de esta
tabla de valores se traza un grafico
en un plano cartesiano.

En el tercer paso buscamos las
intersecciones de la parabola con
el eje “X”, y anotamos puntos de
interseccionenx=—-3yx=—1, que
son las soluciones de la ecuacion.

b) Resolucién por factorizacion

Laresolucion por este método consiste en factorizar el trinomio, generalmente
usando el método de aspa simple, y luego se iguala cada factor a cero.
Ejemplo:

Resolvemos x>?— 4x +3 =0

X5— 4x, > x-3)x-1)=0

x -3 -3

> 7 T x—3=0 6 x—1=0
X -1 —»> —x

> x=3 6 x=1
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Ejemplo:
Resolver 2x*+ 5x =3 =0

2x% + 5x = 3 = > (x+3)(2x-1)=0
X 3 — +6x
2x><_1q_x X+3=0 6 2x—-1=0
+5x | > x=-3 6 2x=1
5 1
= = — = —
X1 ; Xy 2

c) Resolucién por factorizacion

Se tiene la ecuacion segundo grado ax?+ bx + ¢ = 0, sus raices o soluciones
se calculan por la formula general:

—b + Vb2 — 4ac
2T T

El término dentro de la raiz cuadra, A=b* — 4ac, se llama discriminate y
determina la naturaleza de sus soluciones:

- Si A> 0, hay dos soluciones reales y distintas.

— SiA =0, hay una Unica solucion real.

- Si A <0, no tiene soluciones reales.

Ejemplo:

Resolver 3x?+2x —5=0

Identificando a =3, b=2y c = -5, luego en la férmula general:

—24./22—-4.3.(=5) —2++V4+60
X12= 2.3 I ¥
-2+ V64
> X, =
’ 6
—-2+8
= =
X1,2 6
De donde:
-24+8 6
X, = ==-=1 = x, =1
o = 6 6
12 —-2—-8 -—10 5
i B
Por tanto, las soluciones son:
x1=1; x, = 3

Resolvemos graficando: Resolvemos factorizando:

®

Fuente: OpenAi, 2024

Existen pruebas de que los
babilonios, alrededor del afio 1600
a.C., ya sabian cémo resolver
ecuaciones de segundo grado,
aunque no contaban con una
notacion algebraica para expresar
la solucion.

Babilonios

Las soluciones o raices de una
ecuacion de segundo grado son
los valores x, y x, si existen,
que hacen cierta la ecuacion.
Graficamente, las raices se
encuentran donde la parabola
corta el eje “X”.
ax*+bx+c=0, a+0

/'\Soluc/i:nZs\ . );

- (1) tiene dos soluciones
diferentes.

- (2) tiene dos soluciones
iguales.

= (3) no tiene soluciones reales.

Resolvemos por la formula general:

©

g 1) x2—7x+3=0 1) m? —m+14=0 1) wi4+w—-30=0 4) w?=—4—6w
N 2) x2+3x+2=0 2) m*-2m-8=0 2) wi=—-6w-9=0 5 9t?=6-6t

(8)

o 3) x2-_8x+7=0 3) 3m?-15m =18 3) 2w2=24-2w=0 6) t2—4t=-2

&
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d) Resolucion completando cuadrados
Completando cuadrados . . " .
Completar el cuadrado es una técnica que permite reescribir una ecuacion

En la ecuacion cuadratica en la forma (x + a)?+ b.
ax*+bx+c=0 Ejemplo:
Para completar cuadrado se
sugiere: Resolvemos x*—4x +3 =0
- El termino constante “c”
debe estar en un lado de la x?—4x+3=0 Llevar el término independiente al segundo miembro
ecuacion. x? —4x = -3 Se completa al cuadrado

- Si a+# 1, se divide todos los

sy x?—4x 4+ 22 = —3 + 22 Sumando 22 en ambos miembros
términos entre a.

— Se suma en ambos lados de x-2)%=1 Trinomio cuadrado perfecto
la ecuacion, el cuadrado de la x—2=4V1 Propiedad de raiz cuadrada
mitad del coeficiente de “x”,
es decir: x—2=41

b\ De donde:
2a

- Se factoriza el trinomio y resulta x—=2=1%1 =

cuadrado de un binomio.
— Tomando raiz cuadrada en
ambos lados.

[T]

— Se despeja “x”.

x,—2=+1 = x;,=3
X, —2=-1 = x,=1

Por tanto, las soluciones son: x =3 ; x,=1

3. Resolucién de problemas aplicados al contexto y la tecnologia
En el siguiente apartado resolvemos algunos problemas de ecuacion de segundo grado.

Problema La cancha de la unidad educativa Problema
Bolivia tiene un area de 195 m2. Utilizando la figura Calculamos el area de la parte sombreada. Sabiendo

proporcionada, encontramos la longitud de sus lados. que el area del cuadrado es 36 m.
Solucion Solucién T
Area rectangular: Area del cuadrado:
A=(x+3)(x+1) =195  A=x.x =36 x
X*+4x +3 =195 x2=36 >  x=+V36 l
x*+4x—192=0 o =46
(x—12)(x+16)=0 S x—6 r=—6 — x—
=> x=12;x=-16 1T e
De donde, lado del cuadrado es 6 m, entonces el
Por tanto, los lados miden 12 + 1y 12 + 3 metros radio del circulo es r = 3 m, luego area pedida sera:
es decir, 13 y 15 metros. A=A — A =36—mr,=36—m3*=9(4—m)
= A;=9(4—m)m*
Resolvemos completando Resolvemos los siguientes
cuadrados: problemas:
1) y? =—10y — 24 1) El largo de un rectangulo es 3
) pies mas grande que su ancho.
A 2 x +2x=6 Determine las dimensiones del x+3
-g 3) a?-12a = -35 rectangulo, si su area es 28 pies x
T 8) o +4a=-32 cuadrados.
<
5 2_6y=3
) yz Y 2) Sabiendo que un triangulo x —4
6) a°—8a=-11 rectangulo tiene un area de 320
7) m?+4m=-2 mZ2. Calcular las dimensiones de x

sus lados.
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Problema: Una compafila de cosméticos disena
una caja sin tapa para empacar sus productos con
un volumen de 72 cmd Sus dimensiones estan
representas en la grafica. Hallar las dimensiones de
la caja.

Solucién

Volumen de la caja:
V=4x(x+3)=72
4x?+12x =72
x*+3x—18=0
(x=3)(x+6)=0
x—3=0V x+6=0
= x=3;x=-6

x+ 3 4cm

X
(El caso x = —6 se descarta porque el problema trata
de encontrar longitudes, cuyos valores siempre son
ndmeros reales no negativos).
Asi 4,3y 3+ 3 =6son las dimensiones de la caja.

®
Problema: Determina las dimensiones de un terreno que

ocupa un area de 72 m? y ademas uno de los lados es 18
unidades menos que el otro.

Solucion

Datos:
x: es un lado
x — 18: el otro lado
Planteamos la ecuacién del area
rectangular del terreno:
A=x(18—x)=72
18x — x?=72 = x*—18x+ 72
= (x—12)(x—6)
= x=12;x=6
Por tanto, los lados miden 6 y 12
unidades.

En nuestra vida cotidiana, muchas veces debemos calcular el area
de cierto espacio, para acomodar algo para construir algo, a veces
el area de un lote de terreno o el area de cajas y otros objetos. Un
ejemplo de esto involucra construir una caja rectangular en donde
la base de un lado debe tener el doble de la longitud del otro lado.

Analizamos y respondemos:

- ¢Qué otras aplicaciones en la vida cotidiana tienen las ecuaciones cuadraticas?
- ¢ En qué areas cientificas se utilizan las ecuaciones cuadraticas?

\

®X4PRODUCCION

7\

La construccion de objetos que tengan formas geométricas requiere el manejo de ecuaciones de segundo grado,
es importante investigar y aplicar la teoria de ecuaciones cuadraticas para ampliar nuestro aprendizaje.

Resolvemos:

Una de las leyes importantes en matematica es el
Teorema de Pitagoras, sefiala que en todo triangulo
rectangulo se cumple que, la suma de los cuadrados
de las longitudes de sus catetos es igual al cuadrado
de la longitud de su hipotenusa. Investigamos otros
ejemplos en nuestro entorno.

a: cateto
b: cateto
c: hipotenusa

c? =a* +b?

Resolvemos:

En la figura observamos una caja de madera triangular.
Utilizando el Teorema de Pitagoras, calculamos la
hipotenusa del triangulo rectangulo, sabiendo que las
medidas de sus lados son tres nimeros consecutivos.
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES
POTENCIACION

1) Aplicamos las propiedades de potenciacion: 5) Simplificamos utilizando propiedades de exponentes:
am a7 a2 1 4\ 2 5 4\’
m,  n_  m+n ,  _ m-n —_—— —_ =
coesa o w T , a) = 9) (2 2) * (2 5)
a) a'?-a**-a" g) = b) a® - a? ) (2_x>_1 <Z_x>2
b)  10%-10% n o i et aeal v
2n=2 0 2 -1 =2 -l
2 1 i (= (=
c) 2. 22 . 23 . 24- i) 35x_5 c) <§> - (g) -1 I) (2) (3) (3)
35x—4
2 12 g8 12 . 210 XN\2 sxN\2 xy\~1
2x —3x+1 d) 9 8 2 - 5 H [ — = ] N
x . 9x—1, 91-2x H — o j) :
d 2¥-2 2 j) pycRem) 2 32 (2510 (2) (3) (6)

e) 3x . 3x—3 . 34—x

f gn-1.gn+3 . 5-2n 6) Las bacterias son seres vivos minusculos que se

reproducen dividiéndose por la mitad cada cierto

2) Aplicamos las propiedades de potenciacion: tiempo. Si suponemos que una bacteria se divide

0 . cada minuto.
a’=1; (a™ )" = a™m i
o 5 o . En ese caso, después de
a) 2a°+a‘-a g) 2% dos minutos tendriamos
3 .
2. 2 2 5 cuatro bacterias, a los tres
b)  (2024)7-(2024) h) [2°] + [23] minutos ocho bacterias
c) 22:2%2.27% i) (1%%)2025 y asi sucesivamente.
2% . x+3 . - —3-3x . 34212 ¢, Cuantas bacterias
d a%ra @ ) [(22 )] ) tendriamos a los 10
_ 3 1 i ?
e) (_1)x+3 . (_1)x 3 k) [25] _ [25] minutos?
f) efliettiiel™ 7) Una persona escucha un
rumor, tres horas después
3) Aplicamos las propiedades de potenciacion: ya se lo habia contado a dos
1
am"=—; (a-b)™=a™-a™ personas, cada una de las
a" (a-b) %’3 cuales, tres horas después
a) 214224273 g) (22.2—1)‘3 “"’ se lo cuentan a otras dos
13 que no lo conocian y asi
b) (x)?%-(2x)3 h) [2—2]2 _[»3] sucesivamente. ¢ Cuantas
—2.9-2.9-2 : 0.9=2. 92y -2 personas han escuchado el
c) 2772772 i) (22772 )_2 rumor después de 18 horas?
d) mZx . mx—S . m3—3x ]) [(2—2 . 22) —2]
2 2
e) (—2)7 3. (=) k) [2%] _[2%] 8) Un tipo de bacteria se coloca en una solucion
i1 re3 1-2x nutritiva para que se multiplique. Las bacterias se
f) e e te dividen en dos cada 30 minutos. Si inicialmente
hay 15 bacterias, y cada una se divide en dos cada
4) Aplicamos las propiedades de potenciacion: media hora, ¢ cuantas bacterias habra en tres horas?
aym _am o a\vm (b m Expresa el resultado en forma de potencia.
B = G =3 |

Fuente: OpenAi, 2024
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®

RADICACION

1) Utilizamos la definiciéon de radicacion:
a) V4 =2 &  22=4
b) V9 =__ & =__
c) Vi21 =__ & _=__
d V289 =__ & =__
e) V1728 =__ o __=__
f) V512 = __ =
g9 V32 =_ e o =__
h) V128 =__ e =
) Veiel =_ e o =_

2) Aplicamos las propiedades de potenciacion.
Expresar como exponente fraccionario o

4) Aplicamos las propiedades de radicacion y simplificar:

nf@ %a
b %b
3 a7
a) 3\/5: M _2 g9 %
27 377 3 a
3125 3125
b) = h) -
c) — i) -
. 100
d) = i) —

viceversa: . m 5) Aplicamos las propiedades de radicacion y simplificar:
Vam = (Ya) =an
, , n’m a= n~m\/a
a) V32=33 9) Vat=33
. a) V2 9 |/Vez
b Vs h et y)s
) Va3 i) 5’(a + b)? b) \/\/_7 " 4)(;96
d V& ) Ya-n- o Vet )=
1 3
) 3 oG e [E =
729 x
{ET)
3) Aplicamos las propiedades de radicacion y e) 3\/@
simplificar: a®
Va-b="%a Vb
) 6) Igualamos los indices:
a) V20=v4-5=2V20 k) V64 = 33
b) V50 ) fasys a) V3;V3 d aVZ;ail2
b) +3;V3;¥2 e) 2Vx; ¥x; 2¥x
5
c) V80 m) /(a+b)2 o) 2T 4VE H Z\E; 3\/§
d) V120 n)  Yltx+y b Nb
e) sz o) lac+y +2)5
7) Sumamos y restamos:
1 4
f Vezs P) /(;) a) B=2V3-V3+10vV3+2V3—12V3
- b) C¢=12ya-22ya—15\Va+4va
g V800 a) 3 <1> c) D =7yx—2Jx—30yx — 2VX
x d) E=+x+20Jx—21Jx - 2Jx
h) V1024 e) L=6Jyx+y—+vx+y—-5/x+y
i) /128 g M=7/x=y—-{x=y—6yx—y
i) 3125
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8) Multiplicamos 2) Racionalizamos: Caso =

VA+b
a) S=+3-V3 f) L=%a-Va V4 M= 1 h =
b) A=VEVE @) V=ymym ym RN AN

c) A=+V5-V5 h)  1=VYmZ - ym Vm? b A= e 1
d U=vx-Vax i) E=3\F.31.3\F V5-5 8-/8
2 2 2
o) E=VZV3 i) N=VZ3-V3 6 X
c) R=—— i -
) 8—\/§ )] C \/_
9) Dividimos: VETv2
/0005 i3 d) 1 K) H = 1
— _ xy =
a) J= Nevrs f) U= W \/E—\/E ,/\/g“'\/z
b _8 100x2 __8 (a+b)? 3 1
) E 2V axt 9 2V a2 +2ab +b2 e) A= \/E+ 1) A=
) R=F hy 4o b ﬁ 2|23
V20 = Vatb 1
) ¢—-_2 _m B=3=5=
NCENE] Va+ s
10) Descomponemos en radicales simples: L
g p=_—_1
V3-542

a v
) s T u 1429 3) Si el area de un cuadrado es igual a 49 m?, ;cual
b) U=+v4+2V3 @9 R=+10+2V2 es la medida de su lado?
C=+V5+2y7 h) U +2

d) R=/8+2\/§ i) S=+v5+2V2 49 m?

4) El area de un cuadrado es igual a 16 cm?, 4 cual
es perimetro del cuadrado?

c)

RACIONALIZACION

. . B
1) Racionalizamos: Caso =

=
16 cm?

L =2
a) S= = h) C= gy
b 4= ) 0=

13 Vioa 5) Una mesa cuadrada tiene una superficie de 121

) N i 1 dm?, ;cual es la medida del lado de la mesa

c =7 J C= cuadrada?

V20 T

Xty 6) Ana corre 5 vueltas alrededor de un jardin

1 B 3 rectangular, cuya area es de 600 m? Si la
d T=— k H= — longitud del jardin es el doble de su ancho,

30 9(x —y) o,

) 8 é.cuantos metros recorre Ana en total?
e) A=—— I = ;

) 2V5 ) 2./16(a — b)
f 8 ) B 2a
= — m - k- .2
12v2 avéa + 4b F 388 S g

1 7) En la unidad educativa CONVIFACG se

d R= e quieren distribuir 625 estudiantes, formando un
2V3

cuadrado, ¢cuantos estudiantes habra en cada
lado del cuadrado?
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ECUACIONES LINEALES

1) Resolvemos:

ECUACIONES CUADRATICAS

1) Resolvemos (ecuaciones incompletas)

a) 6x—2=4x—-5 ff 3x+8=8x—-38 a) m?’-9m=0 g) 81t?—-=0
b) x+5=3x-5 g) x—10=3x-10 b) —-4x’-x=0 h) 121k* -36 =0
C) 10x —2=x—-1 h) 2023x —2 = 2024x C) 16t2 —8t=0 i) 144k?* —169 =0
2) Resolvemos:(ecuaciones con signos de agrupacion) d)  100x* —10x =0 )] 196x% — % =0
a) 6(—2=x f) —[-G-1-1=—-(x-1) e) 169x*—13x =0 W o1
100 400

b) -(x+5=x @ x-[-&x+5-7]=-
c) —2=-(1-x) h) 1-{-[-&-D-1}=

3) Dividimos:
a) r_x2_1 f X x¥x-2_X
44 4 5 5 10
x+5 4x -2 2 x—5 x—1
b -5 =3 9 T =3
c) Z5_2x_x2 ) xlgZx_ xol
7 5 10 16 8

2
a) —+——=3
x—=1 x+1
x+1 x—1
b) —+—=5
x—1 +1
5x 1 4
o F4l-t
x“—4 2 x+2
f) 2x— 4— x+1 12
x2-1 -1 x+1
2
x“+x+3 2x+5
g) =

X2—x+3  2x+7

hy S_3 __5 _g

5) Resolvemos (ecuaciones literales)
a) abx =a-x(a’®+b?)—blax—1)
b) @m-4)x+m—-5x=x-5m+ (x—4)m
) @E+m’*-(x+n)?=m-n)?

d) 36— _20-0 _ 2b%—6a®
b a ab

x+a x—a a(2x+ab
e) —-= - (2 2 )

x—a x+a x“—a

6) Busca un numero sabiendo que si se le divide entre
3 y al resultado se le suma 2 se obtiene 5.

7) La suma de tres numeros consecutivos es 48,
;cuales son los numeros?

8) El perimetro de un rectangulo es 12 metros, si su
base mide 4 metros, ¢cuanto mide la altura?

9) En un rectangulo la base mide el doble que la altura
y su perimetro es 132 metros, ¢ cuanto miden la
base y la altura?

f) 25t2—25x =0

2) Resolvemos por factorizacion:

a) m?+10m+9=0 g) 8t?—12t—36=0
by —-4m*+m+1=0 h) 6k*+5k—6=0

c) 8t?+10t+3=0 i) 15k*—7k—4=0
d) t*+2t—15=0 j)  x*+24x+143=0
e) t?—18t+77=0 k) t*2+17t+72=0
f) 2t°+8t+8=0 ) 4t°—7t+3=0

3) Igualamos los indices:

a) m’+2m+6=0 f) 22-7t+4=0
b) —x?-7x+12=0 g) 20=—5k?-5k
c) 4x?+3x—-22=0 h) 2k?=3k-2
d t?+4t-21=0 i) 5t2—-7t—90=0
e) x*+63=16x i) 4t2+3t=22

4) Sumamos y restamos:

a) mi+em-—-16=0 fy t*+2t=3
b) x*-12x+20=0 g) 7=k*+6k
c) t?=-10t-16 h) 6k*=8-13k

5) Halla dos numeros cuya diferencia sea 5 y la suma de
sus cuadrados sea 73.

6) La suma de los cuadrados de dos numeros naturales
consecutivos es 181. Hallar dichos numeros.

7) Sise aumenta el lado de un cuadrado en 4 cm, el area
aumenta en 80 cm?. Calcula el lado del cuadrado.

8) Un rectangulo tiene area de 10 cm?. Considerando la
grafica, hallar las longitudes de sus lados

x—3 5
9) Un triangulo tiene area de 16 cm?. Considerando la

grafica, hallar la ecuacion que representa su area.
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