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PRESENTACION

Una nueva gestién educativa comienza, reafirmando el compromiso que tenemos con el Estado Con el
inicio de una nueva gestion educativa, reiteramos nuestro compromiso con el Estado Plurinacional de
Bolivia de brindar una educacion de excelencia para todas y todos los bolivianos a través de los diferentes
niveles y ambitos del Sistema Educativo Plurinacional (SEP). Creemos firmemente que la educacion es la
herramienta mas eficaz para construir una sociedad mas justa, equitativa y préspera.

En este contexto, el Ministerio de Educacion ofrece a estudiantes, maestras y maestros, una nueva
edicion revisada y actualizada de los TEXTOS DE APRENDIZAJE para los niveles de Educacion Inicial en
Familia Comunitaria, Educacion Primaria Comunitaria Vocacional y Educacion Secundaria Comunitaria
Productiva. Estos textos presentan contenidos y actividades organizados secuencialmente, de acuerdo
con los Planes y Programas establecidos para cada nivel educativo. Las actividades propuestas emergen
de las experiencias concretas de docentes que han desarrollado su labor pedagodgica en el aula.

Por otro lado, el contenido de estos textos debe considerarse como un elemento dinamizador del
aprendizaje, que siempre puede ampliarse, profundizarse y contextualizarse desde la experiencia y la
realidad de cada contexto cultural, social y educativo. De la misma manera, tanto el contenido como
las actividades propuestas deben entenderse como medios canalizadores del didlogo y la reflexiéon de
los aprendizajes con el fin de desarrollar y fortalecer la conciencia critica para saber por qué y para qué
aprendemos. Asi también, ambos elementos abordan problematicas sociales actuales que propician el
fortalecimiento de valores que forjan una personalidad estable, con autoestima y empatia, tan importantes
en estos tiempos.

Por lo tanto, los textos de aprendizaje contienen diversas actividades organizadas en areas que abarcan
cuatro campos de saberes y conocimientos curriculares que orientan implicitamente la organizacion de
contenidos y actividades: Vida-Tierra-Territorio, Ciencia-Tecnologia y Produccién, Comunidad y Sociedad,
y Cosmos y Pensamientos.

En consecuencia, el Ministerio de Educacion proporciona estos materiales para que docentes y estudiantes
los utilicen en sus diversas experiencias educativas. Recordemos que el principio del conocimiento surge
de nuestra voluntad de aprender y explorar nuevos aprendizajes para reflexionar sobre ellos en beneficio
de nuestra vida cotidiana.

Edgar Pary Chambi
MINISTRO DE EDUCACION
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(( rricrica |

Reina realiz6 un tablero para demostrar del teorema de
Pitagoras, como se muestra en la figura, para este efecto
decide usar canicas de colores para realizar la demostracion.
Es asi que decide usar 5 canicas blancas, 5 canicas negras, 5
canicas amarillas, 5 canicas rojas y 5 canicas celestes.

Realizando la suma de estas canicas como resultado de
este suceso le da 25 canicas. Lo que él debe demostrar es
es decir 57=4?+3-2
combinaciones de los 5 colores, al realizar este procedimiento.

que c’=a’+b?

Actividad

(( TEORIA
Contar

En matematica, contar cosas es
un concepto fundamental. No
obstante, no siempre es simple.

El area de las matematicas que
se ocupa de resolver problemas
que consisten en contar un cierto
numero de objetos se Illama
combinatoria.

En el lanzamiento de dos dados,
¢;de cuantas formas se pueden
obtener un siete o un ocho?

Fuente: https://www.pngkit.com/bigpic/
u2y3a9t4o0u2u2w7/

- Raul desea viajar de La Paz a Cochabamba -
y tiene a su disposicion 2 lineas aéreas y
7 lineas terrestres. ;De cuantas maneras
diferentes puede realizar su viaje?

Actividad

— El curso 5to de Secundaria esta formado por -
15 sefioritas y 13 jévenes, desean elegir su
presidente. ¢De cuantas maneras puede ser
elegido?

ANALISIS COMBINATORIO

Obteniendo diferentes

— Teniendo en cuenta que las 25 canicas se deben distribuir en los dos cuadrados, ¢qué posibles
combinaciones de colores se pueden encontrar?

— Para el tablero elaborado, ¢qué otros objetos puedes utilizar, para demostrar el teorema?
- ¢ Cuantos colores de canicas podrias utilizar para realizar la demostracion?
- Ademas del tablero, ;dénde emplearias estos saberes y conocimientos?

- ¢Qué operaciones se utilizan para saber las posibles combinaciones de colores que se den en la
demostracion del teorema de Pitagoras, a partir del tablero?

1. Principios basicos de conteo

Muchos problemas tienen que ver con el nUmero de maneras en que un
conjunto finito de objetos se puede arreglar, combinar, o seleccionar. Tales
problemas se encuentran en el ambito de la combinatoria.

El estudio del analisis de la combinatoria comenzara presentando dos
principios basicos del conteo, de la suma y la del producto.

a) El principio de adicién (conector légico “0”)

Siunatarea “A” puede ser realizada de “m” formas diferentes, y otra tarea “B”
puede ser realizada de “n” formas diferentes, y ambas no pueden realizarse
simultaneamente, entonces hay m + n formas de Realizamos una o la otra.

Ejemplo: Clara entrega piezas de robdtica en 3 mercados, en el primero
se entrego estos productos en 6 tiendas, en el segundo en 5 tiendas y en el
tercero en 7 tiendas. ¢ De cuantas maneras una persona puede adquirir las
piezas de robotica?

Respuesta: El nimero total de resultados distintos que se puede obtener es:
6+5+7=18

Para hallar la respuesta utilizamos la operacién de adicion, tomando en
cuenta el numero total de resultados segun la pregunta.

Jazmin se dedica a la venta de celulares, cuenta
con cuatro aparatos de tres marcas reconocidas.
¢ De cuantas formas puede ofrecer la venta a sus
clientes?

Megan va a la tienda y quiere elegir una golosina
de entre dos frascos. En uno hay 25 caramelos
surtidos, mientras que el otro contiene 10 chicles.
¢, Cuantas opciones tiene para elegir su golosina?
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b) El principio de multiplicaciéon (conector légico “y”)

Si un evento o suceso “4” ocurre, en forma independiente, de “m” maneras diferentes y otro suceso “B” de
“men”. Este

n” maneras diferentes, entonces el nUmero de maneras distintas en que ocurren ambos sucesos es
principio es conocido también como el principio fundamental del analisis combinatorio.

Ejemplo:

Megan tiene seis textos de aprendizaje del nivel secundario. De cuantas
formas distintas se pueden ordenar en un estante donde sélo caben
cuatro libros?

Respuesta:
Suceso I: Para la 1ra casilla existen 6 maneras diferentes.
Suceso lI: Para la 2da casilla existen 5 maneras diferentes.
Suceso llI: Para la 3ra casilla existen 4 maneras diferentes.
Suceso IV: Para la 4ta casilla existe 3 maneras diferentes.
Debemos realizar los cuatro procedimientos.
65+4+3=360
Asi los textos de aprendizaje se pueden ordenar de 360 formas diferentes.

2. Factorial de un numero natural y sus propiedades

a) Factorial de un numero natural

Para todo numero natural n, se llama n factorial o factorial de n al producto

de todos los naturales desde 1 hasta n. Con la notacién breve para

n!=1234e..o (n-1) o n; Vv nezt productos,
n
Ejemplos:
n! = l_[ k
Calculamos los primeros factoriales. b
1/=1 4= 102¢34=24 .
El simbolo Se lee

2/=12=2 5/= 1+2¢34+5= 120 “Producto”
3/= 1¢2+3= 6 6/= 102¢3e4+5:6= 720 Se define 0/=I, para que

la relacion n!/=ne(n-1)! sea

b) Propiedades

también valida para n=1/. Esta

I=ne(n-1)] _ ) ) relacion permite definir los

a) n/=ns(n-1)! Ejemplo:  8/=8-7/ factoriales por recursividad.

I=n! —x= i .z .

b) .X'.' e Ejemplo:  6/=6!/ —6=6 La notacion n! fue popularizada
n! 22 \
i _ 1\ . oo por el matematico francés

©) n (n=1)! Ejemplo: 7= -1Dr=¢6 Christian Kramp.

n! Ejemplo: 9! 9 9! 9
- = . = = — =
& o CE] 8!

— Verificamos la existencia o no de cada
una de las siguientes expresiones:

— Roman tiene 3 poleras, 3 busos y 2 pares de
chancletas, todas prendas diferentes. ¢ De cuantas

o maneras distintas puede lucir una vestimenta

© O o V13! = Vol =

i) constituida por poleras, busos y chancletas” o i

® — ¢ Cuantos resultados diferentes se pueden obtener (=9 = le2e3e4e506078=
< al lanzar una moneda y un dado simultaneamente?

@
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Ademas n! se puede desarrollar
explicitamente segun lo requiera
el ejercicio especifico. Por
ejemplo:

n!= (n-2)!+(n-1)*n
O también:
n!= (n-3)!+(n-2)*(n-1)*n

El factorial también se la puede

expresar asi:
n!=nem-1)s(n-2)e...e321

Identidades de dobles

factoriales

n!=nll(n— 1!
2! = 2™n!

_(@n-1! _ (@2n)!
@n-D!' = 2n—2)!!  2nnl

(2n+1)!  (2n+1)!

Qn+ DI =

n!t — 2nnl

d) Doble factorial

Se define el doble factorial de n como:

Ejemplo:

Calcular los factoriales:
6//= 2+46= 48

11/= 1+3¢5¢7+9+11= 10395

con factoriales.

- Evaluamos las siguientes expresiones

°
©
° 11! 15!
2 51 3!
prer)
&’ 111e6! 331
8 8le15!

c) Descomposicién en factores de un factorial
Recordemos, si n/=1¢2¢3¢4s...*(n-2)*(n-1)*n, entonces.

5!l=1e2e3e4e5;luego,5! =4!e5
4!

La siguiente ecuacién adquiere importancia cuando se trata de simplificar
expresiones, un tanto complicadas, que involucran el uso de factoriales:

n!=m-1)!n|; V nx=2

Ejemplo:
Calcular las siguientes expresiones con factoriales.

15! 15e14e13e12e11109!

o = o1 = 3603600
8! Be7e6e5!
5T & =336

5! 5e4s30 20
21317 2131 T 2.1
Ejemplos:

=10

- Expresar como un solo factorial (n+3)¢(n-1)/sn*(n+1)*(n+2)

Ordenamos estos factores en forma decreciente:
(n+3)e(n+2)s(n+1)ene(n-1)!  (n+3)!

Expresar como un solo factorial (21-1)*(2n)*(2n-2)!*(2n+1)
(2n+1)*(2n)*(2n-1)*(2n-2)!=(2n+1)!

- Simplificar:
(n+2)!
(n—1)!
2)! 2) e 1)ene —1)!
glltg!:(n-l- ) (n(:_)l)!n o )=(n+2)'(n+1)on
n=b si n=0 o n=1
T ne (=21 si n=>2

12//= 2¢4+6+81012= 46080
7/=143+5:7= 105

— Simplificamos:

(n+10)!
(n—5)!

(n—6)!
331 (n—4)!

30!

(x+9)!
(n+5)!

. - Expresamos como un solo factorial:
3les! (Tn—4)e (Tn="5) e (7Tn—"7)1e (7n—3) ¢ (Tn—6)
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Diagrama del arbol

3. Permutaciones simples

Las permutaciones son ordenamientos o “grupos ordenados” que se forman

con un total de elementos. Se calcula con la formula Una técnica que puede ayudar
P,=1+2+3¢4 ¢ (m-1)sn=n! mucho  es confeccionqr un

diagrama en arbol. Consiste en

Se lee “Permutaciones de n elementos” una representacion por niveles en
) la que cada rama representa una
Ejemplos: opcién individual para pasar de un

nivel al siguiente, de tal manera
que todos los posibles recorridos
desde la raiz hasta el ultimo nivel,
Algunas de las formas son: acude, aduce, ... el nivel de las hojas, son todos
_ los posibles resultados que se

5¢4+3+2+1=120 maneras. pueden obtener.

a) ¢Cuantas palabras distintas se puede formar, con o sin sentido,
usando las letras de la palabra EDUCA?

b) ¢De cuantas maneras diferentes se pueden ordenar los numeros 5,
6, 7,8y 9 siel 7debe ocupar siempre el lugar central?

OORSOIO)

El orden de los numeros 5, 6, 8 y 9 (que son 4), con el 7 al centro, el total de
ordenamientos diferentes es:

P,=4/=4+3+21=24

Observe que el numero 7 es fijo, no cambia su lugar, por lo tanto, solo nos
debemos preocupar por ordenar (permutar) los otros cuatro nimeros.

El total de permutaciones que se pueden realizar tomando en cuenta r de n
(0 <r<n), esta dado por:

n! Una secuencia ordenada de
nem—1en=2)e.o(n-(r-1)= (n—1)! objetos donde el orden importa se
oy conoce como permutacion.
nPr = =l

c) ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar 3 vocales
distintas en una fila?

Para elegir la vocal que estara en el primer puesto de 3 espacios, hay 5

posibilidades.
nPr=n—! _ 5! —
(n-r)! 5P3 = (5 _ 3)! =
_5!_5-4-3-2!_ _
5P3_Z_T_5.4.3_60

d) ¢ Cuantos numeros de 2 cifras sin repetir se pueden formar con los
digitos del 1 al 57

Epg = 5! _5!_5-4-3!_5 4= 20
Pe=5_on"3" 31 =
— Lasformas en que pueden llegaralameta - Calculemos la cantidad de maneras en que se puede
17 corredores de motos son: elegir un presidente, vicepresidente y un secretario

de hacienda de un grupo de 9 estudiantes.

— Las palabras con o sin sentido que

g podemos formar con las letras, sin repetir, — Determinemos la cantidad de formas que existen

N de la palabra PRODUCTIVA son: para acomodar a 5 padres de familia en una reunion

= . , que solo existe 3 sillas.

o - ¢De cuantas maneras pueden repartirse

< cuatro estudiantes, cuatro golosinas - ;De cuantas maneras se pueden ordenar 23
distintas, comiendo cada estudiante una estudiantes que hacen fila para recoger su desayuno
de ellas? escolar, si el presidente del curso debe estar al inicio

de la fila?
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El cubo Rubik 4. Permutaciones con repeticion

Cuando, en un experimento, las condiciones indican que un elemento, o
varios, se pueden repetir o suceden nuevamente, las permutaciones se
denominan permutaciones con repeticion. En un conjunto de n elementos,
en el que cierto elemento se repite a — veces, otro se repite b — veces, otro
se repite ¢ — veces, y asi sucesivamente; es calculado por:

n!

ab,c.. _
PRy aleblecle...

Ejemplos:

Hay 43.252.003.274.489.856.000 a) ¢Cuantas palabras distintas, con o sin sentido, se pueden formar
posibles permutaciones del cubo con las letras de la palabra CLASIFICACION?

rubik. Si pusieras un cubo al lado
del otro, la fila tendria 261 afios-
luz. Si movieras una posicion por
segundo, tomaria 9986 veces

la edad del universo pasar por Numero de veces que se repite la letra C = 3
todas las permutaciones.

En este caso tenemos un conjunto de 13 elementos que corresponden a las
13 letras de la palabra CLASIFICACION, pero si nos fijamos hay elementos
del conjunto que se repiten;

Numero de veces que se repite laletra 4 = 2
Numero de veces que se repite la letra / = 3

Por lo tanto, calculamos una permutacion con repeticion sobre 13 elementos
donde se repite 3 veces, 2 veces y 3 veces.

ab,c _ n! 3,23 _ 13!
PRy ~ aleblec!.. = PR3 T 3le21e31
223 13! 131 13!
= PRy =2 = 86486400

T 3le21e3l 60206 72

b) En un sorteo de un canastén, hay 10 bolas del mismo tamaiio y peso, de los cuales, 6 son rojas y 4 son
azules con diferentes numeros. ¢ De cuantas maneras es posible extraer una a una las bolas de la urna?

Numero de bolas rojas: 6
Numero de bolas azules: 4

Por lo tanto, calculamos una permutacién con repeticion sobre 10 elementos donde se repite 6 veces y 4 veces.

a,b,c _ n! 64 _ 10!
PRy, T aleblecl.. = PRio™ =g =
PR, 64 10! 10e9e8e¢ 76! 5040 210
= — = = =
10 6led!  6l(ede3e2e1) 24
c) Calculamos: PR *?*? =
pR,232 6! 6e5e4¢3 120 30
= T = = = =
6 21 e 3l e 2! 21 e 3l e2! 4
Resolvemos los siguientes problemas:
g - ¢Cuantas palabras distintas, con o sin - Sebastidn estd organizando el stand de los
S sentido se pueden formar con las letras de refrescos, ;de cuantas formas diferentes
= la palabra MATEMATICA? puede ordenar en una fila 8 gaseosas verdes,
© . . . 6 anaranjadas y 4 negras?
< - ¢Cuantos numeros diferentes se puede

formar permutando las cifras del nimero - ;De cuantas maneras puede ser escrito
787997 RRROOLLLLL?
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5. Permutacioén Circular s
Permutacion

Son agrupaciones donde no hay primer ni ultimo elemento, por hallarse todos

en una linea cerrada. Para hallar el numero de permutaciones circulares Para contar las maneras en que
que se pueden formar con “n’" objetos distintos de un conjunto, hay que se puede ordenar objetos de
considerar fija la posicion de un elemento, los n-/ restantes podran cambiar forma circular puedes considerar
de lugar de (n-1)! Formas diferentes tomando todas las posiciones sobre la 2 estrategias:

circunferencia relativa al primer punto. ) )
1ro Ordenar los objetos en fila y

El nimero de permutaciones circulares de n elementos esta dado por: determinar cuantas rotaciones
se estarian contando de mas.

P =(n—1)!
Ejemplos: 2do Colocar un elemento que
sirva de referencia y arreglar los
a) La mesa directiva del curso 4to de secundaria decidié reunirse para demaés en torno a él.

tratar asuntos de suma importancia, ¢de cuantas formas diferentes pueden
sentarse alrededor de una mesa circular el presidente del curso junto a sus

6 miembros de su mesa directiva? /\
P! = (n—1)! = P7 = (7 -1)!
S P/ =6l=6+5¢4e302e1=720 /

b) Con 12 perlas de colores diferentes. ;Cuantas pulseras distintas se

podrian confeccionar? \
n=(n—1)! = P12 = (12 — 1)! BB

= P2 =111=11¢10e9e8e¢7e6e5040302e¢1=239916800

c) Calcular: PR**? =

ras 6l 6e5ed4e3l 120
= PR = are T 2iestear 4 230

Resolvemos los siguientes problemas:

- ¢De cuantas maneras se pueden sentar 6 jovenes

- ¢De cuantas maneras se pueden sentar en 9 sillas de una mesa redonda?

5 personas en una mesa redonda?

- La familia de Jorge tiene 6 integrantes estan
sentados en una mesa redonda, determinar de
cuantas formas se pueden sentar si el Papa y la
Mama se sientan frente a frente.

I vnsoracion’

En el curso 5to de secundaria se pasan clases en 13 asignaturas, Paulina debe realizar 4 tareas en un dia de clases,
de cuantas formas puede organizar sus tareas o actividades si no interesa el orden de las tareas que realice.

- ¢De cuantas maneras se pueden subir
8 jovenes a un carrusel con 8 asientos
todos idénticos?

Actividad

- ¢ Como puedes organizar tus horarios o itinerarios con ayuda de las permutaciones?
- ¢ Como puedes aplicar el concepto de factorial en el area de musica?

— En qué circunstancias aplicarias de manera practica tus conocimientos del tema.

§) rrovuccion (§

— Construyamos un diorama con las posibilidades que hay de que tu colegio gane en el concurso de bandas de tu
ciudad, si existen 13 bandas inscritas.

- Investiguemos y elaboramos un trabajo sobre las aplicaciones que se dan con las factoriales y las permutaciones,
en actividades de tu colegio.
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VARIACIONES Y COMBINACIONES

(T

Se esta organizando una exposicion de gastronomia para
lo cual un grupo de estudiantes decidio realizar brochetas,
el grupo observa que la presentacién del plato debe llamar
la atencién de los jurados, es asi que deciden realizar
diferentes combinaciones de los ingredientes, en base a
los colores de las carnes e ingredientes que utilizaran.

La combinacion en la elaboraciéon de platos de comida
se utiliza para crear platos sabrosos y equilibrados, las
diferentes texturas y colores pueden ayudar a crear una
presentacion atractiva; por ejemplo, como combinar
4 colores de los ingredientes en la elaboraciéon y
presentacion del plato.

Elegimos un plato tipico de nuestra region:

- ¢Qué operaciones se utilizan para saber las posibles combinaciones con los
ingredientes al elaborar un almuerzo saludable?

Actividad

- ¢En qué otras situaciones se pueden utilizar variaciones y combinaciones?

[ eoria )

1. Variaciones simples

Una variacion sin repeticion de n elementos tomados de k en k (donde & < n)

m es un grupo ordenado de k elementos distintos que se pueden formar a partir
de los n elementos.

L La cantidad de variaciones de n elementos se calcula mediante:
Observa que, en esta definicion,

es importante el orden en el n!

que se extraen los elementos, V.=n (n - l) o (n - 2) . (n —k+ 1) =——— donde n2k
pues dos listas con los mismos ’ (”—k )!

elementos, pero en posiciones
diferentes, se consideran dos

variaciones distintas. La promocion de un colegio esta realizando un campeonato de futsal para lo
cual tiene 12 equipos inscritos el asesor de curso les pregunto, ¢de cuantos
partidos consta el campeonato que esta conformado por 12 equipos?

k=12 n=2

Ejemplo:

n!

Yok = bl

n,

121 12!

v =
2 (12-2)1 10!

= V,,=132

El campeonato constara de 132 partidos.
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Ejemplo: ¢De cuantas formas diferentes se pueden repartir los puestos
de presidente, vicepresidente y secretario de hacienda del curso 1ro de
secundaria sabiendo que hay 9 candidatos propuestos por el curso?

Las condiciones son que todos participan en la eleccién, siimporta el orden,
no es lo mismo que lan sea presidente y Pedro vicepresidente a que Pedro
sea presidente e lan vicepresidente. Razén por la cual no se repiten los
elementos, pues no es posible que un estudiante tenga dos puestos distintos.

n!

(n—k)!

n=3 yoo 9 _9!_9e8e7!
P(9-3) 7

Aprendiendo
Son 72 maneras en las cuales se puede repartir los puestos de

presidente, vicepresidente y secretario de hacienda. En esta ocasién, al poderse

repetir elementos, es posible
tomar k>n.

k:9 Vn,k:

= V12,2 =72

2. Variaciones con repeticion

Las variaciones con repeticién, de n elementos tomados de k en k, son los
distintos grupos ordenados de k elementos, repetidos o no, que se pueden
formar con los n elementos dados. Una variacion con repeticion
son las distintas formas en que

L nti variacion n r icion de n elemen 5 r: .
a cantidad de variaciones con repeticién de n elementos esta dada po se puede hacer una seleccion

VR  =n" de elementos de un conjunto
ok dado, permitiendo que las
Ejemplo: En la evaluacion parcial del segundo trimestre, tipo test contiene selecciones puedan repetirse.

12 preguntas y cada pregunta tiene cuatro opciones de respuesta. j, Cuantas

formas distintas posibles existen de resolver la evaluacién? Es “decir, cuando se forman

grupos con estas caracteristicas:
k=12 VR, , = n" - Siimporta el orden.

12 _ _ of ;
n=4 VR,,, =4 = VR,,,=16777216 Si se repiten los elementos.

Existen 16777216 distintas formas de resolver la evaluacion.
Ejemplo:

Leonel decide viajar de Cochabamba a la ciudad de La Paz, el viaje se lo puede realizar por cinco carreteras
distintas. sDe cuantas formas puede realizarse el viaje de ida y vuelta?, recuerda que influye el orden de los
elementos y estos se pueden repetir.

k=5 VR, , =n"

n=2 VR,; =5 = VR,;=25

Leonel puede realizar su viaje de 25 maneras.

- ElI maestro de Matematica ha decidido - De La Paz a Apolo se puede irse en coche,
que en el préximo examen va a otorgar un avioneta, helicoptero, moto, o flota. ;De cuantas
unico sobresaliente, un Unico notable y un formas posibles se puede hacer el viaje de ida y
unico aprobado (el resto, irremediablemente vuelta?

suspenderan), si sus 43 estudiantes NO
son capaces de decir de cuantas formas
distintas puede calificar siguiendo este

innovador método. - Una placa de un automovil esta formada por 3
letras elegidas entre 27 y 4 numeros escogidos
entre los numeros comprendidos entre 0 y 9.
¢,Cuantos coches se pueden matricular en cada

pais con este sistema?

— Rocié lanza dos dados diferentes al aire.  Cuantos
resultados distintos pueden producirse?

Actividad

- ¢Cuantas senales diferentes de cuatro
colores pueden formarse con 7 reflectores
de distinto color puestos en una linea?
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3. Combinaciones simples

Son los diferentes grupos o subconjuntos que se pueden formar con una parte o con todos los elementos de un
conjunto determinado, teniendo en cuenta que al formar grupos no interesa el orden de los elementos.

El numero de combinaciones de n elementos tomados de k en k (Cn k) es
igual al cociente del niumero de variaciones (Vnk) entre el numero de

permutaciones (Pk =k!) Entonces:

n!
Vo _(n—k)!_ n!
Bk (n—k)ek!

donde n>k

Ejemplo: En el curso 5to de secundaria deben formar grupos conformado por
cinco jovenes y tres sefioritas, para realizar la exposicion del fin de trimestre.
¢ Cuantas grupos de cuatro estudiantes se pueden formar considerando lo

n! siguiente?

wk (n —k)!o k! A. No hay restriccion alguna.

La flota Andina en su recorrido de B. Debe haber al menos dos sefioritas.

la ciudad de Santa Cruz a Potosi C. Debe haber al menos dos jovenes.
hay 18 estaciones. Si la flota .. o
para en todas las estaciones, Solucién A: Como no hay restriccion alguna, del grupo conformado por 8
;cuantos viajes distintos pueden estudiantes vamos a escoger 4.
Realizamos entre ellas? |
n==_8 co 8! - BeT7e6e504! 70
= - C. =_ =
n=18 k=4 M(8-4)le4! 54 4le 4!
k=2
Se pueden conformar 70 grupos.
18!
Cigz = A8—2)1e2i Solucién B: Debe haber al menos dos seforitas, se presentaran los
T siguientes casos:
1817 ¢ 16! Se escogen 2 sefioritas Se escogen 2 varoness Se escogen 3 seiloritas Se escogen 1 vardn
618,2 = W = de un total de 3 de un total de 5 de un total de 3 de un total de 5
o 3! 5| 3! ' 5|

B TR E TR I TR A (I 1T

3 10 1 5

Solucién C: Debe haber al menos dos jévenes, se presentaran los siguientes
Casos:

Se escogen 2 varones Se escogen 2 mujeres Se escogen 3 varones Se escoge | mujer Se escogen 4 varones
de un total de 5 de un total de 3 de un total de 5 de un total de 3 de un total de 5

5! 3l 5! 3l 5!

N TS TR S N S E ST T oS TR o YT

10 3 10 3 5

— En el torneo regional de ajedrez participan 22 - En la reunién de organizacién del curso 5to de
estudiantes donde clasifican tres y pasan a la secundaria Wara observa que los padres de
final. ¢ Cuantas son las posibles clasificaciones? familia se dan apretones de manos, llegando

a contar un total de 91 apretones de manos.
Determine cuantos padres de familia participaron
de la reunion. Si todos se saludaron.

— ¢ Cuantos grupos de tres estudiantes se pueden
formarse con los 35 jévenes y sefioritas del
curso 5to de secundaria?

Actividad

— Richard en un examen de fisica tiene que elegir
8 de las 12 preguntas de su evaluacion. ¢De
cuantas maneras puede elegirlas? ;y si las 5
primeras son obligatorias?

— De los 38 estudiantes del curso se presentan
6 como candidatos a ocupar dos puestos de
presidente del curso. Cuantas elecciones son
posibles?
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Ejemplo: Un albaiiil dispone de 5 latas de colores diferentes ¢ Cuantos tonos diferentes adicionales a los que tiene
podra obtener mezclando en cantidades iguales las latas de pintura?

Para obtener distintos tonos de color debera mezclarde 2en 2, de 3en 3, de4 en4 ode 5en 5.

Mezclando 2 colores Mezclando 3 colores Mezclando 4 colores Mezclando 5 colores
= Csy X Css + Csy x Css

= 5—' x 5—' + S > 5! Relacién de recurrencia o
(5-2)te2! (5-3)te3! (5-4)le4! (5-5)te5! Teorema de Stieffel

La suma de dos numeros

=10+10+5+1=26 combinatorios no siempre es
Obtiene 26 tonos diferentes de colores. ofro numero combinatorio, pero
si los numeradores son iguales y
4. Nimeros combinatorios los denominadores consecutivos
. . ) ) L la relacién, a continuacion, es

El nimero de combinaciones (sin repeticion) de n elementos tomados de k valida:

en k se llama numero combinatorio de n sobre k y se denota mediante (nj
k m—1 m—1 m
Es decir: " =C = n! >k k +k—1 “lk
S A I (n—k)!Ok! donde n2

Numeros combinatorios especiales:

Igualdad de nimeros
(Oj 0! 1 combinatorios

= =1

0 (0 - 0) le0! el Si dos numeros combinatorios
1 I 1 que tienen igual numerador y la

= i = =1 suma de sus denominadores es
lj (1 - 1) le]! Olel igual al numerador, entonces son

iguales.
1 1! 1 1
0) (1-0)le0! Ilel [’"j y ( " J son iguales
k m—k

n n! n!

= = =1 Se verifica que: m=k+n—k
” (n—n)!on! Ole 7! e verifica que: m n

n! _nO(n—l)! n

(n—lj: [n—(n—l)j!-(n—l)z “[nen1]e (=) Le(n-1)l 1

Ejemplo: Calculamos 5 C 0

5 5! 5!
= = =1
[oj (5-0)1e0! 5lel

Calculamos: Calculamos:

7 12)
1) 12)

Actividad
whn D
N——
Il
~N
[
N
I
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Triangulo de Tartaglia

1

11
121
173 3 1
174 6 4 1

165 10 10 65 1
1 15 20 15 6 1

e
o)
o)

oo

Los numeros interiores se
obtienen aplicando el teorema
de Stieffel.

El exponente de “a” es la
diferencia entre el numerador y
el denominador del coeficiente
del término, y el del “b” es
igual al denominador de dicho
coeficiente. Es decir, la suma
de ambos exponentes es igual
a “n” para todos los términos,
por lo tanto, los términos del
desarrollo son homogéneos de

“ 9

grado “n”.

Otra generalizacion del término
k +1es:

Ejemplos:
10 !
10! _10e9e8e7e6! o
4 ) (10-4)e4l Glea!
7 7L _Te6eSedl .
3)7(7-3)e31  4l31
5 5! 5e4e31
2) (5-2)2! 32!

5. Binomio de Newton

Si ay b reales y n natural, entonces podemos afirmar que:

- g(;}"-%k 6 (a+b) = g[;}%"*

Cada término del desarrollo tiene como coeficiente un nimero combinatorio
de numerador igual al exponente del binomio y el denominador varia de 0

an.

(a+b)n

n

k
subconjuntos de k elementos podemos formar a partir de uno de n elementos.

Recordamos que los numeros combinatorios ( j cuentan cuantos

En particular, vamos a usar en esta clase la definicion recursiva de los
numeros combinatorios.

(e
(OHEHE) o

; 1 1
Ejemplo: (x + )t = (OJ Xoyl +(Jx1y0, advertimos que C)j = Gj =1

Por lo tanto: (x+y) =x+y

vn € Ny

Término k-ésimo

. . . . r . . . n
Si se necesita determinar algun término del desarrollo del binomio (a + b)
resulta util aplicar la formula a continuacion:

CI? 1an—k+1bk—1

Donde k es la posicion del término buscado.

Desarrollamos cada uno de los siguientes binomios:

2
i (2a+4b)
= 6
> 1
e —a+2b| =
< 2
(2x+3y)5 =

(7a+3b)°

(6a+3b)’
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4
Ejemplo: Desarrollamos por el binomio de Newton (a3 + 3b2)

_ (gj() () {fj(as V (307) {;‘j(as)z () {;‘j(as)’ (3°) {ﬂ((f ) (302’ »
g P TN (g P e =Eefer

0

Debido a este teorema, los
I L B . a6o9b4+ia3oz7b6+ﬂ81b8 numeros  combinatorios  se
4! 31! 212! 113! ! llaman también coeficientes

—a”+40a’ o3b" +60a" 00b" +40a’ 027h° +10811° binomiales.

=a?+12ea’h* +5404°h* +108 0 a’h® +81H°

El 4to término del binomio.

(2[)3 = a)9
) _ 2\19 - 6 _
Ejemplo: En el desarrollo de(l+3x ) , obtener el coeficiente de x _ Cf_l (2b3 )9 4+1 (—a)H
n=19 CP_ qnH+ipk—1 9! 3\6 3
- 3 (&) o

_ Cﬁl (1)19-4+1 (3x2 )4—1 _ C319 (1)16 (3x2)

|
= 19! 1e3%x® Asi el coeficiente de x° es: 26163
16le 3!

Asi el 4to término es: —5376a’h"™

Desarrollamos por el binomio de Newton:

° 6

§ - (a4 —2m3) = - Obtenemos el 7mo término del binomio (b3 - )11

>

3 2 x 1)’ 7

< _ [E x4 2b3y4J _ — En el desarrollo de [_4__} obtenemos el coeficiente de x
X

[ VALORACION

El analisis combinatorio forma parte de la matematica que estudia las
organizaciones y agrupaciones de los elementos. Las aplicaciones de la
informatica la estadistica en el uso de los principios basicos de conteo,
el factorial de un numero natural, las permutaciones, las variaciones vy
combinaciones de elementos y actividades que se pueden desarrollar en la
vida cotidiana. Tenemos numerosos ejemplos de aplicacion.

Si en tu colegio debes realizar un campeonato ya sea de futsal, voleibol,
basquet o alguna competencia, siempre es preciso organizar los tiempos y
los espacios. Para tal efecto, es importante conocer sobre estas aplicaciones:

- Para organizar un evento que requiere la debida programacion, ;qué
tema de andlisis combinatorio te permite organizar tu evento?

- Los juegos de azar utilizan principios basicos del analisis combinatorio,
menciona cuales son estos.

— Construimos un proyecto donde organicemos algun evento deportivo que necesite de una programacion
y organizacion para que éste termine en los plazos planificados.

— Modelizamos el proyecto utilizando herramientas tecnolégicas que fortalezcan tu trabajo.

— Elaboramos un cuadro donde mostremos las combinaciones que podemos realizar con los colores
de nuestro equipo favorito, exponiéndolos en clase para fortalecer y reforzar nuestros conocimientos.

Actividad

— Elaboramos un menu de alimentos sanos (pueden ser frutas y verduras) utilizando la probabilidad,
para consumir durante una semana en los recreos.
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA

(( Fricricn

En la feria trimestral de la Unidad Educativa Franz Tamayo asistieron padres
y madres de familia, también se observo la presencia de habitantes de la
comunidad. Los estudiantes de 5to de secundaria registraron a los asistentes
tomando nota de las edades y zonas de las cuales vinieron a apreciar los
proyectos expuestos en los diferentes stands que exponen sobre alimentos
saludables, recetas de comida nutritiva, ensaladas de frutas y verduras.

Fuente:https://es.vecteezy.com

Asitambién, los stands registraron la cantidad de visitantes a su presentacion,
para poder identificar las tendencias de mercado, evaluar el rendimiento de
sus productos y servicios, y tomar decisiones estratégicas para mejorar en
la proxima gestion.

- ¢ Como organizarias la informacion obtenida sobre el niUmero de visitantes a la feria educativa?
- ¢ Qué conocimientos tienes sobre la estadistica?

- Mencionamos en qué situaciones observamos el uso de la estadistica.

- ¢ Como utilizarias la estadistica para mejorar tu calidad de vida y la de tu familia?

Actividad

[ eoria
Estadistica descriptiva ) o o
La Estadistica es la ciencia que trata de la recopilacion de datos, su

Esta area de la matemaética trata organizacion, el analisis y la interpretacion para la toma de decisiones. Se
de: se refiere al conjunto de métodos, normas, reglas y principios para observar,
agrupar, describir, cuantificar y analizar el comportamiento del fendmeno
que se estudia.

1. Definiciones fundamentales de Estadistica

- Aplicar conceptos estadisticos
como muestra, poblacion y

tipos de variables. Originalmente se pensd que la funcion de la estadistica era describir las

caracteristicas de un grupo, en la actualidad, no sélo es descriptivo sino

- Ordenar y organizar la - 2 ’ !
informacion también analitico, que, partiendo de un grupo mayor, llamado poblacion,
Anali truir tabl se pueden deducir conclusiones con relaciéon a un tema o variable para un

nalizar y construir tablas y - grypno menor llamado muestra.
graficos.

Determinamosr medidas de
tendencia central: media
aritmética, moda y mediana.

Calculamos  medidas de
dispersion como el rango,
desviacion estandar y
varianza.

Interpretar las medidas de
posicioén: cuartiles, deciles y
percentiles.

Estos conocimientos también
pueden ser determinados
introduciendo los datos

necesarios en una calculadora,
e incluso con una computadora.

Estadistica descriptiva

Es un conjunto de procedimientos estadisticos que sirven para organizar
y resumir conjuntos de datos numeéricos, tiene como finalidad poner en
evidencia aspectos caracteristicos (promedios, variabilidad de datos, etc.)
que sirven para efectuar comparaciones sin pretender sacar conclusiones
de tipo mas general.

a) Estadistica inferencial

Esta area se encarga de deducir o inferir aquello que mencionamos en
cuanto a la poblacién y la muestra, seleccionando ésta ultima por métodos
aleatorios. Su propésito es explicar ciertos comportamientos del conjunto
observado, estableciendo las causas que la originan.

2. Recoleccidén y organizacién de datos

Debido a que los datos en forma individual no tienen utilidad practica, es
necesario organizarlos de manera sistematica para facilitar su interpretacion
y analisis. La manera mas sencilla de organizar la informacién es en una
base de datos, la cual posibilita realizar clasificaciones simples o cruzadas,
segun las variables o series.



Para esta etapa tomaremos los siguientes conceptos basicos:
a. Poblacién o Universo:

Conjunto de todos los elementos que permiten resolver un problema
y que presentan una caracteristica comun determinada, observable y
medible. Por ejemplo, si el elemento es una persona, se pueden estudiar
las caracteristicas edad, peso, nacionalidad, sexo, etc. Los elementos que
integran una poblacion pueden corresponder a personas, objetos o grupos
(por ejemplo, familias, las manzanas de una cosecha, empleados de una
empresa, etc.).

Ejemplos:

1. Todas las tiendas que se dedican a la venta de celulares en el
departamento de Tarija.

2. Todos los establos de ganado vacuno en el departamento Santa Cruz.

3. Todos los estudiantes matriculados en el departamento de La Paz, en
educacion regular.

4. Totos los usuarios del teleférico en la ciudad de La Paz en toda la
gestion 2023.

b. Muestra

Se define como un subconjunto de la poblacion, sobre este conjunto se
realizan las mediciones al respecto de una variable susceptible a medicion.

Ejemplos:
De los ejemplos anteriores de poblaciones se tienen:

1. Tiendas que se dedican a la venta de celulares en el Distrito 7 - Zona
Mercado Campesino (Tarija).

2. Establos de ganado vacuno del Norte Integrado (Santa Cruz).
3. Estudiantes matriculados en el distrito La Paz 3.

4. Usuarios del teleférico rojo en el mes de febrero (La Paz).

3. Tipos de variable: cuantitativa (discretas y continuas) y
cualitativas

Se llama variable a una caracteristica que se observa en una poblacién o
muestra (edad, sexo, peso, talla, tension arterial sistolica, etcétera), la cual
se desea estudiar. La variable puede tomar diferentes valores dependiendo
de cada individuo y se puede clasificar en cuantitativa y cualitativa.

- Ejemplificamos poblacion o universo segun
nuestro contexto:

Actividad

AREA: MATEMATICA

El muestreo es una técnica que
sirve para obtener una o mas
muestras de la poblacién, se
realiza determinando un grupo
representativo de la poblacion,
seleccionando asi los elementos
de la muestra.

Un individuo o] unidad
estadistica es cada uno de los
elementos que componen la
poblacion. Por ejemplo, en los
censos econdémicos se obtienen
datos de los negocios. En este
caso cada negocio, que esta
formado por varias personas,
es un individuo de la poblacion.

El dato es cada uno de los
valores que se han obtenido al
realizar un estudio estadistico.
Por ejemplo: si se lanza
una moneda al aire 5 veces
obtenemos 5 datos.

- De los ejemplos anteriores de poblacion o
universo, ejemplificamos las muestras:
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Tipos de variables

TIPOS DE
VARIABLES

lCuantitativa: l Cualitativa: ’
—— ——

S RIS (P
l Discreta Continua Nominal Ordinal

\ l Informacién

Tablas de frecuencia

Las tablas de frecuencias se
utilizan para representar la
informacién contenida en una
muestra de tamaro “n” extraida
de una poblacion.

Observacion

n es el total de datos.

Definicion Caracteristica Valores
Expresa
e cualidades o - El deporte Futbol,
Cualitativa . Unico ! L
atributos que no practicado natacion
se pueden medir
Discreta .
(oma | fposqeree 0123
Son valores al aﬁoq
o caracteristicas enteros)
Cuantitativa | medibles, se -
puede asignar un | Continua
valor numérico | (tomaun 1 i oiura 160 cm a
valor de un 165 cm.
intervalo)

4

. Tablas de frecuencia y graficos estadisticos

La distribucion de frecuencias o tabla de frecuencias ordenan los datos
estadisticos en una tabla, reuniendo como informacién importante a las
frecuencias correspondientes.

a

. Tablas de frecuencia
La frecuencia absoluta f,

Es el numero de veces que aparece un valor entre los datos de la muestra,
se representa por f; y la suma de todas las frecuencias absolutas es igual
al numero total de datos.

Frecuencia absoluta acumulada F,

Es la suma de las frecuencias absolutas de manera progresiva, la ultima
suma es igual al total de datos, se representa por F;.

La frecuencia relativa 7,
Es el cociente entre la frecuencia absoluta y el nimero t otal de datos, se

representa por ,la suma de las frecuencias relativas es igual a 1.

Frecuencia relativa acumulada Hl.

Es la suma de las frecuencias relativas de manera progresiva, la ultima
suma es igual a 1, se puede expresar en tantos por ciento.

Dato | Frecuencia Frecuencia absoluta | Frecuencia Frecuencia relativa
X, absoluta f; | acumulada /4 relativa h, acumulada H,
_A
X h F=1 = n H =h
/s _
x2 _](2 F;:.f;-i_f; h2=7 HZ_hl+h2

‘xn—l f;l—l F;1_1 :fi+f‘2+ n-1
wo| 4 | E=Xhea | A=l | =30
Total nszl 1




Ejemplo: Construye una tabla de distribucién de frecuencias con los datos
de 50 estudiantes que tienen faltas en area de matematica.

2|3|4|0|3[3[3]1]2]3 Datos | /; | £, | h | H,

2|1(2(3[2(3|3|5]|5]4 0 3 | 3 ]006|006
1 7 10 [ 0,14 | 0,2

2(4(1|6|1]6]4|0|5]3 > T70 20 [ 02 [0z

3[3[1(1|6[0[3|3(4]|4 3 [ 1535|0307

3(2(3|2]4|4]|2|5]2]|1 4 8 | 43016086
5 47 [ 0,08 0,94
6 3 50 | 0,06 1
Total 50 1

- Distribucién de frecuencias para datos agrupados

Es la tabla datos agrupados que se emplea cuando las variables toman
un numero grande de valores o la variable es continua. Son agrupados en
intervalos con la misma amplitud, denominados clase. A cada clase se le
asigna su frecuencia correspondiente.

Elrango:R= R=X__—-X_.

El nimero de intervalos ( ), es comun la utilizar la formula de Sturges
“k=1+0,33elogn".

R
La Amplitud de la clase (A): 4= ;
Ejemplo: Construye una tabla de distribucion de frecuencias agrupadas si el
profesor de educacion fisica realiza la medida de estaturas de sus estudiantes

que participaran en los juegos plurinacionales obteniendo los siguientes datos
de 30 estudiantes.

Hallamos elrango: R=X__—-X_ . =198-115=0,83
El nimero de intervalos (k). k =1+0,33elogn=1+0,33log30=5,91=6

Calculamos la amplitud de clase(A): A = % = 0’683 =0,138=0,14

115 | 1,53 | 1,21 | 1,77 | 1,2 Intervalo | f, | F, | h | H,

1,48 | 1,16 | 1,59 | 1,49 | 1,98 1-1.29 7 | 7 1023|023

157 | 16 | 186 | 12 | 137 1,29-143 | 4 | 11 |0,13| 0,37

1,71 | 1,81 | 152 | 1,42 | 1,16 143-157 | 6 | 17 | 02 | 057
i i ’ ’ i 1,57-171 | 5 | 22 |0,17| 0,73

bed | WS || R | e | e 171-185 | 4 | 26 |013] 0,87

139 | 162 | 14 | 117 | 164 185-2 4 | 30 |013] 1

Total 30 1

El puntaje obtenido por los estudiantes del 5to de
secundaria en el ultimo examen es el siguiente: 63,

AREA: MATEMATICA

Interpretaciéon de datos

- Calculando Ila frecuencia

absoluta f; :

f,=3 significa que 3
estudiantes no se
faltaron nunca.

f, =7 significa que 7
estudiantes tienen 1
falta.

f, =10 significa  que 10
estudiantes tienen 2
faltas.

Calculando la Frecuencia
absoluta acumulada F;

F =3
F,=3+7=10

F,=3+7+..+47=50

Calculando Ia frecuencia
relativa h,

=== =0,06
50

h=-—"=0,14
50

J = =0,06
50

Calculando Ia frecuencia
relativa acumulada H

i

H,=0,06
H,=0,06+0,14=0,2

H,=0,06+0,14+...+0,06 =1

- José pregunta sobre los precios de
cierto articulo en 40 tiendas diferentes y

g 62, 65, 69, 62, 70, 45, 62, 74, 59, 68, 66, 66, 55, 60, encuentra los siguientes datos:
S 65, 63, 57, 66, 68, 67, 58, 74, 74, 61, 67, 71, 64, 52,
S 76. 63 71, 76, 60, 71, 67, 60, 72, 68. 59, 69, 55, 79, ;g gg 33 Zg g? 2; ‘;g Construimos
© 57,51,67,47,72,71, 67, 54, 67, 65, 64, 50, 60, 64, una tabla de
< 71,72, 63. 77| 71|75 |68 |74 | 72 | 75 | distribucion de
84 75|73 (87|68 |79 |70 |frecuencias
— Construimos una tabla de distribucion de frecuencias. 72 |63 |89 |60 | 72 | 83 | 88 | agrupadas.
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Graficos estadisticos
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b. Graficos estadisticos

Las distribuciones de frecuencias se presentan en tablas como las
anteriores, o bien en graficas. La representacion grafica se utiliza para
facilitar al lector la comprension de los resultados, pero no afiade ninguna
informacion sobre la que contendria una tabla de frecuencias; el objetivo
de las graficas es que la informacion “impacte” directamente al lector y que
se exprese el “perfil” de la distribucion, pero no debe olvidarse el rigor en
aras de la estética: las graficas deben reflejar fielmente lo que tratan de
representar, fundamentalmente las frecuencias de cada modalidad o valor.
Por ello la regla fundamental para la construcciéon de una grafica es que las
areas (o longitudes) han de ser proporcionales a las frecuencias, condicion
inexcusable para que una grafica sea correcta.

- Diagrama de barras

Es utilizado para de presentar datos cualitativos o cuantitativos de
tipo discreto. Son representados en el plano cartesiano con ejes de
coordenadas, sobre el eje de horizontal se colocan los valores de la
variable, mientras que en el eje vertical las frecuencias absolutas, relativas
o0 acumuladas.

Los datos son representados por barras con altura proporcional a la
frecuencia.

Poligonos de frecuencias

Se realiza ubicando los puntos formados por el valor de la variable y las
frecuencias absolutas, uniéndolos mediante segmentos.

Diagrama de sectores

Se trazan sectores en un circulo, de manera proporcional a la frecuencia
absoluta correspondiente, es mayormente utilizada para variables
cualitativas.

Histograma

Es una representacion grafica en forma de barras. Las variables son
continuas o discretas, pero agrupadas.

Pictogramas

. 25 20
Es una forma de representar las cantidades 5 17
estadisticas por medio de dibujos, 15
utilizando para ello objetos y figuras; las
figuras deben explicarse por si mismas. Se 10 8
acostumbra que el tamafo sea uniforme, < 3
indicandose aparte de las figuras el valor 0 oo | Q
de una de ellas. Por otro lado, el tamano 0 o & @
puede variar y la altura de cada objeto " & & &
estara dada por la frecuencia absoluta o © 2
relativa.

- Ojivas 40
Para el trazado de esta 3°
grafica, en primer lugar, 20
se ubican los puntos
en el plano cartesiano. 10
Dichos puntos se g
determinan teniendo en 1-1,29 1,29- 1,43- 157- 1,71- 1,85-2
cuenta el limite superior 143 157 1711 185

de cada intervalo y las

respectivas frecuencias absolutas o relativas acumuladas; luego se unen
esos puntos, partiendo desde el limite inferior del primer intervalo ubicado
en el eje horizontal.
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Ejemplo:

Construye una tabla de distribucién de frecuencias y su grafica sabiendo que
a 20 colegiales se les pregunto sobre el nimero de miembros de su familia,
y sus respuestas fueron: 3, 5,4, 3,5,6,8,3,3,5,7,5,6,5,4,4,7,4,5, 3.

NUMERO DE MIEMBROS DE UNA
FAMILIA

O R N W & U1 O N

5. Medidas de tendencia central

6
5
4
2 2
I I 1
3 4 5 6 7 8

NUMERO DE MIEMBROS
DE UNA FAMILIA

8
Osos [ [ E [ [H| = fawlende o factencis
3 5 5 10,25|0,25 A
4 4 9 | 02 (045 H,=0,06 i
5 6 | 15| 0,3 (0,75
6 2 [ 17 | 01 |085 H,=0,06+0,14=0,2 .
7 2 19 | 0,1 10,95 3 4 5 6 7 8
8 1 20 {005 1 H,=0,06+0,14+...+0,06 =1
Total | 20 1

NUMERO DE MIEMBROS DE
UNA FAMILIA

8
7 5% 3

30%

Hemos visto cdmo se pueden organizar y representar datos de una serie, sin embargo, resulta importante en el
trabajo estadistico poder comparar entre si dos 0 mas series de datos.

Las medidas de tendencia central suelen llamarse promedios, y son el valor tipico en el sentido de que se emplea a
veces para representar todos los valores individuales de un conjunto de datos. Es decir, las medidas de tendencia
central dan un valor tipico o representativo de un conjunto de datos.

La tendencia central de un conjunto de datos es la disposicién de éstos para agruparse ya sea alrededor del centro o
de ciertos valores numéricos. Hay varias medidas de tendencia central, con propiedades particulares que las hacen
tipicas en alguna forma Unica. Las mas frecuentemente utilizadas son la media aritmética, la mediana y la moda.

a. Media aritmética

Resulta de sumar todos los datos y dividir la suma entre el total de datos recolectados. Es como realizar el promedio

de los datos.

A continuacion, se presenta una muestra de
los puntajes obtenidos en la exposicion del
area de Fisica: 70, 90, 95, 74, 58, 70, 98, 72,
75, 85, 95, 74, 80, 85, 90, 65, 90, 75, 90 y 69.

— Construye una tabla de distribucién de
frecuencias.

Actividad

- Realiza la grafica que se acomode a los
datos empleados.

Rene averigud los precios de 20 libros en tiendas
diferentes:

- Construye una tabla de [76[85[88]74
distribucién de frecuencias 76 |67 |68 | 73

agrupadas. 77 74 (72175

- Realiza la grafica que |84 |68 |79|70
se acomode a los datos |72 |63 |89 |60
empleados.
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Importante

X : Media Aritmética.

Z : Sumatoria.
X, : Datos.

X, +...+x, : Datos.

n : Total de datos.

X : Media Aritmética.
Z : Sumatoria.
f,» : Frecuencia.
x : Marca de Clase, se calcula
con X max + X min
2

n : Total de datos.

Me : Mediana.
Xmin . Limite inferior

f med . Frecuencia del intervalo
en que se encuentra la

mediana.

F, : Frecuencia absoluta
acumulada anterior al
intervalo.

¢ :Amplitud de clase media.

Ejemplo:
intervalos fz E
16-20 5 5
21-25 17 | 22
26-30 16 | 38
31-35 7 45
36-40 4 49
41-45 4 53
46-50 1 54
51-55 1 55
Total 55

—= 55+1
c=5 X= "B 28
"_F B »
Me=X,, +| 2 (”wczis+{2 ]521n
Jrz 16

- Para datos desagrupados

Y—in' ToAtTN AN+,
n ' n

Ejemplo: El profesor de la materia de matematica desea conocer el
promedio de las notas finales de los 10 estudiantes de la clase. Las
notas son: 3,2; 3,1; 2,4; 4,0; 3,5; 3,0; 3,5; 3,8; 4,2; 4,0;

¢, Cual es el promedio de notas de los estudiantes de la clase?
—  3,2+43,1+2,4+4,0+3,5+3,0+3,5+3,8+4,2+4,0 34,7

X =
10 10
El promedio de las notas es de 3,47

=3,47

- Para datos agrupados

}:Zfioxi
n

Ejemplo: Dada la siguiente tabla de frecuencias, hallar la media
aritmética.

R
Y | x fio | xi | fiexi
3 5 2 4 8
6 8 10 7 70
9 11 12 10 120
12 14 9 13 117
15 17 7 16 112
40 427
— coxi 427
X:Zf = =10,68
n 0

b) Mediana

Es la observacion que, en una serie ordenada, ocupa la posicion central,
por tanto, divide a la serie en dos partes iguales. Por encima de ella se
encuentra el 50% de las observaciones y a su vez su valor supera al 50%
restante, se representa el valor de la variable de posicion central con:

n+1

cuando la cantidad de datos es impar y g cuando es par.

- Para datos desagrupados

Ejemplo: Peso en kg. de 5 niiios es: 5, 6, 7, 9, 11 ; Cual es la mediana?

n+l1l 5+1
=—=3

La cantidad de datos es IMPAR, por lo que la posicion es 5

luego la mediana corresponde al nifio que peso 7kg. Me=7

Ejemplo: Cuando la cantidad de datos es PAR no hay un Unico valor central,
en este caso la, son 6 términos, por lo que la posicidn inicial es

n 6 . , .
—= 5 = 3, la tercera. Con esto, la Mediana sera la semisuma de los

2
dos valores centrales. 3, 5, 6,7, 9, 11

6+7

Me=——=26,5
2
La mediana esta entre la tercera y la cuarta posicion. n P
- Para datos agrupados _ 2 ()
grup Me=X_, +|=———|c
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La moda es el dato que ocurre con mayor frecuencia en el conjunto. Cuando m

se considera la distribucion poblacional de una variable continua, decimos ~ Edad en afios de 10 pacientes
que esta es UNIMODAL si presenta un pico y BIMODAL si aparecen dos con resfrio.

picos claros. 20, 27, 23, 35, 23, 40,32, 23, 19, 17

c. Moda

6. Cuartiles, deciles y percentiles La moda en este caso es 23 afios.

Si una serie de observaciones se colocan en orden creciente, el valor que
divide al conjunto de datos en dos partes iguales es la mediana. Por extension,
si preferimos tener una descripcion mas detallada de la variabilidad de los
valores individuales, se puede dividir los datos en otra cantidad de partes

Por ejemplo, en cuatro, en diez o
en cien partes iguales, llamando
a estas medidas cuartiles, deciles
y percentiles, respectivamente.

iguales.

Cuartil 17, 19, 20, 23, 23, 23, 27, 32, 35, 40
- Cuartiles

L . . ) - Cuartiles
Al dividir los datos en cuatro partes iguales, quedan definidos los cuart|leks. N . k(n+1) ) 1(10+1) )
0,0, y O;. Laformula para obtener el lugar del k-ésimo cuartil. °Q, = (”4+ ) 0= 4 4 2,75
- Deciles = Deciles
Al dividir los datos en diez partes iguales, quedan definidos los deciles: °D, = k(n+1) = 5(10+1) =5,5

10 10
D,, D,,..., D,. La férmula para obtener el lugar del k-ésimo decil. °D, =w - Percentiles
- Percentiles - k(n+1) _ 60(10+1) e
100 100 -

Al dividir los datos en cien partes iguales, quedan definidos los percentiles:
k(n+l)

B P ... Py . La formula para obtener el lugar del k-ésimo percentil. °A = 00

Hallamos la media, mediana y la moda de Hallamos las medidas cuartiles, deciles y
los siguientes datos: percentiles de los siguientes datos:

3,52,6,595,2,8,6 - 3,52,6,595,2,8,6

51.6,48.7, 50.3, 49.5, 48.9 51.6, 48.7, 50.3, 49.5, 48.9
1.2,15,16,21,24,24,2.7,2.8, 3.0, 3.0, 10, 11, 11, 11, 12, 13, 14, 14, 14, 17
3.0,3.1,3.1,3.1, 34. 0.11,2.2.2.3. 3,3, 4

I vnsoracion’

Actividad
|

La estadistica es una herramienta esencial para el aprendizaje y el
pensamiento critico. Los estudiantes que aprenden a utilizar la estadistica
de manera efectiva estaran mejor preparados para tener éxito en el colegio
y en la vida.

Es una herramienta poderosa que puede ayudarte a aprender, pensar
criticamente y tomar mejores decisiones.

- ¢Como emplearias las tablas de frecuencias para mejorar las
actividades de tus padres?

- ¢Qué otras aplicaciones le darias a las graficas estadisticas?

- ¢Como aplicarias las tablas de frecuencia y graficos estadisticos,

| ) ) - i
para mejorar tu perfil en redes sociales? [ PRODUCCION []

- Investiguemos datos estadisticos sobre las siguientes tematicas:
Violencia familiar, contaminacion del aire y depresion juvenil
— Recolectemos datos al respecto, planificamos las variables que utilizaremos.
— Modelizamos tu investigacion, utilizando Microsoft Excel para fortalecer tu investigacion.
— Elaboremos un mapa mental sobre los conceptos de estadistica para exponerlo en clases.

Actividad
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ESTADISTICA DESCRIPTIVAY FENOMENOS SOCIALES

(( rricrica |

La pre-promocién esta realizando una rifa en conmemoracion al dia de la
madre, por lo que todos los estudiantes estan vendiendo fichas para dicho
sorteo. Las medidas de dispersion de la rifa organizada permiten comparar
los datos de diferentes rifas, esto ayuda a los organizadores del sorteo a
identificar tendencias y patrones que para mejorar sus estrategias.

Por ejemplo: si una rifa tiene desviacion estandar alta, la rifa es popular
y tiene mas ganadores. También nos permite comprender las tendencias
en los numeros de los boletos vendidos, asi, si los numeros de los boletos
vendidos se distribuyen de manera uniforme, significa que los boletos se
venden de manera consistente.

- ¢Cual seria el modelo matematico que nos permita comprender como se esta llevando a cabo el

E sorteo?

ES - ¢Si se pusieron a la venta 12000 boletos, cuanto dinero recaudaran si cada unidad la vendieron a 2
= Bs.?

o

< — ¢En qué otras actividades se pueden aplicar los conocimientos sobre estadistica?

(@ TEORIA ] 1. Medidas de dispersion

Adiferencia de las medidas de tendencia central, las medidas de dispersién no
son datos de la muestra, mas bien, corresponden a parametros estadisticos
que indican que tan cerca o lejos, se encuentran los datos respecto se la
media, por lo mismo siempre van a depender de ella. En general, las medidas

, , . , de dispersion sirven como indicadores de la variabilidad de los datos.
La enciclopedia britanica define

a la estadistica como la ciencia Ejemplo:

encargada de recolectar, _ ) _ _ _
analizar, presentar e interpretar El colegio esta analizando las notas de dos de los mejores estudiantes de

datos. la promocion para enviar la lista de bachiller destacado en el caso de los
o o varones se enviara el nombre del estudiante cuyo buen rendimiento se
El diccionario inglés “Word  haya mantenido por mayor tiempo, en los Gltimos afios de secundaria. Para

Reference”  define a la  calcular el mejor promedio solo consideraron los promedios de los ultimos
estadistica como un area de la cinco afios.

matematica aplicada, orientada ) ) . . e

a la recoleccion e interpretacion Si solo uno debe ser elegido, ¢ quién ganara la beca? Si las calificaciones

de datos cuantitativos y al uso de ~ Son las siguientes:
la teoria de la probabilidad para
calcular los parametros de una
poblacion. Ricardo 82 88 78 84 90

Mario 89 70 90 83 89
Observemos la siguiente representacién en linea de las calificaciones de

Las medidas de dispersién nos ellos:

permitiran realizar un analisis .

mas correcto. Ricardo- - - - - - 78------- 84 8586 87 - --- Ts4
Mario--70---------- 83----- 88-89-90----

Estudiante 1ro de sec. 2do de sec. 3ro de sec. 4to de sec. 5to de sec.

Las calificaciones de Ricardo, se encuentran mas cercanas a la media
aritmética que las notas de Mario. Es decir, las calificaciones de Mario se
encuentran mas dispersas.

Es suficiente este argumento para optar por Ricardo para ganar el primer
lugar, como un estudiante que ha mantenido su buen rendimiento.
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a) Rango

Determinamos el tamafio de cada intervalo en una tabla de frecuencias.
Indica cuan dispersos se encuentran los datos entre los valores de los
extremos.

Se calcula encontrando la diferencia entre el mayor y el menos valor de la
distribucién de datos. | | |

I
78

R=87-78=9 Es la diferencia entre los valores extremos
b) Desviaciéon media

La Desviaciéon Media es la diferencia que hay entre los valores de la variable
estadistica con la media aritmética.

Hay desviaciéon media para los datos sin agrupar y los datos agrupados.

Datos importantes

R=X max X min

X Valor méximo de la
muestra.

Xuin: Valor minimo de la

muestra.

D* = 1 -
nm o y = Mg | Ml | i
X n i b | e || . T TR
de grifice pido © | ofores filadcolurma  datos deguifico grdfice
_ _ Ueera e griten (R ey ke Ubksan ~
GraRoz - ¥
xmcl_‘x.fi-i- """ +|xmcn_x.ﬁt a4 B c o r c ' 1 -
Df = i Formato delaread.. ~ %
X n i ki Color UEQmE'lS == T | Owkmesdegrifion = Gpciresdeseio
" — . color " | q g v e
— s| | e 7] i
Zl X x| ¢ [ o ' e
(o] Df = — 7 Vs 11 . * Bords
X L} Amaiiy L] + 10} 4]
n | M &
10| Viaiets 2 g .
p— 1" Tatal | 2 i
2 n 12] 1 A . =
X .—Xle® f 13l F
1| Pmei n i
o D-= " CRL e Wi 5 el Tl sl
X n 8 o 0 L
Hojal 1l =
G B (h Accusbibnd: ol tassin Fsion Porutu tosseesors muen s unes NER] @10 — ' e
c) Varianza

Es la medida que nos permite identificar la diferencia cuadrada promedio
entre cada uno de los valores respecto a un punto central (la media).

Hay una varianza para los datos sin agrupar y los datos agrupados.

CERY

i=1

n

—\2
S
7 (

2
):G =
n

d) Desviacion Estandar o Tipica

La Desviacién Tipica es la raiz cuadrada de la varianza; es decir, la raiz
cuadrada de la media de los cuadrados de las puntuaciones de desviacion.
La desviacion tipica se representa por D_6 ©.

Hay una desviacion para los datos sin agrupar y los datos agrupados:

e) Coeficiente de variacion

Para comparar las dispersiones de dos o mas distribuciones se utiliza el
o

coeficiente de variacion de Pearson: CV = |:
N

Si CV £15%, los datos son
homogéneos, es decir tienen una
baja variabilidad.

Si CV >15%, los datos son
heterogéneos, es decir tienen
una alta variabilidad.
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Datos importantes

Ejemplo: Calculamos el rango, la desviacion media, varianza y desviacion
estandar para los siguientes datos. 7, 9, 13, 17, 19

Tiempo Ndmero de R :Xmax _Xmin :19_7:12
P estudiantes
10- 20 7 }:fo:7+9+135+17+19:%:13
n

20— 30 15
30— 40 " D}:|7—13|+|9—13|+|13—13|+|17—13|+|19—13|:6+4+0+4+6=4

5 5
40 - 50 9 , . 2 2 2

o2 (7=13) +(9-13) +(13-13) +(17-13) +(19-13) _36+16+0+16+36 _, o
5 5 B

=208 = 0=420,8~4,6
Especialmente interesante en

el andlisis de datos financieros
es el modelo autorregresivo. V= % = % =0,35 = (V' =0,35¢100=35%>15%

Ejemplo: De la siguiente tabla, correspondiente a la asignacion de horas de trabajo en minutos, calcular las medidas
de dispersion.

R=X_ —X_. =50-10=40

< D% T+9+13+17+19 65
n

13
5 5

[10—15|+[12-15]+[15-15]+[18 =15 +[20-15]  5+3+0+3+5

D = = =3,2
5 5
0_2_(10—15)2+(12—15)2+(15—15)2+(18—15)2+(20—15)2 _25+94049+425 .
- 5 N 5 e

0?=13,6 = 0=4136%37

o 3,7 CV =0,120100=12% <15%

cv=2->"_o120 =
|X| 31

2. Ajuste de curvas y regresion lineal

El objeto basico de la Econometria consiste en especificar y estimar un modelo de relacion entre las variables
econOmicas relativas a una determinada cuestion conceptual. Por ejemplo, para conocer en profundidad el
comportamiento del consumo privado agregado de un pais, sera preciso especificar y estimar un modelo de
relacion entre observaciones temporales de consumo privado y renta disponible. De modo similar, para analizar si la
expansion monetaria en un pais ha sido inflacionista, sera preciso especificar y estimar un modelo de relacion entre
las tasas de inflacion y las tasas de crecimiento histéricas de algun agregado monetario.

— El numero de horas diarias de television que ven los estudiantes del 4to de secundaria es:

Horas [0,1) [1,2) [2,3) [3,4) [4,5) [5,6]
N° de Est. 39 74 92 92 46 17 360

Actividad

— Calculamos las medidas de dispersion.




Una vez que hemos establecido la existencia de una relacion estadistica
entre dos variables y determinando la intensidad de esta relacion el siguiente
paso es ver como pueden predecirse los valores de una variable en funcion
de los de otra y que grado de precision tendra estas predicciones. A estas
cuestiones atiende el término regresion, introducido por Sir Francis Galton al
estudiar la relacion entre la estatura de padres e hijos.

Se llama curva de regresién de una variable estadistica “Y” sobre otra variable
“X”ala curva que se obtiene representando las medidas condicionadas y, en

funcién de los valores X; de la variable X. se tratara de una verdadera curva,
si la variable X es continua, o de una sucesion de puntos sin la variable es
discreta. Por ejemplo, si tenemos las medidas de tiempo de respuesta para
las distintas longitudes de una lista son:

Vv, =28 y,=325 y,=3,71 y,=4,4 y =45 y. =483

La representacion grafica es:

De manera analoga se llama curva
de regresion de X sobre Y a la curva

obtenida presentado las medidas .
condicionadas X, en funcién de ‘ .

los valores ), en este caso la ;
variable dependiente seria X y la
independiente Y.

Teniendo la funcién lineal o
ecuacion de regresion, se pueden
elaborar predicciones sobre ciertos valores de una variable. Recordar que

las variables “xX” son variables independientes y las variables “y” son las
variables dependientes.

140000

120000 ®

100000

80000

60000

40000 ]

20000

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Para fines convenientes, el estudio que realicemos en adelante sera sobre
variables independientes y regresion lineal simple, considerando que el
razonamiento para regresiones multiples es el mismo.

AREA: MATEMATICA

Analisis de regresion

Regresion lineal simple

Es usada para minimizar la
distancia vertical entre todos
los datos y nuestra linea, por lo
tanto, para determinar la mejor
linea, debemos minimizar la
distancia entre todos los puntos
y la distancia de nuestra linea.

Regresion no lineal o

curvilinea

Puede estimar modelos con
relaciones arbitrarias entre las
variables independientes y las
dependientes. Esto se lleva
a cabo usando algoritmos de
estimacion iterativos.

2
Y, =6+ Bx + Bx +é

i=1,..,n

Regresion multiple

Trata de ajustar modelos lineales
o linealizables entre una variable
dependiente y en méas de una
variable independiente. En este
tipo de modelos es importante
testar la heterocedasticidad,
la  multicolinealidad y la
especificacion.

Y, =B, + Bix, + B.x,, +...+ﬂpxip +&,

i=1,...n
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m 3. Representacion grafica e interpretacion de la informacion

Para representar graficamente los datos obtenidos, se procede asi:

Representar graficamente los
resultados permite, de un tnico
y rapido golpe de vista, hacerse

una idea de la realidad a la que 2° La representacion grafica se realiza con puntos, lineas, figuras que

1° Ordenar los datos seleccionados, sea en filas o columnas. Este
ordenamiento es conocido como cuadro estadistico.

uno se enfrenta. faciliten la comparacion de los mismos.
Para elaborar representaciones graficas se debe tomar en cuenta lo
Personas fi Fi o— .
siguiente:
2 4 | 4 . _ _
3 11 | 15 - El grafico debe ser sencillo, generalmente son los mas efectivos.
4 11 | 26 - El grafico debe explicarse solo, es recomendable ser explicitos en los
5 32 titulos, origen, escalas y cualquier clave explicativa.
6 38 - Las escalas y las unidades de medida deben ser claros.
7 2 |40 Los graficos estadisticos para los tipos de variables cualitativas o cuantitativas
Total 40 son:
Variables cualitativas
Diagrama de barras. Se trazan barras sobre el eje horizontal de acuerdo a
CIRCULAR la marca de clase, estableciendo las alturas como indican las frecuencias

absolutas.

Gréfico de sectores. Se trazan divisiones al area de un circulo con sectores
circulares, a través de angulos que son proporcionales a las frecuencias
absolutas.

Variables cuantitativas con datos no agrupados en intervalos

. mill w1l 56 m6 m2 - Dlagra_ma de barras. Son iguales al graflgo de barras para ’datos
cualitativos, solo que en lugar de barras se utilizan segmentos rectilineos
de altura igual a la frecuencia absoluta.

Intervalos | fi - Poligono de frecuencias. Los valores de las variables y su frecuencia
absoluta definen puntos en el plano cartesiano. Estos puntos se unen

30-40 6 con segmentos para formar el poligono de frecuencias.
40-50 |18 - Grafico de frecuencias acumuladas. Tiene la forma de escalera, es la
50-60 |76 representacion grafica de las frecuencias acumuladas para todo valor
60-70 |70 numerico.
70-80 |22 Variables cuantitativas con datos agrupados en intervalos
EORL70 g - Histograma. Son similares al diagrama de barras, pero como los datos

estan agrupados en el eje horizontal, se levantan rectdngulos sobre cada
intervalo, de manera que su altura la define la frecuencia absoluta.

SUPERFICIE
- Poligono de frecuencias. Se determina la marca de clase de cada
intervalo sobre el eje horizontal, con éstos y las frecuencias absolutas
ﬁg Q de cada intervalo se establecen puntos en el plano, los que se unen con
z segmentos para formar el poligono de frecuencias.
0307 0o - Grafico de fl"ecue'n_cias acumuladas. '_Fiene la forma de poligono, es la
20 5o o 6700 70- . representacion grafica de las frecuencias acumuladas para todo valor

80 g9 numerico, considerando que cada intervalo de clase supone que el
numero de observaciones se distribuye uniformemente.




4. Manejo de datos estadisticos en Excel

Microsoft Excel ofrece un conjunto de herramientas para el analisis de los
datos (denominado herramientas para analisis) con el que se ahorran pasos
en el desarrollo de andlisis estadistico. Algunas herramientas generan
graficos ademas de tablas de resultados.

Pasos para crear un grafico en Excel.

1. Selecciona una celda cualquiera que le pertenezca al rango donde se
encuentran los valores numéricos que se deben graficar.

#f Obtener complementas

el ? Y
j— - oo | T T smartat
PiuniTable Tables dindmicas Tsbla | imagenes
recamendadas = aeCapbra-
Tabias Nstradonas

-]

i FOR TR R &l
Graficas Geifico | Mapa
B | recomendadas 8- k- dindmico= | 30~
Grdfice sl pasees

& Mis complemenios -

E16 N S
A B c v} E F G H I J

2. Clicar en Insertar — Graficos, seleccionar el tipo de grafico que se desea
insertar, se mostrara un menu donde permitira seleccionar el grafico deseado.

e %
1? BEl | A2 Gl M | | e S
Graficas s Pérriras Citeular
feemnendades T EEe gavancia S—— 1
Gratites r" ingritices ] I I - !
Cotizaciones q
[i- H L i !
|t FLLL I J| 1+
| b il n :
[}
Superficie 1
)
e — L 4 o 2 -

I #masqrancos de conzacianes.

Excel permite seleccionar el tipo de grafico adecuado al trabajo desarrollado,
con las funciones editables del titulo y otros aspectos.

Las medidas de dispersion son una herramienta importante para los
negocios, ya que pueden ayudar a los propietarios y gerentes a comprender
coémo se distribuyen los datos de ventas o de clientes. Las medidas de
dispersion pueden ayudar a identificar tendencias y patrones en los datos, lo
que ayuda a tomar decisiones.

Si las ventas de un negocio se distribuyen de manera uniforme, significa
que las ventas son consistentes de un dia a otro. Sin embargo, si las ventas
se distribuyen de manera no uniforme, significa que las ventas son mas
variables.

— ¢Cual es la importancia de las medidas de dispersion en aplicaciones
practicas de tu diario vivir?

Actividad

negocios.

AREA: MATEMATICA

Microsoft Excel

Es wuna planilla de calculo
electrénico que permite manejar
en la PC toda la informacion
que habitualmente manejamos
en wuna planilla con papel
cuadriculado, lapiz y calculadora.

Excel maneja
muchos tipos:

planillas  de

- Pequenas listas: una agenda
telefénica, la lista de las
compras, efc.

— Estadisticas.
— Graficos.

— Aplicaciones varias.

[ VALORACION

§) rrovuceion (§

— Elaboramos un plan de negocios de venta para generar ganancias realizando rifas o kermesse.
- Construimos un papelégrafo para exponerlo en clases mostrando el plan de negocios.
- Para modelizar tu investigacion, utilizamos Microsoft Excel o GeoGebra que fortalezcan el plan de
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

Progresiones

Sucesiones Progresiones aritméticas
Encuentra los 4 primeros términos Determinar el término que se indica en cada unade las progresiones
de las sucesiones dadas: aritméticas:
1 a) El 8vo términoen: 2,5, 8, ...

a) an =;1 b) El 11vo término en: 1, 5/4, 3/2, ...

b) @, = E_l c) El 15vo término en: -3/4, -1/12, 7/12, 5/4, ...

0) @ =-— d) EI 10mo término en: 1, 7, 13, ...

d) a, =(-D"n’ e) El 16vo término en: 3, 13/4, 7/2, ...

]f')) Z _ E" 1_)213(? 22 f) EI 7mo término en: 120, 108, 96, ...

n+l g) El 12vo término en: 0, 5; 0; -0, 5; ...

g) b, —10—(01)"
h) El 18vo término en: -5, 22, 49, ...

h) ¢, =1+ —2
n i) El 13vo término en: 15; 11.5; 8; ...
Sumatorias j) El 17vo término en: 3/4; 0,875; 1; ...
Determinamos las sumas: Considerando los elementos de la progresion aritmética,
determinar el elemento que se pide:
L] a) El 1er término si el 13vo término es 67 y la razén es 5
a) 2, 2J- 3 b) La razon si el primer término es 7 y el 10mo término es -11
i j+1 c¢) El numero de elementos de la progresion: 120, 519, ..., 3312
°) = }+—2 d) La razén si el 1er término es 2/3 y el 8vo término es -13/12
c) Zn“( J e) El 11vo término si el 3ro es -4 y el 7Tmo es -16
=0 f) El 1er término si el 20vo es -62,5 y la razén es -2,5
d) zﬁ“ g) El nUmero de términos de la progresion: 1/4, 3/8, ..., 11/8
’ﬁ'l h) El 1er término si el 11vo es -19/2 y la raz6n es -2/3

e) Z(«.}j +1- \E] Determinar las sumas siguientes:

9 a) ¢ Cual es la suma de los primeros 8 términos de: 1,7, 13, ...?
f) 22 b) Determinar la suma de los primeros 9 términos de la progresion: -5,
J= v 1.
4
= o~ ) . i "
9) Z(_z) c) ¢, Cual es la suma de los 9 primeros términos de: 120, 108, 96, ...~
.If;f' d) Determinar la suma de los 13 términos de: 15; 11,5; 8, ...
h) 23 €) Determinar la suma de los 12 primeros términos de la progresion:
j= 21,24, 27...
i) i” f) Determinar la suma de los 11 primeros términos de: -15, -12, -9, ...
= g) ¢Cual es la suma de los términos de la progresién: 1 000, 988, ...,

s=t h) Determinar la suma de los términos en la progresiéon: 1,2, 3, ..., n
i) Encuentra la suma de los términos de la progresion: 2, 4, 6, ..., 2n

j) ¢.Cual es la suma de los términos de la progresion: 1, 3, 5, ..., 2n - 1?

k) ¢ Cudl es el numero de términos de una progresion aritmética, cuya
suma es 42, si el ultimo término es 31 y la razén es 57
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Progresiones geométricas

Determinar el término que se indica en cada una de las
progresiones geométricas:

a) El 6to término de: 1/3, -1, 3, ...

b) El 9no término de: 3/2, 1, 2/3, ...

c) El 5to término de: -5, 10, -20, ...

d) El 7mo término de: 2,5; 5/4; 5/4; ...
e) El 10mo término de: -9, -3, -1, ...

f) El 8vo término de: 8, 4, 2, ...

g) El 9no término de: 1,—m3,m¢, ...

h) EI 10mo término de: n~*,n72,1, ...

Considerando los elementos de la progresiéon geométrica,
determinar el elemento que se pide:

a) El 1er término, si la razon es %z y el 6to
término es 1/16

b) El 2do término, si su razén es -2 y el 7mo
término es -128

c) La razodn, si el 1er término es 3/5y el 5to
es 1/135

d) La razon, si el 1er término es -8 y el 7mo
término es -729/512

e) El nimero de términos de: -2, -6, ..., -162

Determinar las sumas siguientes:

a) Seis términos de -9, -3, -1, ...

b) Nueve términos de -5, 10, -20, ...
c) Dieciocho términos de 2, 4, 8, ...
d) Diez términos de: 1,-v2,2,...

e) n términos de %, Y4, 1/8, ...

Problemas de interpolacion:

a) Interpola 6 medios aritméticos entre 2/3y 3

b) Interpola cinco medios geométricos entre 1/2y 32
c) Interpola 7 medios aritméticos entre 5y 17

d) Interpola tres medios geométricos entre 12 y 4/27
c) Interpola tres medios aritméticos entre 1/3 'y 7/3
d) Interpola seis medios geométricos entre -128 y -1

Problemas:

En un salén de clases de 15 alumnos la edad promedio
es 7.8; 9 de ellos tienen 8 afnos; la edad de otros 3 es 7.
¢, Cual es la edad de los restantes si tienen los mismos
anos?

Determinar el promedio de una progresion aritmética que
se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y
el ultimo 16.

Determinar la sucesion de 4 términos, cuyo primer y cuarto
término sea 9 y - 1, de tal manera que los tres primeros
numeros formen una progresion geomeétrica y los ultimos
3, una progresion aritmética.

Determinar el numero de células iniciales si se obtuvieron
98 304 después de 14 generaciones celulares.

Combinatoria

Principio de la multiplicacion

Encuentra el conjunto de permutaciones en cada
caso:

a) Con las letras de la palabra PARED
b) Con las letras de la palabra CAFE
c) Con las letras de la palabra RETIRO

d) Al ordenar los cinco estudiantes de una columna
en el curso.

Resolvamos:

a) Un equipo de futbol tiene a su arquero y delantero
inamovibles en cancha. ;De qué maneras se
pueden acomodar al resto de los jugadores?

b) Cuando la maestra de matematica, en la fila
delantera del curso con seis estudiantes, quiere
reordenar a los estudiantes y no puede separar
a dos que son hermanos, ¢cuantas maneras de
ordenar a los seis estudiantes hay?

Factorial de un nimero

Resolver: Determinar el valor de x:
a) 73 8) =0
) Shom D) Gomi
C) 1(;!!56!!3! c) %rz)l -1
o) 1220 g e
e) 28 _ (51— 40)

7!

Permutaciones

Permutaciones sin repeticion:

a) ¢ De cuantas formas distintas se pueden ordenar
las letras de la palabra GEOMETRIA?

b) ¢ Cuantos numeros de 6 cifras podemos escribir
con los digitos 1,2,3,4,5,6 sin que ninguno se
repita?

c) Seis amigos van al cine y compran 6 entradas
con asientos consecutivos. ¢De cuantas formas
diferentes pueden sentarse sin que ninguna se
repita?

Permutaciones con repeticion

a) ¢,Cuantos numeros distintos se pueden formar
con los digitos 32245317

b) ¢ Cuantas permutaciones pueden hacerse con la
palabra MATEMATICA? ¢ Cuantas empezaron por
la letra M?

¢) Un equipo de futbol juega 12 partidos en una
temporada ;Cuantas maneras hay de que el

equipo, obtenga 7 victorias, 3 empates y 2 derrotas?
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Variaciones y combinaciones
Variaciones sin repeticion

a) ¢ De cuantas maneras pueden sentarse 12 personas en
tres sillas disponibles?

b) ¢ Cuantos numeros de tres cifras se pueden formar con
los digitos 1,2,3,4,5 sin repetir ninguno de ellos?

¢) En un campamento de futbol han quedado 4 finalistas
que se disputaran el oro, plata y bronce. ¢De cuantas
formas distintas se los puede premiar?

d) ¢De cuantas formas diferentes se pueden repartir tres
juguetes distintos entre cuatro nifios, de manera que
ningun nifio tenga mas de un juguete?

Variaciones con repeticion

a) ¢ Cuantos numeros de 5 digitos se pueden formar con
las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 permitiendo repeticiones?

b) En un curso de 30 estudiantes celebran el cumpleafios
de todos en sus fechas correspondientes. ¢Cuantas
distribuciones de fechas de cumpleafos pueden darse al
ano?

¢) En un polideportivo se puede ingresar o salir por cinco
puertas diferentes. s De cuantas maneras puede ingresar
y salir una persona?

d) En una caja hay 8 bolas de distintos colores. Sacamos
una bola, anotamos el color y la devolvemos a la caja. Si
repetimos 3 veces la misma accioén. Cuantos resultados
diferentes se pueden obtener?

Combinaciones sin repeticion

a) Un estudiante tiene la opcion de elegir 10 de las 12
preguntas del examen de matematicas. ¢De cuantas
maneras puede elegirlas?

b) En una prueba clasificatoria de atletismo, donde
participaron 15 atletas, solo pueden clasificar 3 a la final.
¢,Cuantos grupos distintos de finalistas se pueden formar?

c) En un curso de 30 estudiantes se quiere elegir a 3
representantes de curso. s De cuantas maneras distintas
se puede formar a los representantes de curso?

d) En una reunion de 40 profesores todos se saludaron
dandose la mano. ¢Cuantos estrechamientos de manos
hubo?

Combinaciones con repeticion

a) Si tenemos 50 clips iguales y los queremos guardar en
4 recipientes. De cuantas formas distintas lo podemos
hacer?

b) En una pasteleria ofrecen 5 ingredientes diferentes
para elaborar sus tortas. Si en la pasteleria te da la opcion
de elegir 2 ingredientes para tu torta. Cuantas tortas
diferentes te pueden elaborar?

c) Se arrojan 3 monedas simultaneamente, jcuales son
los resultados posibles que se pueden obtener?

Binomio de Newton

Desarrollar el binomio:

a) 2x+y)°=

b) (x+1)°=

0 (x-V2)' =

d 2-x)"=

e) 2+x)° =

Determinar el término indicado en cada caso:
(=2t% 4+ 5b%¢c)®

(4x — y?)°

c) Séptimo término en (x? y 3 — 2z%)°

a) Término central en

b) Octavo término en

7
d) Sexto término en Término central en (x — gy4>
Estadistica descriptiva
Tablas de frecuencia

a) ldentifica las variables cualitativas y cuantitativas,
segun corresponda, de la siguiente tabla:
Valores

Caracteristica Variable

(Cualitativa /
Cuantitativa)

Comida Ensalada, pollo,
favorita relleno, pescado,
asado, ...
Numero de 25, 30, 100, ...
goles
marcados por
tu equipo
favorito
Coeficiente 84 — 113: Normal
intelectual de 114 - 132:
los integrantes Superior a la
de tu familia media
133 - 148:
Superior

164 o mas: Genio

Color de ojos
de tus
compaieras Yy
compaiieros
Numero de
acciones
vendidas en la
bolsa de
valores
internacional
Temperatura 0°C, 5°C,
registrada cada
hora en un
observatorio
del Estado
Plurinacional

Negro, azul, verde,

1,2,3,4,5, ...

Colores que Azul,
gustan mas en
el curso 5to de
secundaria

naranja,
verde, gris, ...
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b) Se lanza un dado de seis caras y Rodrigo anota los
siguientes resultados de la forma: 2, 4, 6, 6, 5, 3, 2,
1,1,4,5,1,4,6,2,2,3,3,5,6,4,2,1,6,6, 4, 3, 2,
1, 6, 5, 1. Clasifica el caracter y realiza una tabla de
frecuencias absolutas y relativas.

c) En el aeropuerto uno de los empleados observa
que los visitantes hablan los siguientes idiomas y los
anota asi:

Francés, Inglés, Inglés, Espariol, Inglés, Espanol,
Inglés, Espafiol, Espafiol, Aleman, Inglés, Franceés,
Ruso, Aleman, Aleman, Ruso, Aleman, Ruso, Inglés,
Aleman, Espanol, Inglés, Inglés, Aleman, Aleman,
Ruso, Espafiol, Ruso, Ruso, Francés, Ruso, Espafiol,
Ruso, Inglés, Francés.

Construye la tabla de frecuencias relativas,

acumuladas e interpretar porcentajes.

d) Las calificaciones en un examen de Quimica de un
grupo de 38 estudiantes es el siguiente:

74 50 56 99 81 42 75 67 90 60 72 76 91 41
83 53 50 45 55 92 63 89 59 95 55 95 80
70 61 92 90 88 90 75 75 99 89 80. Escribe la
distribucién de frecuencias apropiada para interpretar
los porcentajes. ¢Qué porcentaje de aprobados y
reprobados existe sabiendo que la nota de aprobacién
es 517

Graficos estadisticos

a) Representa en un histograma, un grafico de
sectores y construir la tabla de frecuencias, con los
pesos extraidos de una muestra de 20 individuos:

65, 68, 59, 49, 58, 51, 57, 53, 59, 66,
54, 56, 59, 66, 58, 61, 65, 62, 55, 68

b) El diagrama de sectores sobre gustos por el
deporte, es realizado gracias a una encuesta a 3.500
personas. Realiza una tabla de frecuencias que
organice los resultados:

Deporte favorito

40%
Futbol

Medidas de tendencia central

a) Un inversor compra 4.000 acciones en 5 sesiones
diferentes en la bolsa. El precio de compra en cada sesion
se adjunta en la siguiente tabla:

Precio N° de acciones

9 600
8,7 1200
8,4 400

8 1000
7,8 800

Calcula el precio de compra medio, la mediana y la moda.
b) Calcula la media aritmética en la table:
X 5-10
n; 8 12 14 6

10-15 15-20 20-25

Estadistica aplicada

Sea la variable bidimensional dada por la tabla

x1 2 3 4 5 6 7 8 |9
y 5 6 8 11 1 13 14 14 17

a) Elabora la tabla de doble entrada
b) Representa la nube de puntos

c) Establece su dependencia Lineal

A lo largo de un dia se han medido la tensién y el pulso
cardiaco de una persona, tratando de decidir si ambas
variables tienen alguna relacion y los datos obtenidos son:

Nivel minimo de
tension

N° de pulsaciones
por minuto

8040 95 75 55 90

a) Elabora la tabla de frecuencias
b) Dibuja la nube de puntos

c¢) Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacién

d) Si la correlacién es fuerte, estima las pulsaciones que
tendra la persona cuando su nivel minimo de tension sea
15.

La siguiente tabla muestra los valores de una variable
bidimensional.

X 0.35 1.32 1.24 0.17 -0.12
y 0.33 0.63 1.55 0.46 0.21

a) Calcula la covarianza
b) Calcula el coeficiente de correlacion

(Ejercicios y problemas recopilados)
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INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA

(( rricrica |

En general en varias poblaciones de nuestro pais existen varios tipos de
construcciones de casas, ahi se pueda observar la formacién de ciertas
aberturas que representan a angulos.

Las construcciones de grandes salones de fiestas o locales en la ciudad
de EI Alto son llamados Cholets, en los que se nota claramente angulos
de distintos tipos, que de seguro es necesario conocer para desarrollar tal
construccion.

Un ambito donde se observa muchos elementos de la trigonometria es en
la construccién de casas, pues se utilizan unidades de medicion longitudinal
y angular. En la figura se observa varias figuras geométricas con elementos
matematicos, por este motivo la importancia del estudio de la trigonometria.

Realizamos las siguientes actividades:
— Dibujar alguna construccién de una casa y describe los angulos que se generan en distintos lugares.

- Recortar la imagen de alguna construccion de tu comunidad y marca los angulos que posee.

Actividad

— En las anteriores imagenes existen angulos que se repiten, remarcalos e investiga el nombre de esos
angulos.

(=T
Hiparco de Nicea 1. La trigonometria

La trigonometria estudia la relacion que existen entre los angulos y lados de
un triangulo, utilizando razones trigonométricas. La palabra trigonometria
significa 'medicién de triangulos'. Deriva de palabras griegas: trigdonos =
triangulo y metron = medida.

2. Angulo trigonométrico y medida angular

Angulo es la abertura generada por dos semirrectas
que tienen el mismo punto de origen.

Medirun angulo requiere una unidad especial de medida,
por tal motivo es necesario establecer estas unidades.

a) Angulo Trigonométrico

Un angulo trigonométrico es aquel que se genera por la
rotacion de un rayo alrededor de su origen: desde una
posicion inicial hasta una posicién final.

Sabias que la trigonometria
comienza con los babilonios
y egipcios. Los egipcios

dngulo positivo

establecieron la medida de los Los angulos pueden ser positivos o negativos,

angulos en grados, minutos y dependiendo del sentido que son medidos. )
segundos. En Grecia, en el siglo :
Il a. C. el astrénomo Hiparco de Un angulo es positivo si se mide de forma anti horario,

Nicea, pue quien dio grandes es qegativo si_se mide en sentido al movimiento de las

aportes esta area calculando la agujas del reloj.

posicioén de las estrellas.




b) Medida angular

Una medida angular tiene base en el
arco de un circulo. La division de un
circulo genera arcos los cuales son
base de la medida angular.

3. Sistemas de medicion de angulos.
Existen varios sistemas de medicién angular, los mas importantes son:
- Sistema sexagesimal

- Sistema circular o radianico

a) Sistema Sexagesimal

Surge de la division de un circulo en 360 partes, cada parte es un grado
sexagesimal, cada grado tiene 60 minutos y cada minuto 60 segundos.

A

Hr

& 1vuelta = 360°

O 1° =60

A

&1 =60"

b) Sistema Circular (radianico)

Cuando el arco y la radio de un circulo son iguales se genera un radian; a
diferencia del sistema sexagesimal la Unica referencia que tenemos es que
una vuela se tiene 271t rad.

1 vuelta =27rad

r

6 es unradian

AREA: MATEMATICA

Eratéstenes con su
conocimiento de trigonometria
midi6 el tamafo de la Tierra
a partir de su curvatura EIl
astrénomo calculé por primera
vez el radio de nuestro planeta
hace 23 siglos.

Uno de los instrumentos que
nos ayudan a medir angulos
es el transportador.

pa| 3

»
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Ak 4. Conversion entre sistemas angulares

Para la conversion de un sistema a otro, utilizaremos las siguientes
equivalencias entre sistemas:

Segun la grafica se observa que 27t rad=360° y también que 1t rad=180°;

para facilitar los calculos utilizaremos la ultima equivalencia.

Trad=180°

F 3

Ejemplo: Paratransformar120° arad utilizamos la anterior equivalencia:

nrad _ 2T d
180° 3¢

120° - 120°

Ejemplo: Para transformar 0,25 rad a ° procedemos de la misma forma que el anterior.

180°
0,125rad = 0, 125zad - ——

s
= 7,1619 ~ 7°0'43,1"

0,125rad = 7°9'43,1”

Para obtener los minutos y segundos
utilizamos la calculadora. Una vez que
tengamos los decimales presionamos

latecla ospr

— Transformamos al sistema sexagesimal los siguientes angulos:

1 1
a) Vil rad c) i rad e) éﬂ rad g) 127 rad

3 7
b) o7 rad d) 0" rad ) 3,57 rad h) 0,25 rad

Actividad

4

]

Sol : 45°;270°; ; 126°; 150°; 630°; 2160°; 14°19'26, 02"

|

- Transformamos al sistema radianico los siguientes angulos:

a) 60° d) 90° g) 160° j) 12°12'20"
k: b) 135° e) 45° h) 1°

2 ¢) 270° /) 25° i) 112°40' k) 75°30/

<

T 37 37 ™ T %8 8 ™
Sol 3 rad, T rad,; - rad; 2md, de, % rad, o rad; —180m :
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5. Longitud de arco y area sector circular

El arco y area de cierto sector circular puede ser calculado utilizando las Angulos en la realidad

siguientes ecuaciones. El angulo siempre estara en rad.

S—0 . r A:‘g'_

Ejemplo:

Calculamos la longitud de un arco y area que es generando por un angulo

de 45° y tiene una radio de 20 cm.
La caza con arco y flecha fue

s
Notar que 45° debe estar en radianes. Convirtiendo tenemos que 45° = Zrad una de las actividades que

finalmente tenemos: sirvi6 como supervivencia para
0 .12 la humanidad hoy todavia son
A= utilizados en las zonas de los
- 2 llanos de nuestro pais, es una
7 (20 cm)? herramienta fundamental para
= 2 la supervivencia de algunas
- comunidades indigenas.
7+ 400 cm?
A=2F
2
100  cm?
- 2

A =507 cm?

A = 157,079 cm?

El arco mide S=15,7 cmy su arco A=157,079 cm?

6. Razones trigonométricas En el futsal o futbol sala, el

arquero tiene un area de gol,

Las razones trigonométricas relacionan los angulos y lados de un triangulo. . .
que tiene forma circular.

Consideremos un triangulo rectangulo con las siguientes caracteristicas:

r
senf = Y cosecO = —
r Yy
r X r
y cosO = — secO = —
r X
o Yy x
tgl =~ ==
e x ctg0 y

La relacion entre los lados de un triangulo rectangulo se calcula con la igualdad r’=x*+y? que es consecuencia del
teorema de Pitagoras. Concluyendo, las razones trigonométricas son sen®, cos@y 1g0; y las razones inversas son
cosecO, secOy ctgo.
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Ejemplo:

Hallar las razones trigonométricas conociendo que x = 3; y = 5v2
Teorema

r? =x% 4+ y?

12 = 3% + (5v2)?

r2 =9+ 100
2 =109
r=+109

5v2 V109
senf = —— cosecl = ——
V109 5v2
r2 = x2 4+ y?
. _ o= V109
El teorema de Pitagoras sefiala cosv = 5 sech = -

que el cuadrado construido
sobre la hipotenusa del triangulo 5
rectangulo, es igual a la suma tgd = — ctgh = —
de los cuadrados construidos 3 5v2
sobre cada uno de los catetos

Ejemplo:

Hallar las razones trigonométricas conociendo que x = 3; r = 3v/2.
r2 = x2 4+ y2
(3v2)% = 32 + y?2
18=9+y?

18 -9 =y2
9 = y?
Vo=y
3=y
y=3

Pitagoras fue un filosofo y Finalmente, las razones trigonométricas son:

matematico griego, se cree
que la escuela donde fue

3 3v2
maestro descubrié el Teorema 32 cosecd =3
de Pitagoras. Contribuyé de
manera significativa en el avance 3
de la matematica helénica, la cosf = ﬁ sech = =

geometria y la aritmética.

senf =

3v2

tgh=>=1 tgh =>=1
96 =3= ctg6 =3 =

7. Angulos notables

Son angulos que constantemente se repiten en el estudio de la trigonometria
los mas importantes son:
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Ejemplo r
grados | 0° 30° 45° 60° 90° jemp cosee
Simplificar M=
) us us us s T ™
radianes | 0 % ) 3 5 cos 3 + senQZ
1 2 3
SENT 0 5 % % 1 Utilizando la tabla se tiene:
T
— 1
T T = -1 1
cos (3) + sen?(%) 2 1.1
3 4 M = +
tgx 0 ? 1 V3 1, V2, 22
1 - 2 ¢ 2 ) 2
Tabla de angulos notables sen (E) M= 2 M= 1
M = 102
cos (%) + sen? (%) 7t7 M =2
7. Circulo trigonométrico y lineas trigonométricas
El circulo trigopnométrico es un circulo cuyo centro coincide con el origen
de coordenadas del plano cartesiano y su radio mide uno. En el circulo
trigonométrico se observa las lineas de funciones trigonométricas. ‘ : A
1
e
Simplificamos utilizando los angulos notables: | / A
;/ T g \ tanf)
= o S8 45° + cos45° sec 45° + cos30° A pend
.'g - tan 45° 4= sen 60° p= codd 1z
- \ /
o
< R sen?30 + cos?30 \ /
a cotan?60 S~
—1
vy

La aplicacion de la trigonometria es diversa en areas como la fisica,
astronomia, telecomunicaciones, nautica, ingenieria, cartografia, muasica y
entre otros, pues permiten calcular distancias con precision sin tener que,
necesariamente, recorrerlas. Algunas aplicaciones son:

- Estudiar los sonidos a través de funciones trigonométricas generado por
sus frecuencias.

— Calculamos la distancia entre dos puntos, de los cuales uno, o incluso
ambos, son inaccesibles.

Conversa con tus compafieras y compaferos sobre estas y otras aplicaciones

que tiene la trigonometria. Las frecuencias del sonido son
estudiadas con la trigonometria.

§) rrovuccion (§

Construccion de medidor de angulos:

— Con la ayuda de nuestro maestro construimos un teodolito casero o
astrolabio. Los materiales necesarios son: Carton, bombilla o sorbete,
hilo, cinta adhesiva, pegamento y objeto pesado.

- Una vez que tengamos el astrolabio medimos los angulos de distintas
alturas de nuestra comunidad, edificios, arboles, montafias entre otros.

Actividad

— Medimos el angulo que genera la altura de cierto objeto. ; Qué pasa
con el angulo si nos alejamos o acercamos?
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TRIGONOMETRIA ANALITICA
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Un 6rgano muy importante en el cuerpo humano es el corazén, su tamano
aproximado es un puio. Es un tejido muscular y bombea sangre a todo el
cuerpo. A medida que la sangre viaja por el cuerpo, el oxigeno se consume
y la sangre se convierte en desoxigenada. La actividad del corazén puede
ser observado en electrocardiograma. Los latidos del corazén dentro de los
electrocardiogramas y la relacion con la trigonométrica nos ayudan a tener
un registro gréfico de la actividad eléctrica.

Las funciones trigonométricas en la medicina se evidencian en el analisis y
estudio de la frecuencia cardiaca, es decir, el nUmero de latidos del corazon
en un intervalo dado de tiempo por medio de un electrocardiograma. En un
electrocardiograma se estudian las ondas mecanicas periodicas, en donde
aparecen funciones trigpnométricas como seno y coseno.

Investigamos aplicaciones de las funciones trigonométricas en el calculo de las frecuencias
de los latidos del corazon, el estudio de las mareas, fendmenos ondulatorios, ondas
electromagnéticas.

Actividad

1. Funciones trigonométricas en el plano cartesiano

(=T

Consideremos P(x,y) un punto del plano cartesiano y forma un angulo 6 con

Aria Bhatt el eje “X”, se tiene las siguientes funciones trigonométricas: (seno, coseno,
aild ana tangente, cosecante, secante y cotangente).
: A : :
e ) .
senf == cosecO = —
r y
_______ s .
4 cosO = f secO = —
- A r x
I' y X
¥ v tgo =— ctgl = —
T .. R ,' ! En la grafica se debe considerar:
S y_._ mm T Fmxiy?
- : Y
o Ejemplo:
476-550 d. C. 3
Calcular las seis funciones trigopnométricas sabiendo que senf = —z

Astronomo y matematico indio, y
estudio el concepto de «senox Notemos que senf ==, de ahi tenemos y=-3, r=5
con el nombre sanscrito de
ardha-jya. El término "seno"
proviene del latin "sinus", que

r
Para hallar “x“aplicamos r?=x?+y?:

2 — 2 2

significa "curva” o "bahia". Los 57=x"+(-3) senf = _E cosecld = —>
matematicos arabes adoptaron 25=x%*+9 5 3
esta funcion y la introdujeron en o,
Europa durante la Edad Media. 12 65 : 92_ x cosf = — secO = 5

. Lo =X 5 4

V16 = x 3 4
tge——z ctg@-—§ u

x=4
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Lineas trigonométricas en el plano cartesiano

Si consideramos una circunferencia con r=1, entonces se obtiene
la circunferencia goniométrica, que nos da inmediatamente el valor
de las razones trigonométricas y su representacion grafica como se
explica a continuacion para un angulo del primer cuadrante.

Note que con r=1:

Luego un par ordenado (x,y)=(cos x,sen y)

Signos de las funciones trigonométricas

La siguiente tabla enumera los signos de las seis funciones
trigonométricas para cada cuadrante.

El Canadarm 2

Funcion | Cuadrante | Cuadrante | Cuadrante | Cuadrante

| Il ]| \")

Sen

Cosec + + - =

see |+ - - +
s + = + -

'k -y : : Es un brazo manipulador
..: .......... R B ........... 3 __________ R R rObétiCO, Ubicado en Ia EStaCién
) P +; R =+ N Espacial Internacional, esta
¢ : T ] D n T operado a través del control de
F— _J ....... " 1 g angulos en sus articulaciones.
y H

o Al calcular la posicién final del
senf, cosech, cos0, secH, tgb, cotgb, astronauta en el extremo del
brazo se utiliza la trigonometria
expresados en los movimientos
que se realizan.

2. Funciones trigonométricas pares e impares
Una funcion es par si: f{x)=f(-x)

Una funcion es impar si: f{x)= -f(x)

Funciones Pares Funciones Impares

sen(—6) = —senf

cos(=0) = cosf cosec(—60) = —cosech
sec(—0) = secH tan(-8) = —tand

cot(—6) = —cotf

La grafica de una funcién par presenta simetria respecto del eje de las ordenadas y una funcién impar presenta
simetria rotacional (rotacién de 180 grados). La actividad del corazén puede ser observado en electrocardiograma.
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3. Graficas funciones trigonométricas y sus propiedades
a. Grafica de sen x

Iniciemos construyendo la gréfica de sen x. Realizamos la tabla de valores para y = sen x, donde los valores de x
estan determinados por: 0 < x < 211, comenzando en el origen.

30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0 i n n 2w RY/4 018 4L 4m 3m RY/4 11w 21
6 3 2 6 6 3 3 6

1

3 6 6 3 2 3 6
0,87 0,5 0 -0,5 -0.87 -1 -087 -0.5 0

— Eldominio es el conjunto de todos los nimeros
reales.

El rango consiste en todos los niumeros reales
entre 1y -1, inclusive.

- La funcién seno es una funcién impar.

- Lafuncién seno es periddica, con periodo 27t.

b. Grafica de cos x

Realizamos la tabla de valores para y = cos x, donde x estan determinados por: 0 < x < 271t, comenzando en el origen.

- El dominio es el conjunto de todos los
nuameros reales.

- Elrango consiste en todos los numeros reales
entre 1y -1, inclusive.

- La funcién coseno es una funcion par.

- La funcién coseno es periddica, con periodo
2Tt.

c. Graficade 7g x

Elaboramos la tabla de valores para y = tg x, donde x estan determinados por:  —

wl
A
=
IA

wl

F 9
V3

- Eldominio es el conjunto de todos los numeros

- . m
reales, excepto los multiplos impares de 2

- El rango es el conjunto de todos los niumeros

reales.

- La funcién tangente es una funcion impar.

- La funcién tangente es periddica, con periodo
TT.
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Caracteristicas de estas funciones trigonométricas

Las graficas trigonométricas pueden ser representadas con distintas
variaciones. Veamos algunas de las caracteristicas. y
2.

y=A sen (Bx+C)+D

<

La amplitud A. Es la altura desde la linea central hasta el pico (o hacia el
canal). También podemos medir la altura de los puntos mas altos a los mas
bajos y dividir eso entre 2.

L5 tg’ - 8
&l
} =

S A—

1

I
R s

rfa
._—-;*_---_—-
B
Ty

2m
B
punto de coincidencia)

i
Q
QS
(2]
)
o
=

El periodo —,va de un pico al siguiente (o de cualquier punto al siguiente

El desfase C es cuan desplazada esta la funcién horizontalmente de su
posicion habitual (a la izquierda es positivo)

—

El desplazamiento D vertical es cuan desplazada esta la funcion
verticalmente de su posicion habitual.

v 4
d 2

-

=
-
Q‘JK

Ejemplo: ' f-21
Graficar y=3sen(4x)
Comparando con y=4 sen (Bx+C)+D 7

A

y=ctgx

w
1 (=.3)
8

L
=

Graficas de las funciones
trigonométricas inversas.

-3

'1F-g----------------------------------------

De la grafica podemos deducir:
- La amplitud 4 =3. La altura desde la linea central hasta el pico es 3.

T
- El periodo se halla de la distancia entre picos(0; 0) y (E; 0) , que es
21 _ 2m m

B 4 2
- No se desfasa, pues C=0.

- No se desplaza pues D=0.

4. Problemas de Trigonometria aplicados al contexto y la
tecnologia

Los modelos trigonométricos se pueden utilizar para una variedad de
aplicaciones, son un instrumento poderoso que puede utilizarse para
modelar una variedad de fendmenos. Son precisos, versatiles y faciles de
utilizar. Las areas donde se utilizan son:

Ondas electromagnéticas.

— Prediccién de fendmenos naturales.
— Control de sistemas.

- Procesamiento de sefales.

- Visualizacién de datos.
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Ejemplo: (Modelaje del movimiento de un resorte) Se suspende un resorte en el techo, oscilando hacia arriba
y abajo. Se elabora una tabla muestra donde se muestra la altura de una particula, ubicada en el resorte, cada
segundo después de que el movimiento haya comenzado.

Estudio de un resorte Tiempo en 2034 5 6 7|8 9 1011 1213]14

segundos

Altura del
objeto

' '
1 '
[ | y

—==p==p==7

S

De la gréfica podemos deducir: oo

(9:7) (113 7)

[ S | I RN -

La amplitud A =5. La altura  --4--- ;
desde la linea central hasta el
pico es 5.

--=-

El periodo hallamos de Ia
distancia entre picos (2,8) y
(10,8), que es 8.

————————————————————————

e A P S

T r--

-
[
I
N .
I
I
1
I
I
I
r=-
I
1
I

-

Para el modelaje notamos
que los datos se ajustan a la
funcién coseno y=cosx, es decir -
podemos ajustar como:

_______

mapasd ==

y=5cos(Bx) o __i__|

deaapm.e

1---
I
I
4
1
|
a
<
I
|

2n T
Para hallar B sabemos que el periodo es 2_7r ,luego — =8,de ahi B =-— , luego la ecuacién que modela el

A
comportamiento del resorte suspendido en el techo sera: y =5 cos (Zx)

- Grafiquemos en el plano los siguientes puntos y hallemos el valor de r: (3,4);(-3,5);(-3,-3v3); (-5,-4)

- Tracemos el grafico, establecemos el cuadrante en que termina cada angulo y el signo del seno,
coseno y tangente de los siguientes angulos: 60°,120°,240°,700°,1000°

- Graficamos y establecemos el cuadrante que termina 3 si:

& senfy cosf son positivos & cosf? y ctgf3 son positivos
{ cosBy tgB son positivos ¢ tgf es positiva y sec( es negativa
1 & senfy sec son positivos & tgf es negativa y sec( es positiva
'S - Encontramos los valores de las funciones trigonométricas de 6 si:
) ) sent) = ) sentl =
< a) senfl = 25 e) senf = —3
4
b) senf = — f) senfl = —v/5
3 g) cosecl = _Z
¢) senf = 12 e V3
24
d) ctgtl = — h) senf = g
7 b
3
- Conociendo que senb= 2y 6 pertenece al IV. Calculamos M=sec 6 -tg 6:

- Siel punto B(-3,-4), pertenece al lado final del angulo 6. Calculamos A=sec 6 +tg 6
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I inromacion’

En fisica, la trigonometria se utiliza para estudiar el movimiento de los
objetos, las ondas y las ondas sonoras. En astronomia, la trigonometria
se utiliza para estudiar los movimientos de los planetas, las estrellas y las
galaxias. En geografia, la trigonometria se utiliza para estudiar la forma de la
Tierra y la ubicacion de los lugares. En ingenieria, la trigonometria se utiliza
para disefiar y construir puentes, edificios y otros objetos. En navegacion, la
trigonometria se utiliza para determinar la posicién de un barco o avién. En
construccion, la trigonometria se utiliza para calcular la altura de los edificios
y puentes.

lo siguiente:

Actividad

— ¢En qué se utilizan las funciones seno, coseno y tangente?

Brazo de un robot. Las funciones trigonométricas se usan extensamente en
el disefio de robots industriales. Supongamos que la articulaciéon del hombro
de un robot estd motorizada de modo que el angulo aumenta a una razoén
constante de 6 radianes por segundo a partir de un angulo inicial. Suponga
que la articulacion del codo se mantiene siempre recta y que el brazo tiene
una longitud constante de 120 centimetros, y la altura del codo a la mano
del robot es 40 centimetros, como se ve en la figura. Calcular el angulo del
brazo del robot.

Calculos meteorolégicos. Si en latitudes medias a veces es posible
estimar la distancia entre regiones consecutivas. Si la latitud estd en 6=44°
grados sexagesimales, R es el radio de la Tierra que es 6369 kildbmetros,
aproximadamente y v la velocidad horizontal del viento en 30 km/h, ademas la
distancia d en kilometros. Calcular la distancia entre dos zonas consecutivas
utilizando la siguiente ecuacion:

W=

VR

d=2m 0.52 cos 6

Actividad

Trigonometria en la geografia

La trigonometria es una herramienta esencial en una variedad de campos. Es una rama de las
matematicas que es muy util para estudiar el mundo que nos rodea, por tanto, investigamos sobre

- ¢Cuales son las aplicaciones de la trigonometria en la tecnologia?

() I )

40em

l

Fuente:https://es.vecteezy.com

- Realizamos la grafica de y=3sen x,; y=-2cos x (Utilicemos hojas milimétricas para la grafica).

— Construimos una maqueta de un brazo robot, de tal forma que describa un angulo de 180°.
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RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS
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La escuadra de albaiil es una herramienta indispensable en cualquier obra
de construccion. Se utiliza en una gran variedad de tareas, como:

Comprobar la perpendicularidad de paredes, puertas y ventanas, trazar
lineas perpendiculares para la colocacion de azulejos, baldosas o ladrillos;
marcar angulos para la instalacion de tuberias, cables o marcos. La escuadra
de albanil es una herramienta sencilla pero muy Uutil, con ella, los albafiles
pueden asegurar la precision de sus trabajos y garantizar que las estructuras
sean seguras y duraderas.

La escuadra de albafiil se construye a partir de un triangulo rectangulo, el cual
puede ser construido del trazado de un circulo, haciendo que su diametro
sea la hipotenusa y fijando un punto en el circulo podemos construir un
triangulo rectangulo o una escuadra.

Construyendo escuadra. (Triangulo Rectangulo)

— Trazamos sobre un carton un circulo de 10 cm de radio.

- Trazamos el diametro y recortarlo de tal forma de tenga la mitad del circulo.
— Ubicamos un punto del arco de la circunferencia.

— Desde el punto hacia los |
( reoria

extremos del diametro
trazamos dos rectas.
— Recortamos el triangulo
e 1. Definicion de triangulo rectangulo
Clasificacion
segun sus angulos Un triangulo rectangulo tiene un angulo recto, cuya medida es de 90°, y dos
angulos agudos (menores a 90°). Los lados de un triangulo rectangulo se
llaman catetos e hipotenusa.

obtenido.
— Eureka...Tenemos una
g: ‘iff‘g‘:i;’ Los catetos son los dos lados que estan
CHARgHe al lado del angulo recto.
Un angulo recto

Actividad

escuadra.

-

La hipotenusa es el lado opuesto al ,&n&\'
W)

angulo de 90°, es el lado mayor del 9
iff triangulo w

Tres angulos agudos

Las herramientas para resolver un cateto
triangulo rectangulo son: la ley de suma de dngulos, teorema de Pitdagoras

y funciones trigonométricas.

Triangulo

Acutangulo

cateto

VA

Triangulo
Obtusangule

Un angulo obtuso

A
- Dibujamos triangulos rectangulos con las — Mencionamos y dibujamos tres
siguientes caracteristicas: ejemplos de objetos en la cotidianidad

donde observemos angulos de 90°
_ (Por ejemplo, una cruz tiene 4 angulos
(b) cateto=5 cm ; cateto=5cm; hipotenusa V50 rectos)

(a) cateto=3 cm ; cateto=4cm, hipotenusa 5

Actividad
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1.1. Suma de angulos en un triangulo rectangulo

La suma de los angulos de un triangulo rectangulos es siempre 90°. Demostracion

a+p=90°

Ejemplo

De los siguientes triangulos, calculamos los angulos desconocidos:

Para la primera grafica tenemos:
28°+6=90°

6=90°-28°

6=62°

En la segunda grafica tenemos:
15°+a=90°

6=90°-15°

6=75°

Demostracion de la suma de
angulos mediante doces de
Para la tercera grafica, papel

convirtiendo i—’zrrad = 75°,

luego: —
Demostracion

75°+x°=90°

6=90°-75° E

6=15°
1.2. Teorema de Pitagoras I ) .,
En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma ',:‘:, ‘ '; y,
de los cuadrados de los catetos. o . ]

La hipotenusa es el lado opuesto al
angulo de 90°, y es el lado mas largo

del triangulo. L
Demostracion del Teorema

Los catetos son los lados que estan al de Pitagoras
lado del angulo de 90°

cateto|

Contando los triangulos en
cada uno de los cuadrados,
catetoy notamos que el numero de
triangulos verdes es igual al
total de los amarillos y rosados.

(hipotenusa)?= (cateto,)*+(cateto,)?
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Clasificacion
segun sus lados

Triangulo
Equilatero

Triangulo
Isoceles

Triangulo
Escaleno

LTodos los lados diferentes

Ejemplo:

De los siguientes tridngulos. Calculamos los lados desconocidos:

bommem-- FJEEEEPERE |
b------- 4o !
£ T
' a
5v3 . :
\\/

1.3. Funciones trigonométricas en un triangulo rectangulo

m? = 32 452
m2 =9+ 25
m? =34
m =34

(5v3)" = 42 +a?

75 = 16 +a?
75— 16 = a?
19 = a?
Vi9=a
a=+19

Las funciones trigonométricas de un angulo agudo 6 de un triangulo rectangulo son:

cateto opuesto

senf = :
hipotenusa

cateto adyacente
cosO = =
hipotenusa

cateto opuesto
" cateto adyacente

hipotenusa
cosec = ———
cateto opuesto
hipotenusa
secO =
cateto adyacente
cateto adyacente
ctgf =
cateto opuesto

cateto opuesto

cateto adyacente

Ejemplo: Dado el triangulo rectangulo, Hallamos las razones trigonométricas seno, coseno, tangente, cosecante,

secante y cotangente del angulo 6

Primero calculamos el

Actividad

valor de la hipotenusa:
k? = 122 452
k? =144 + 25
k? =169
k =+/169
k=13
— Hallamos las razones
trigonométricas seno, coseno,

tangente, cosecante, secante y
cotangente del angulo a.

12

cateto adyacente

Identificamos los catetos y la hipotenusa
y finalmente escribimos las funciones
trigonométricas:

co. 5 h 5
senf = n T3 cosecl = =13

ca. 1 13
Cos@:—h = — sec9=a=ﬁ

c.o. 5 ca. 12
0="aT12z Y=,

bom- ot
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2. Resolucién grafica y analitica de tridngulos rectangulos

Resolver un tridngulo rectangulo, significa encontrar las longitudes de los lados y angulos del tridngulo. Un triangulo
rectangulo puede ser resuelto si al menos se conocen dos de sus lados, o un lado y su angulo. Las herramientas para
resolver un triangulo rectangulo son: la ley de suma de angulos, teorema de Pitagoras y funciones trigonométricas.

Ejemplo:

Resolvemos los triangulos, conocidos dos lados.

Calculamos X por

Pitagoras:

10% = 8%4x?

100 = 64+x?

100 — 64 = x*

36 = x?

x* =36

x =36

x==6

x=6 solo tomamos el
valor positivo

Calculamos X por
Pitagoras:

102 = (2v5) +x?

100 = 20+x2
100 — 20 = x?
80 = x?
x2 =80
x =+/80
x = 8.94

Calculamos a por razones
trigonométricas:

8
sene = g5

a = sen™! (i)
h 10
a =53.13°

Para « por razones
trigonométricas:

2+/5
10

2v/5
)

sena =

a =sen! (

a= 2657°

Hallemos B por razones
trigonométricas:

cosf = 0

p=cos™ (1)
= C0S 10
B = 36.86°

Para (B por razones
trigonométricas:
2v5

cosf = 1o

B =cos™! <¥)
B = 63,43°

Ejemplo: Resolvamos los triangulos, conocidos un angulo agudo y un lado.

Calculamos o por suma
de angulos:

30°+ a =90°
a =90° - 30°
0 = 60°

Calculamos 6 por suma

de angulos:
50°+ 6 = 90°
a =90° — 30°
6 = 60°

Actividad

— Resolvemos los triangulos: ...
£}

Para x utilizamos razones
trigonométricas:

X

8

8-sen 30°=x

x= 4

sen 30° =

Parax utilizamos funciones
trigonométricas:

6
sen 50° = —
x

x-sen50° =6
6

= sen 50°

e

Para y utilizamos razones
trigonométricas:

y
30°=2
cos 3

8-cos30°=y
y= 43

Parayutilizamos funciones
trigonométricas:

t 50°—6

g y

y-tg50°=6
6

y:

® ===

(SR

& -mo -

[_._____

tg 50°




QUINTO ANO
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Sugerencias de resolucién de
problemas (George Podlya)

Paso 1: Entender el problema
¢Cual es la incognita? ;Cuales son
los datos? ¢;Cual es la condicion?

Paso 2: Configurar un plan

Elaborar una estrategia que le
permita encontrar la o las operaciones
necesarias para resolver el problema

Paso 3: Ejecutar el plan

En este paso el estudiante debe
implementar la o las estrategias
que escogi6 para  solucionar
completamente el problema.

Paso 4: Mirar hacia atras

Comprobarla solucién. ; Estu solucion
correcta? ¢Tu respuesta satisface lo
establecido en el problema? ;Puedes
ver como extender tu solucion a un
caso general?

3. Resolucion de problemas aplicados al contexto y la tecnologia

Un uso comun de la trigonometria es medir alturas y distancias cuyas
mediciones por medios normales son incémodas o imposibles, veamos
ejemplos.

Problema. Se desea calcular la longitud
de la escalera de un camion bombero
que esta 10 m de la base de un edificio
y la altura desde el techo del camion a
un balcon es de 20.5 metros.

Observando la grafica, podemos aplicar
el teorema de Pitagoras.

x2 = 20.524102
x2 =420.25 + 100

x? =520.25
x =+/520.25
x=22.8

R. La longitud de la escalera es 23
metros, aproximadamente.

Problema. Calcular la longitud de la sombra que genera una persona de 1,67 m, cuando el sol esta a 30° respecto

al horizonte.
\ I ”
. Il')’n-‘
] **
| "“n.’
] ~,
| ‘ﬁ‘
] ~.
1 Say,
[ ~,
[] S
[ | T
1 |
] i
i 1.67m
I ]
]
190° i

T —— 1

Utilizamos funciones trigonométricas:

o — 167
tg 30° = .

x-tg30°=1,67

1,67
X =
tg 30°

Sao x = 2,89

-
“
~~
o e ]
30 Na
Ay
LR L F P R R YT Ry

R. La sombra de la persona es 3 metros
aproximadamente.

Problema. Dos automoviles con direcciones 30° NE y 60° SE, parten con velocidades 40km/h y 50km/h
respectivamente. Calcular la distancia de separacion entre ambos después de 4 horas.

60°

Primero calculamos las distancias recorridas por cada movil
en 4 horas:

El moévil de 40 km/h en 4 horas recorre 160 m
El movil de 50 km/h en 4 horas recorre 200 m

También notemos de la figura que se forma un triangulo
rectangulo, luego podemos aplicar el teorema de Pitagoras:

x%2 = 160%+2002
x% = 25600 + 40000

x2 = 65600
x =v65600
x = 4041
x =256.12

R. Después de 4 horas la distancia de separacion entre
ambos moviles es de 256 m aproximadamente.
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Problema. Se requiere calcular la longitud de un
tunel, para tal efecto se realiza mediciones de
120 m y 150 m, los cuales se unen en un punto
formando un angulo de 90°.

\Y “

Notemos de la figura forma un triangulo
rectangulo, luego podemos aplicar el teorema
de Pitagoras:

d? = 120%+1502

d? = 14400 + 22500

d? = 36900

d =+v36900 R. El tunel medira 192 metros
d=192.09 de distancia

Problema. Eynar requiere calcular las pulgadas
(in) de una pantalla de Smart TV. Se sabe que las
longitudes de su base y altura miden 155,62 cm
y 89,93 cm.

80.93em

Utilizando el teorema Transformando a
de Pitagoras para la pulgadas (in):
diagonal, tenemos:

lin
x? = 155,622 489,932 = 179,73 cm-m
x? = 32304,98 :
= 70.75in
x =+/32304,98

R. Eynar descubrié
que su television es
de 71 pulgadas.

x=179,73

Problema. Calcular la altura del mastil de una escuela,
si su angulo de elevacion respecto al suelo es 30° y
la distancia desde la base del mastil hasta el punto de
medicién es de 15 metros.

Utilizamos la funcién tangente:

oY
tg 30 =1

15-tg 30° =y

y = 8.66

R. La altura estimada del mastil es de 8.66
metros.

Problema. Un topdgrafo desea calcular la altura de
un cerro, los datos que obtuvo ubicado a 3,7 km de
altura, fue el angulo de elevacién 65° y 43,7 km como
la distancia hacia el vértice de la montana.

Primero calculamos la altura h, utilizando la funcion
tg:
o—_N
tg 65° = Y
43,7-tg 65°=h

h=93,71

Para la altura total, calculamos H, que sera la suma
de dos alturas:

H=3,7+9371 R. La montafia mide 97,41 km.
H=9741 Aproximadamente.
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Problema.

Maria tiene una maqueta de un edificio en el cual quiere probar sus
conocimientos de trigonometria. Desde dos puntos en linea recta mide
angulos de 28° y 50°, los puntos estan separados a 10 cm uno del otro.
Calcular la altura de la maqueta de edificio.

Topoégrafo

ML T
Notemos que existen dos triangulos "2 1 N .
rectangulos, por tanto, formamos .,“‘ ’ .4 : Ol
un sistema de ecuaciones con dos ‘,0“ ’ # 1 -,
incognitas: *” L =
. ’ | -
PR “ a m Y
ES ’ ]
- ’ -,
- + 1 m !
| - !
1 1
]
I

i i 10m ~-=-=-=--FT-=-=-===-=="g ~========
Un topografo se encarga de En cada triangulo tg 50° = % tg 28° = x:/1o
medir y cartografiar el terreno, relacionamos lados y
esto incluye la toma de medidas angulos con la funcion x-tg50° =y (x+10)-tg28° =y
de elevacion, distancia y angulos tangente:
y también utilizan sistemas de y=x-tg950° (1) y=(x+10)-tg28°(2)
GPS para cartografiar el terreno.
Los topografos suelen trabajar Resolvemos el y=y

x-tg 50° = (x +10) - tg 28°
x-tg 50°=x-tg 28°+10-tg 28°
x-tg50°—x-tg 28°=10-tg 28°

en empresas de construccion,

; . , sistema por el método
ingenieria o topograf/a.

de igualacion.

La trigonometria se ha convertido Igualamos (1) y (2) x(tg 50° — tg 28°) = 10 - tg 28°
en una poderosa herramienta que ‘= 10-tg 28°
ayuda a la topografia a tomar tg 50° —tg 28°
mediciones, tales como calcular x =8.055
las dimensiones del levantamiento
€ TR {EITE, Finalmente, y =x-tg50°

reemplazamos

x=8.055en la y = 8.055-tg 50°

ecuacion y=x-tg 50°, _

luego: y =9599

R. La altura estimada de la maqueta es 10 cm.

Problema. Desde un avion se divisa una casa con un angulo de depresion de 12.5°, la altura que sobrevuela el
avion es de 3500 metros respecto el suelo. Calcular la distancia desde el avion hacia la casa.

3500
da

e sen 12.50 —

Utilizamos la d-sen 12.5° = 3500

funcion seno: 3500

" sen12.5°

o’.. et T
, L] {12,850 "taa,, CRES
d =16170,79

R. La distancia estimada desde el avidon hacia la casa es 16170,8 metros.

Juan y Maria juegan con su cometa que tiene una
cuerda de 35 m, el cometa esta con un angulo de
elevaciéon de 45°; Maria sujeta el cometa a 1,3 m del
suelo. Calculamos la altura del cometa respecto al
suelo.

Actividad
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El uso de la trigonometria se extiende en diferentes areas:
Ingenieria

Se utilizan en diseno estructural, arquitectura e ingenieria civil para calcular
fuerzas, determinar la estabilidad y analizar elementos estructurales.

Fisica

Enfisica paradiversos calculos queinvolucranfuerzas, vectores y movimiento.
En mecanica, los triangulos rectangulos se utilizan para descomponer
fuerzas en componentes y calcular sus magnitudes y direcciones.

Topografia y Navegaciéon

Los métodos de triangulacion, que se basan en los principios de los triangulos
rectangulos, se utilizan para determinar distancias, angulos y posiciones de
puntos en la superficie de la Tierra.

Arquitectura y Construccién

Los triangulos rectangulos son esenciales en el disefio y la construccion
arquitectonicos. Crean estructuras geométricamente equilibradas, Hallamos
angulos de inclinacion del techo.

Astronomia

Los triangulos rectangulos se utilizan en la navegacion celeste y en los
calculos astronémicos. Los métodos de triangulacién que involucran
triangulos rectédngulos determinan las posiciones de los objetos celestes,
medir distancias en el espacio y navegar usando coordenadas celestes.

- Investigamos tres ejemplos de aplicaciones de Ila
trigonometria en el calculo de alturas inalcanzables.

— Identificamos triangulos rectangulos en tu entorno.

Actividad

- Identificamos los angulos rectos que existen en el aula de
clases.

[ VALORACION

Trigonometria en la ingenieria y
construccion.

La trigonometria en la topografia
y Navegacion.

Demostracién del Teorema de
Pitagoras.

§) rrovuccion (§

El Teorema de Pitagoras es uno de los mas utilizados en los problemas de triangulos rectangulos.

En general el Teorema de Pitagoras sefiala, que el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la
suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos. Y esto es verdad solamente si el triangulo es

rectangulo.

Existen varios tipos de demostraciones del Teorema de Pitagoras desde las mas complejas y algunas de simple

comprension.

Actividad

a a b
I a
— Construimos unrompecabezas v b
que muestra el teorema de
Pitagoras de forma grafica. b
L
b b a
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RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

(" racrica

El Triangulo de las Bermudas es una region geografica que tiene forma de AT
triangulo escaleno, se sitla en el océano Atlantico, entre las islas Bermudas, T Bermuda
Puerto Rico y Miami. Si se unen estos puntos se forma un triangulo de entre
1600 y 1800 km de lado, es conocido por sus numerosos naufragios hasta el
punto de ser llamado “El cementerio del Atlantico”, pues alli desaparecieron < Y Triangulo de

unas 50 naves y 20 aviones. .Jas Bermudas

<

Supongamos que se perdid una embarcacion en el triangulo de las
bermudas. Los grupos de busqueda deben recorrer un area especifica.
Sabiendo que las distancias son de 1.693 km desde florida a Bermuda,
1.632 km desde Florida a Puerto Rico y 1.577 km desde Puerto Rico a
Bermuda, aproximadamente. ;Como determinamos el area o regién que
cubre el Triangulo de las Bermudas?

-Puer‘[b Ricg

Realizamos las siguientes actividades:

— Remarcar y sefialar la cantidad de triangulos que se encuentra en
la figura de la izquierda.

— ldentificar y graficar triangulos del entorno de tu comunidad.

]
@
=
2
)
Q
<

[ eorin
1. Definicion de triangulo oblicuangulo

Triangulos l,Jn triangulo es ?bllcuangulo, si ninguno de los angulos del triangulo es un
. angulo recto (90°).
oblicuangulos

Un triangulo oblicuo tendra tres angulos agudos; o dos angulos agudos y
Son de dos tipos: acutangulos y uno obtuso.
obtusos.

Triangulo acutangulo: Tiene /'\
tres &ngulos internos agudos, es Acutdangulo Obtusangulo
decir, la medida de cada uno de ‘

A A

sus éngulos es menor a 90°

Triangulo obtusangulo: Se Tres dngulos agudos Un angulo obtuso y dos angulos
caracteriza por tener uno de agudos

sus angulos interiores obtuso,
eso quiere decir que el angulo
es mayor a 90°, por lo tanto, los
angulos internos restantes son
menores a 90°.

Las herramientas para resolver un triangulo oblicuangulo son: la ley de
suma de dngulos, ley de senos y ley de cosenos.

Realizamos las siguientes actividades:

— Dibujar dos triangulos que tengan dos angulos y dos lados iguales.
¢ Qué tipo de triangulos obtenemos de la construccion?

— Construir un triangulo equilatero de 10 cm de lado. ¢, Cuanto mide cada >
uno de sus angulos? 4 Un triangulo equilatero es oblicuangulo?

— La estrella de cinco puntas era un simbolo que representaba a los
pitagéricos. ¢Cuantos triangulos se observa en la estrella pitagorica?
¢ Qué tipo de triangulos son los que lo componen?

Actividad
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1.1. Suma de angulos de un triangulo

La suma de los angulos de todo triangulo es siempre 180°.

a+p+6=180°

a+8+60=180

Ejemplo:

Delos siguientestriangulos oblicuangulos. Calcularlos angulos desconocidos:
Para la primera grafica tenemos:
B+ 28°+ 100° = 180°

B = 180° — 28° — 100°
B =52°

En la segunda grafica tenemos un
triangulo isosceles:

6 + 70° + 70° = 180°
6 = 180° —70° —70°
0 = 40°

En la tercera grafica tenemos:

a + 81° + 40° = 180°
a = 180° — 81° — 40°
810 4']0 a = 59°

1.2. Ley de Senos

La ley de senos es la relacion entre los lados y angulos de un triangulo
oblicuo. Establece que los lados de un triangulo son proporcionales a los
senos de sus angulos opuestos.

Las ecuaciones de la ley de senos
pueden ser representadas de dos
formas:

sena senff seny a b c
a b c

sena senf3 seny

Para usar la ley de senos debemos conocer los datos de una diagonal, (es
decir un lado y su angulo opuesto) y ademas un lado o angulo del triangulo.

Demostracion

D (s
& %
"r -
. /
N /
<>

Demostracion de la suma de
angulos para todo triangulo
mediante dobleces de papel.

Al-Battani

Astrébnomo y  matematico,
generaliz6 el resultado de
Euclides en la geometria

esférica a principios del siglo
X, lo que permiti6 efectuar los
calculos de la distancia angular
entre el Sol y la Tierra.

©
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Area en funcién de seno

Ejemplo:

De los siguientes tridngulos. Aplicar la ley de senos.

B Por la ley de senos tenemos:

x _y _ z

Yy senG senA senB
&I
O también:
C B G

senG _ senA _ sen B

Contando Una forma distinta r z x y  z

para Hallamos el area de un
triangulo es también utilizando
la siguiente igualdad:

Por la ley de senos tenemos:

x y z
sena seny senf

_ base - altura _a b senC

A
rea 2 2

O también:
sena seny senf
x y  z

1.3. Ley de Cosenos
La ley de los cosenos es la relacion entre las longitudes de los lados de un triangulo con respecto al coseno de su
angulo.

d

a’?=b*+c*-2-b-c-cosa b>=a*+c*-2-a-c-cosf c?=a’+b*-2-a-b-cosy

Algo util es también el despeje de los angulos:

. (b2 +c? - az)
a= cos”t——

a® + c% — b?
2:b-c

2-a-c

B = cos™?! (

Ejemplo:
Aplicar la ley de cosenos para cada lado del triangulo:
P

Apliquemos la ley de cosenos:

4

x x2=y24+22-2'y-z-cosM b’
y2=x2+2z2—-2-x-z"cosN c b

2

z2=x2+y?—2-x-y-cosP ab cosy

Apliguemos cosenos, tenemos:
ab cosy

Y

n+p>—2-n-p-cosd
2=m?+p*-2-m-p-cosC
2=m?+n*-2-m-n-cosB Demostracion del teorema del coseno
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2. Resolucién triangulos Oblicuangulos

Resolver un triangulo oblicuangulo significa encontrar las longitudes de sus
lados y sus angulos. Para hacerlo, es necesario conocer: la longitud de un
lado y dos angulos; la longitud de dos lados y un angulo; la longitud de tres
lados. Para resolver un triangulo oblicuangulo utilizaremos la ley de suma de
angulos, ley de senos y ley de cosenos. Existen cuatro casos a considerar:

Caso ALA: Conocidos dos lados y un angulo.

Caso ALL: Conocidos dos lados y un angulo opuesto a uno de los lados
conocidos.

Caso LAL: Conocidos dos lados y un angulo entre los lados conocidos.

Caso LLL: Conocidos tres lados.

El caso AAA genera un numero
infinito de triangulos semejantes,
por lo cual el triangulo no puede
ser resuelto.

Caso ALA Caso ALL Caso LAL

Caso LLL

Los dos primeros casos pueden ser resueltos por la ley de suma de angulos y ley de senos; los dos ultimos casos

por la ley de suma de angulos ley de senos y cosenos.
Ejemplo
(Caso ALA). Resolver el triangulo, sabiendo que A=82°C=32°,c=42.

Para resolverlo, notemos
los éangulos vy lados que
desconocemos B, a, b

Inicialmente para B calculamos
por la ley de suma de angulos:

B + 32° + 82° = 180°
B =180° — 32° — 82°
B = 66°

Actividad

Para a aplicamos la ley de senos:
a 42

sen 82°  sen32°

42
sen32°

a = sen 82°-

a=178,48

Para b por la ley de senos:
b 42

sen 66°  sen32°

42
sen32°

b = sen 66°-

b=1724
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Casos ambiguos en la ley
de senos

Solo forma un triangulo

b
h
A

a=nh

-

-~

Q
\%
S

a>b

Se forma dos triangulos

h<a<b

No se forma triangulos

(1™ "

Q
AN
>

- J

Ejemplo:

(Caso ALL). Resolver el triangulo, sabiendo que A=30°;a=6,c=7.

El triangulo tendra dos soluciones, pues su altura es menor que sus lados.

Notemos que tenemos una diagonal
conocida, luego aplicamos la ley de

senos para hallar B:

sen B _sen 30°

7 6
sen 30°
senB=7"-
6
sen 30°
B =sen™! (7 — )

B = 35,68° (4Angulo agudo)

Para ¢ por la ley de senos:
c 6

sen 114,32°

sen30°

= 114,32°-
€= sen sen30°
c=10,93

Para C por la ley de suma de
angulos:

C +35,68° + 30° = 180°
C = 180° — 35,68° — 30°
C=114,32°

— Resolvemos los triangulos:

©
©
=
2
=
Q
<

hallar el

Para angulo obtuso
B, notemos que es un angulo
suplementario, luego:

B =180° — 35,68°

B = 144.32°
(Angulo obtuso)

Para C por la ley de suma de
angulos:

C +144.32° + 30° = 180°
C =180° — 144.32° — 30°
C = 5.68°

Para ¢ por la ley de senos:

c _ 6
sen 5,68°  sen30°
6
sen30°

c=1,18

¢ = sen 5.68°-




Ejemplo:

AREA: MATEMATICA

(Caso LAL). Resolver el triangulo, sabiendo que:

Para hallar A aplicamos la ley de

senos,
diagonal:

pues ya conocemos la

sen A _sen 20°

11 6,52
sen 20°

senA=11- 652

A=sen™! (11 gen 200)

6,52

A =35,24° (Agudo)
Como la altura es menor que
los lados entonces el angulo

suplementario sera:

A=144,75° (Obtuso)

Ejemplo:

(Caso LLL) Resolvemos el triangulo,
sabiendo que:

a=4;,b=3c=06.

Para hallar A aplicamos la ley de
cosenos, con el angulo despejado:

2 2 _ 2
A ot (EFE
2'b-c
2 2 2
2-3-6
A _1(9+36—16>
= CO0S E—
36
A=36,33°

Actividad

Notemos que no existe una
diagonal conocida por lo cual no
podemos aplicar ley de senos, por
tanto, la Unica opcion es la ley de
€0senos:

Hallemos c:
¢?=1124+5%2—-2-11-5"cos 20°

¢ =+121+ 25 — 110cos 20°
c =6.52

Para a por la ley de senos:

sen B _sen 20°

5 652
sen 20°
senB =5" 6.52
B = sen-1 (5 _sen 20°>
6,52
B =15,2°

Para hallar B :
4 a2+cz—b2)
B = cos _—
2-a-c
B = cos! 4% + 6% — 37
= (CO0S 246
5 _1(16+36—9)
= cos )
B = 26,38°

- Resolvemos los triangulos:

La ley de los cosenos aparece
primero en el libro Elementos
(Libro 1l) de Euclides, pero en
una forma disfrazada en la que
los cuadrados de los lados de
los triangulos se suman y un
rectangulo que representa el
término del coseno se resta. Asi
que todos los matematicos la
conocian debido a su familiaridad
con el trabajo de Euclides.

a’=b?*+c?-2+bececos A
Ley de Cosenos
a’=b*+c?-2epec

Teorema de Euclides

Para hallar C :

2-a-b
C = cos-1 (u)
2-4-3
C= cos-! (16 +9 - 36)
24
C =117,27° Para hallar C también se

puede utilizar la suma de
angulos.
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Herén fue un ingeniero y
matematico  helenistico  que
vivio  en Alejandria (provincia
romana de Egipto). Fue uno de
los cientificos e inventores mas
grandes de la antigliedad. Entre
sus logros cuenta la invencion
de la primera maquina de vapor
y el primer libro de robdtica de la
historia. Su logro mas destacado
en el campo de la geometria es
la denominada férmula de Heroén.

Si se conocen las longitudes de
los lados de un triangulo podemos
calcular el area de dicho triangulo,
a través de la formula de Heron.

Area = \/s(s—a)(s — b)(s — ¢)
Donde s es el semiperimetro del
triangulo:

_a+b+c
T2

3. Resolucion de problemas

La ley de senos y de cosenos puede utilizarse para resolver diversos
problemas aplicados al entorno, siempre que dichos problemas involucren
triangulos. Para su resolucion en algunos casos es conveniente utilizar suma
de angulos, ley de senos o ley de cosenos, por tal razén es conveniente
que se realice una grafica o dibujo donde se identifiquen los datos y las
incognitas para decidir cual de las leyes utilizar.

Problema

Juan desea calcular el ancho
de un rio. Desde dos puntos
diferentes que estan a una
distancia de 105.94 metros, mide
los angulos hacia el extremo del
lado contrario del rio. Las medidas
obtenidas son de 31°y 113°.

Notemos que primero debemos
calcular el tercer angulo C:

C+31°+113°=180°
C =180°—-31°—113°
C =36°

a _ 10594
sen31° sen3e°

105,94
sen36°

a = sen 31°-
Ya teniendo el angulo C, podemos
aplicar ley de senos para calcular
el ancho del rio:

a = 98,82

R. Concluimos que el ancho del rio es 10 metros aproximadamente.

Problema

Gabiriela hizo un recorrido por la poblacion de Copacabana en el cual visito
las islas que lo circunda. Utilizando Google Eart calculdé que desde la Isla
del Sol hasta el mirador de Palla Khasa son 8,7 Km; y la distancia desde
el Templo del Sol hacia el mirador en 2,25Km; ademas el angulo que se
genera desde el mirador de Khasa es de 60°. Calculamos la distancia entre
el Templo del Sol y la Isla de la luna.

Notemos que podemos aplicar la ley de cosenos para calcular la distancia d:

d* = 2,252 +8,72 —2-2,25-8,7 - cos 60

d =+/2,252 +8,72 — 22,25 8,7 - cos 60

d=,787

d=279

R. La distancia que separa el Templo del Sol y la Isla de la Luna es de 2,79 Km. aproximadamente.
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Problema

De cierto sistema de engranajes se midi6 las radios de cada uno de ellos,
se desea calcular el angulo que genera el centro del engranaje superior
respecto a los centros de los engranajes inferiores.

Sumando las radios de los
engranajes y luego aplicando la
ley de cosenos para el angulo 6
tenemos:

b oot (L3H63 =52
= cos 2-43-63
0= 1 (31,14)
= 9 53,18
6 = 5491°

R. Luego el angulo que se genera
es 54,91°.

Problema

En los Yungas se desea construir un tunel que atraviese una montafa. Un
topografo desde un punto divisa los extremos del monte los cuales generan
120°, y las distancias hacia los puntos es de 380 metros y 290 metros.
Calcular la longitud del tinel que atraviesa el monte.

Aplicando la ley de cosenos para d tenemos:

d* = 380% + 290% — 2-380 - 290 - cos 120
d = /3802 + 290% — 2 - 380 - 290 - cos 120

d =+226700
d = 476,13

Una de las ramas que mayor aplicacion tiene es la trigonometria, por
tanto, es de mucha importancia conocer minimamente sus conceptos
basicos.

- Cuando se realizan construcciones de techo triangular
generalmente se observan diferentes triangulos.

— Conversemos con la clase sobre como determinar el angulo
formado por la caida de los techos oblicuos.

El satélite TKSAT-1 (Tupac Katari) es el primer satélite artificial de
telecomunicaciones del Estado Plurinacional de Bolivia. Es controlado
desde la Estacion Terrena de Amachuma de la ciudad de El Alto,
ubicada en el departamento de La Paz y desde la Estacion Terrena de
La Guardia, en el departamento de Santa Cruz. Investigando distancias
entre las dos estaciones, podemos calcular algunas distancias utilizando
conocimientos de trigonometria.

- Elaboramos una maqueta a escala, calculando Ila
distancia entre el satélite Tupac Katari y la estacion
de Amachuma.

340mi

Actividad

La Guardin Amarhuma
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA Area sector circular

Sistemas de medicién de angulos 8. Hallar el area del sector circular que tiene las

1. Representar graficamente los siguientes angulos siguientes caracteristicas:
sexagesimales:
a) r=3cm;0 =mrad
a) 30: a) 45° . b) r=6cm;0 =% rad
b) -30 b) -120 ) r=2cm: 6 =90°
c) 60° c) -390°

o o ] 9. Hallar las razones trigonométricas de 6 si:
2. Representar graficamente los siguientes angulos

radianicos:
d) % rad d) % rad
e) —g rad e) % rad

3. Transformar al sistema sexagesimal:

f) Z rad f) 2 rad d) x=1Lr=+2
2 6 — Dop —
e) y=2;r=23
g)zanad g)%nrad f) x=4m;y=3
. 4
4. Transformar al sistema radianico: 10. Sabiendo que sen 6 = T Calcular:
h) 60° h) 22,5° a) C = cos O+sen 0 c) N = ctg 6 —sec O
i) 120° i) 90° tg 6 tg 0
j) 180 j) 2024 oo cosec 0+ sen 6 . o e
tg 6 B 2tg 6
Longitud de arco
5. Graficar y hallar la longitud de arco (S) sabiendo 11. Utilizando razones de angulos notables. Calcular:
que:
a)r=4cm 0 =mrad d) r = 1km; 6 = 90° a) S= cos 90+sen 30 c) _ ctg 45 — Szec 60
by r=6cm;0=>rad e)r=2m8=30° tg 45 1+ sen?30
— .0 — o = 5’ 6 = 22’50
c)r=2cm;0 =120 fyr b)H_sen60+1 . P_sen90+cosO
"~ cos 45 ) P= 4tg 45

6. Graficar y hallar la longitud de la radio (r)

sabiendo que: 12. Se tiene un circulo de 4 centimetros de radio.

3 . .
a) S=24cm; 6= ?ﬂ rad Calcular el area del circulo.

b) S=50cm; 6= T rad 13. El diametro de un semicirculo mide 20 metros.
! 4

Calcular el area del semicirculo.
c) S=20cm; 6 =45°

d) S=17cm; 0 = 60° 14. Calcular el area del sector sombreado:

7. Graficar y hallar el angulo (6) sabiendo que:

a) S=24cm; r=12cm
b) S= 2km; r=08km r=2cm
c) $S=020m; r=8cm
d) §=120cm; r=08m

o
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TRIGONOMETRIA ANALITICA

Funciones trigonométricas en el plano
cartesiano

1. Graficar en el plano cartesiano y establecer el
cuadrante en que terminan los siguientes angulos:

a) 30° d) 400°
b) 150° e) 560°
c) 280° f) 1000°

3. Representar graficamente los siguientes pares
ordenados y hallar r:

a) (2,5) d) (0,4)
b) (-3, -5) e) (-3, - 4)
c) (5, -3) f) (1, -5)

Signos de las funciones trigonométricas

2. Graficar en el plano cartesiano y senalar los
signos de sen, cos y tg de los siguientes pares:

a) (3,6) c)(-4,-4)
b) (-3, 5) d) (3, -5)

4. Calcular las seis funciones trigonométricas
sabiendo que:

a) c056=§ d) ctg9=§

b) sen9=§ e) sec9=g
5

c) cosect = f) cosd = ?

4
5. Sabiendo que sen 6 = T - Calcular:

sen 6+1
a) A=
cos 6
b __tg 6 —sect
) T 1+sen?d

C) cosecl

" sen20+cos26
d) __ cosec 6-sec?6

T 1+tg?e

6. Sabiendo que ctg 6=1. Calcular:

a) _ 2sen?6+1
2tg 6+2
ctg 6 —sec 6
b) v= 972
sen<f
sec
C =
) ] 4sen260+4cos20

Graficas de funciones trigonométricas

7. Analizando las caracteristicas de funciones,
graficar:

a) y =2senx d) y = sen (4x)
b) ¥y = 2cos x e) y = 2sen (2x)
c) ¥y = cos (3x) f) ¥y = 5sen (x)

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS
Suma de Angulos

1. Dado el triangulo rectangulo, hallar el angulo
desconocido:

a) a =30%6 =?
b) a =45°6 =?
c) a=7?;60 =68°

a) a =22,5%0 =?
b) a=?;0 =%rad

C) a= %rad;@ =?

Teorema de Pitagoras

2. Dado el tridngulo rectangulo, hallar el lado
desconocido:

a)a=3;b=2 a)c=3b=1
b) a=3;b=+3 b) c =V5;b =2
c)a=1b=1 c)a=5b=2V3

Funciones trigonométricas

3. Utilizando funciones trigonométricas. Calcular:

a) Hallar a sabiendo que: a = 4;b =3
b) Hallar g sabiendo que: ¢ = 8;b =2
c) Hallar g sabiendo que: ¢ =5;b =2
d) Hallar a sabiendo que: a = 30°%b =
e) Hallar ¢ sabiendo que: g = 30%b = 3
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Resolucion de Triangulos

4. Resolver los siguientes triangulos (C=90°):

a) A=30%b=2

b) B=15%¢c=+/3
c) A=25%a=28

d) a=10;c =20

e) b=2c=2V3

f) A=280%c =10
9) a=10;c =20

hy b=2c=2V3

i) A=80%c=10

j) a=5V2;c=6V17

Problemas

5. La altura de Rémulo es de 1,7 m, con un
teodolito calcula el angulo de elevacién de la cima
del edificio que es 30°; Rémulo esta ubicado 100
metros de la base del edificio. Calcula la altura del
edificio.

6. La estructura de un puente esta formado por
triangulos rectangulos de altura 1,8 metros y
un angulo agudo de 40°. Calcular la longitud del
puente.

7. Un pendiente tiene un angulo de inclinacion de
30°, la forma triangular tiene lados de 1,5 metros 5
metros. Calcular la longitud de la pendiente.

&
‘i’-'-" TR \g e i "-.:. 3

8. Una celda solar convierte la energia de la luz
solar directamente en energia eléctrica. La cantidad
de energia que produce una célula depende de su
zona de forma hexagonal. Hallar su area hexagonal,
sabiendo que su lado mide 10 cm.

N e W e 2

9. Dado el triangulo rectangulo, hallar el lado
desconocido:

C |4

RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS
Suma de Angulos

1. Dado el triangulo oblicuangulo, hallar el angulo
desconocido:

a) a = 30°% 8 =45,y =?
b) a = 100°% 8 =?;y = 50°
c) @ =55%f =45,y =?
d) a =?;5 =45y = 10°
e) a =?;p =20,y =5°

Ley de Senos

2. Dado el triangulo oblicuangulo, hallar el dato
pedido:

a) B =30%5C=50;c=10; b =?
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b) A=75°%B =25%b=12;a =?
c) a=12;b=8; B =40%A =?
d) a=11;C =36° B = 68°%c =?
e) a=8,c=6; A=060°%C =?
f) a=14;A=158°% B =55%b =?

Ley de Cosenos

3. Dado el triangulo oblicuangulo, hallar el dato
pedido:

a) a=6;b=7;C=40%c=?
b) b=20;c=16; A=25%a=?
c) a=10;b =12; c =8;C =?
d) b=9;c=11; A=65%a =?
e) a=15b=12; c = 14,4 =7

Resolucién de Triangulos Oblicuangulos

4. Resolver los triangulos.

Ae
* .

= 154 cm,b = 179cm,c = 183 cm
=12; b = 16; ¢ = 25

a) A = 6841°,B = 54.23°,a = 12.75
b) C = 74.08°,B = 69.38°,¢c = 45,38
c) B = 482°%a = 890cm; b =697 cm
d) B = 743°%a = 859,b = 783
e) A =673,b=379m,c = 408m
f) C =283°% b =571;a = 4.21
g) a=22b=45c =31

a

a

5. Tres atomos con radios atomicos de 2,0, 3,0 y
4,5 estan dispuestos como en la figura. Encuentra
la distancia entre los centros de los atomos y sus
angulos interiores.

6. Dos ciclistas salen juntos de un punto comun y
viajan en direcciones distintas y tienen un angulo
de 75° entre ellos. Si cada uno recorre 52 km/h y 47
km/h ;Cual es la distancia que los separa?

7. Dos observadores que estan separados por 1000
pies detectan un avion. Cuando el avion pasa sobre
la linea que los une, cada uno hace una observacion
del angulo de elevacion al avién, como se indica en
la figura. ¢ A qué altura va el avion?

1500 pies

8. La famosa torre inclinada de Pisa tiene
aproximadamente 185 pies de altura. Auna distancia
de 124 pies de la base de la torre, el angulo de
elevacion ala punta de la torre es de 62°. Encuentre
el angulo 6 indicado en la figura.

(Ejercicios y problemas recopilados)
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

(( rricrica |

Cuando se habla de identidad, lo que se nos viene a la mente, podria ser, el
documento de identificacion, la cedula de identidad en el que estan los datos
y caracteristicas de cada persona, el cual nos permite identificarnos como
habitantes de nuestro Pais.

Si hablamos de identidad cultural, encontraremos diferentes usos y
costumbres que caracterizan a cada regién y comunidad.

Respondamos las siguientes preguntas con respecto a la lectura anterior.

- ¢ Qué significa la palabra identidad?
— ¢Cual es el numero de tu cedula de identidad?
- ¢Qué usos y costumbres se practican en tu comunidad o lugar donde vives?

Actividad

1. Identidades trigonométricas fundamentales

Una identidad trigonométrica es una igualdad establecida entre dos

f expresiones que involucren funciones trigonométricas de una o mas

Teorema_ undamerltal de la variables (o angulos), las cuales se verifican para todo valor admisible de
trigonometria dichas variables.

Se considera como el Teorema Las identidades o relaciones fundamentales se clasifican: Identidades

fundamental de la trigonometria reciprocas o inversas, identidades de cociente e Identidades Pitagoricas.

& [ e e plEg e, A partir de la circunferencia trigonométrica de radio igual a uno

2 2
sen“o+cos x=1

Que se deduce a partir del y“
triangulo  trigonométrico  de
hipotenusa igual a uno. \P(x, »)
=
y
< (AN X
- x »
1
sen a
a
cos x Y

Tendremos las siguientes definiciones de las funciones trigonométricas.

seno =y coso =X tano = 2
X

1 1 X

csco =— seca =— coto =—
y X y




Relaciones inversas

Para obtener las identidades inversas, emplearemos las definiciones de las
funciones trigonométricas anteriormente encontradas.

AREA: MATEMATICA

Curiosidades
matematicas

Los antiguos

babilonios,

csca =

verdaderos

genios en

senc

matematicas, desarrollaron sus
estudios matematicos en base
1 1 60 en lugar de base 10. Por

= seca = ; ! ;
esta razén, un minuto tiene 60

segundos y un circulo tiene 360°.

cosa

= cota =

fano Fuente: http://trigonometriando.blogspot.

com/2015/06/curiosidades.html

Relaciones por cociente

Las identidades trigonométricas de cociente son dos: tangente y cotangente
y tiene la propiedad de relacionar por medio de un cociente, las funciones
trigonométricas de seno y coseno.

y sena sena
tano =— = = tana =

X cosa cosa

X cosa cosa
coto =— = = cota =

y sena sena

Relaciones pitagoricas
Observacién

De cada identidad, es siempre
posible despejar algun valor
necesario, lo que se constituye
como consecuencia, sin dejar de
ser identidad.

Si aplicamos el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo de la
circunferencia trigopnométrica tendremos:

X'+t =1

(cosa)’ +(sena)’ =1

|Sen2a +cos’a = 1|

Sea:
Si dividimos entre coseno a la anterior expresion trigonomeétrica tendremos: , 5
sen’x+cos’x = 1
2 2
sen"a cosa 1 .
sen’a +cos’a =1= —t—— == |tan2a +1= Sec2a| entonces:
cos'a  cos"a  cosTa

sen’x = I - cos’x
Si dividimos entre coseno a la anterior expresion trigonométrica tendremos:

sen’a  cos’a 1 2 2
+ = :>|1+cota=csc a|

sen’a +cos’a =1= >

sen o

senza

senza

En resumen, tendremos:

Reciprocas o inversas Por cociente Pitagéricas
sena ) 5
csea = tana = sen“a+cosa=1
Sena cosa
cosa 5 )
seca = cota = seca=1+tan"a
cosa seno
2 2
tana = csca=1+cot"a
cota
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Simplificacion

En cualquier expresion
trigonométrica, al momento de
reemplazar las  expresiones
trigonométricas con identidades
trigonométricas, se procede con
el efecto de simplificacion, asi:

2. Demostracién de identidades trigonométricas

Demostrar o verificar una identidad significa transformar un miembro de
una identidad en otra igual al miembro opuesto, empleando relaciones
fundamentales, mediante diferentes operaciones como factorizacion,
fracciones y ofras. Algunas sugerencias para demostrar las identidades
trigonométricas son las siguientes:

— Transformar el miembro mas complicado.

- Expresamos las funciones en términos de seno y coseno luego simplificar.

Esta es una expresion
trigonométrica, - Efectuar operaciones algebraicas y factorizaciones convenientes.
cosxrtamx Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad trigonométrica:
i i tanx =
Con_ la |c.1ent|dad osx cOSX
se tiene: Senx - cotx + cosx -tanx = senx + cosx Reemp/azamos cotx =
sen x senx
cosx-tanx = cosx - COSX senx
. ;OS x senx - + cosx = senx + cosx Simplificamos
- - Senx cosx
De este modo: _
CcoSX + senx = senx + cosx Ordenamos
cosx :tanx = sen x
Senx + cosx = senx + cosx
Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad trigonométrica:
1+ cotx
CosSXx = ——
secx +csex
1 cosx
+ senx cosx 1 1
COSX = Reemplazamos cotx = secx = csex =
1 N 1 senx cosx senx
cosx senx
senx + cosx
cosx = —S€nx Operamos las fracciones
senx + cosx
COSX - Senx
(se 05x) (cosx - serix )
cosx =
senix (se SXX) Simplificamos
COSX = COSX

Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad trigonométrica:

1 1

— 2
1tsenx T 1-senx 2sec®x Calculamos el m.c. m. (1 + senx)(1—senx)
1-senx+1+senx 2
(1tsenx)(1—senx) 2sec x Realizamos operaciones en la fraccion y simplificamos
2 _ 2
l—senZr 2sec”x Aplicando identidad trigonométrica
2 2. 2. _ 2
1 9 5 sen“x+cos’x=1 = cosx=1-sen"x
= 4Sec~x
cos?x

2sec?x = 2sec?x




Ejemplo:
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Demostramos la siguiente identidad trigonométrica:

1+ cosx
—— =cSex +cotx
1—cosx

\/1 +cosx 1+ cosx
1—cosx 1+ cosx

(1+ cosx)’
————5 — =csex + cotx
1—cos”x

(1+ cosx)2
—— — =csex + cotx
sen"x
1+ cosx
— =(Sex + colx
senx
1 COSX

=cscx + cotx
senx senx

csex + cotx = esex + cotx

Es importante realizar una reflexién en funcién de lo aprendido
— ¢ Cual es laimportancia de aprender identidades trigonométricas?
- ¢Donde se aplican las identidades trigonométricas?

- ¢ Qué valores sociocomunitarios se puedenrescatar enidentidades

trigonométricas?

clase.

Actividad

=cscx + cotx

o] a) senx+cosx =
©
S
2 coSx + cotx
5 d) ———— =cscx —senx
< tanx + secx
I+ csex
g) ——— —cotx = cosx
secx

- 1+ cosx . 1+ cosx
Multiplicamos ——— por su conjugado ——

1—cosx 1+ cosx

Realizamos operaciones dentro de la raiz aplicando
diferencia de binomios (a+b)(a—b)=a’—b’

Por identidad 1—cos’x = sen’x

Extrayendo raices

Distribuyendo el denominador

Demostramos las siguientes identidades trigonométricas:

tanx cSCX  cosx
b) —— = senx -tanx c =2cotx
CcSCX senx senx
cotx secx
e) ——————=csex+1 f — =senx
secx —tanx tanx + cotx
csc’x ) . COSX
——— & cot™x 1) — = secx +tanx
1+tan~x 1—senx

I nsoracion’

Q) Frovuccion (§

— Realizamos un formulario con todas las identidades trigonométricas.

- Realizamos un esquema referido a identidades trigonométricas para compartir en la




QUINTO ANO

EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA
Y DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

(( rricrica |

Josué, de camino a su Unidad Educativa, observé muchos techos de
casas, algunos tenian la pendiente muy elevada otros la pendiente
baja, también observé que el tinglado de su establecimiento
educativo tiene el techo inclinado a ambos lados, al realizar la
observacion se dio cuenta que las inclinaciones de los techos
dependian de la altura y el ancho de las construcciones y el angulo
que formaban estos eran diferentes unos a otros.

Respondemos las siguientes preguntas con respecto a la lectura anterior.

1. ¢ Por qué algunos techos de casa tienen la pendiente elevada?

2. ;De qué depende las inclinaciones de los techos de las casas?

Actividad

3. ¢ Por qué son diferente las pendientes de los techos de las casas?

1. Identidades de la suma y diferencia de dos angulos

En trigonometria las identidades de suma y diferencia de dos angulos son

. e - utiles para calcular los valores de las funciones trigonométricas de dos
Circulo unitario énguloz 9

Un circulo de unidad es un

circulo con radio 1 centrado Q
en el origen del sistema de
coordenadas rectangulares. Se N L W senfd
usa comunmente en el contexto +
de trigonometria. &
1 Ef T kY
“ /
ax+ 5
cos 8
e
o cos(e+ ) P R
senf = SQ
cosf = oS
sen(a+ f) =E=ﬁ+@

Fuente: https://euclides.org/circulo-unitario/ RS PT —_—
P ’ senq = =—= ; luego PT =sena -cosf
0OS cosp
70 TQ —
cosa = =Q = 0 ; luego TQ = cosa - senf
SO senpf

|sen(a + f) = sena - cos f + cosa-senﬂ|
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Del mismo modo:
senfp =50
cosfp =08
sen(a+ f) =E=ﬁ+@

RS PT
seno =—=—=
0OS cosp

; luego PT = sena -cosf
senq

0_ 10

cosa === : luego TQ = cosa - sen
SQ senp go 10 g

|sen(a + f) =sena -cosf + cosa-senﬂ|

cosa

SNEE

De acuerdo a las anteriores deducciones de similar modo se pueden
establecer las identidades para la diferencia de angulos: lana

(U8)
UJ%' l\.)%‘ N | — =

|Sen(a — ) =cosa - cosf — sen - Sen,B|

|cos(a — ) =cosa-cosf+ sena - senﬂ|

Para la tangente:

sena - cos | cosa -senf3

cosa-cosfp cosa-cosf
cosa-cosfp  sena-senfs

tan(aa+ p) =

cosa-cosfp  cosa-cosf

tano +tan
tan(ar+ ) = 419t 1anf
1—-tana -tanf

tana —tanfB
1+tana -tanf

tan(a— f) =

Ejemplo:
Calculamos el valor exacto de sen 15°

Para calcular el valor exacto de sen 15°de 45° restaremos 30°

senl5°=sen(45°-30°)

senl5°=send5°-cos30°—cos45°-sen30°

sen15°:£ \/5 2 1:\/6 2

2 2 22 4 4

J6 -2
Yo

senls5®=

Ejemplo:

Demostrar:

V4
cos (5 — x) = senx aplicando |c0s(a — ) =cosa -cosf + sena ~senﬁ|

0 1
T T
Tenemos:cos(z—xj=y/§ 'COSX+% -senx = COS(E—XJZSQI’ZX
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Ejemplo:
Calcular el valor exacto de tan 15°.
Para calcular el valor exacto de tan 15°de 45° restaremos 30°

tanl5° = tan(45°-30°)

tano —tanf3

Aplicando : {tan(a — f) = ——M—
i (@-F) I+tana -tanf

tanl5°=tan (45° —30°)

Bo3-B

tan45° —tan30°

o 3 3
T s a3 3443
3 3
. 3-B 3-3 (3-3)7 9-643+3

tanl5°= . = =

3443 3-V3 33 9-3
tan15°=12_6\/§=ﬂ(2_\/§)

6 £

tan15°=2-+/3

Comprobamos las siguientes identidades trigonométricas de suma y resta de angulos:

a) sen (% — xj = cosx b) cos (90° —x) = senx

e c) sen z Z- Q d) tan(270°+x) = —cotx

o 2 4 2

2

&’ Calculamos el valor exacto de las siguientes funciones trigonométricas:
a) senl35° b) cos135° c) cos15°
d) tan75° e) senl105° f) cosT5°
g) tanl35° h) sen120° i) cos120°

2. Identidades trigonométricas de angulos dobles

Para hallar las identidades de angulo doble partiremos de la identidad suma de angulos.

sen(a + f) = sena -cosf + cosa - senf3

Reemplazando f =«
sen(a + @) = sena - cosa + cosa - sena

Reduciendo términos semejantes tendremos:

|sen2a =2sena - cosa|
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Se realiza el mismo procedimiento para coseno y tangente.

En el circulo
2tanc trigonomeétrico

cos(2a) = cos’a — sen’a tan(Qa) =————
I-tan"a

Ejemplo:

Demostrar la siguiente identidad trigonométrica con angulo doble.

, l—cos2x =
sen"x = ———— >
2
»  1—(cos’x—sen’x) Aplicando identidad del coseno
sen x = doble A
2
senzx
1—cos’x + sen’x P
sen’x = De la identidad fundamental
2
2y + sen? 2 2 2 2 e Dry
senty = S Xt sen X sen"x+cos'x=1=sen"x=1-cos"x >
2 Suma de términos semejantes }
By ,Z sen’x o
sen“x = T Simplificamos
sen’x = sen’x
Ejemplo:
Demostrar la siguiente identidad trigonométrica con angulo doble:
1+cos2x
— =cotx
sen2x
2 2
1+ (cos x —sen’x) = cotx Aplicando la identidad del seno vy
2s5enx - cosx coseno doble.
1+ cos’x —sen’x , .
= cotx Operando el paréntesis
2senx - cosx
COSZX
1—sen’x +cos’x o ) 2 2 2
= cotx De la identidad fundamental sen"x+cos"x =1= cos"x =1—-sen"x
2senx - cosx
cos’x +cos’x . .
— =colx Suma de términos semejantes
2senx - cosx
,Z cos” x N
L C  —cotx Simplificamos
,Z/ Senx - cosx
cosx . .
= cotx Identidades por cociente
senx

Ccorx = cotx
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Ejemplo: )
o — . " . 1+tan"x
Demostrar la siguiente identidad trigonométrica con angulo doble: sec2x = —
1+ tan*x I-tan’x
sec2x =————
1—tan"x
2
sen’x
I+ . o . ) sen’x
secdy =—CO0S X Aplicando la identidad por cociente tan"x = >
sen’x cos’x
1—
cos’x
2 2
cos x+sen"x
sec2x = A Operando las fracciones y simplificando
cos’x —sen’x
p@f?
cos’x + sen’x 2 2
sec2x = — Identidad fundamental pitagérica cos x+sen"x =1
cos x—sen"x
1
sec2x = cosOx Coseno del angulo doble e identidad reciproca

sec2x = sec2x

Calculamos las siguientes identidades de angulo doble:

sen2x cos2x 1+cos2x 2
° - = secx by ————=cos"x
S Senx  cosx
2 1 1+ cos2x
- 2
° C) csc2x =—secx - cscx d) ——=cos’x
< 2 2

sen2x l+cosx 1+ cosx cos2x

. = ——— = senx+cosx
senx  4cosx dcosx COSX — senx

3. Identidades trigonométricas de angulo mitad

Las identidades trigonométricas del angulo mitad se deducen a partir de las identidades del coseno del angulo doble.

2 2 2 2
cos2x =cos"x—sen"x Pero cosx=1-sen"x
2 2
cos2x=1—sen"x—sen"x

cos2x =1-2sen’x
Reemplazando x por X

2
2senx =1—cos2x

b by
2sen’ (—j =1- cosZ (7j
Las identidades trigonométricas 2

son util/.'gadas para la ,(x) 1—cosx
interpretacion ~ de  equipos sen —T
X
sen| —
(2j

electronicos.
fl —COoSX
2

©
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Para hallar el angulo mitad del coseno deduciremos a partir del coseno
doble de un angulo.

cos2x = cos’x —sen’x Pero sen’x=1-cos’x

cos2x = cos’x —(1—cos’x)

sen(2a) = 2sena » cos o

cos2x =2cos*x —1 cos(20¢) = cos* ot — sen*at
2tana
1 —tan’a

{1 —cosa
1

(1 +cosc

Vo2

tan(2a) =
Reemplazando x por )

2
cosZ ( j 2cos( j sen

X
2cos’ ( ) =cosx +1 cos
X

mn(
x cosx+1
oot (325

(xj cosx +1
cos| — |=
2 2

Para hallar el &ngulo mitad de la tangente deduciremos a partir de las identidades por cociente.

— p
Il Il

R R MR

I
-
+
=
2|8
Q

2

X 1—cosx
tan| — |=

2 1+ cosx
Otras identidades de la tangente del angulo mitad son:

X senx X 1—cosx
tan| — | = tan| — | =

2 1+ cosx 2 Senx

Ejemplo:

G
tan| — |= =
2 \/cosx+1

Calcular las funciones trigopnométricas seno y coseno del angulo mitad de 45°

& [

2
N I+—
cos 22°30‘=cos(4§j 2 _ 2 =\/2+\/§= ‘/2+‘/§
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Ejemplo:
. 4 a
Si cosa = g , calcular tan—
1_4 5-4
o fl—cosa 5 5 I 1 a 1
tan—= = = === tan—=—
2 1+ cosa 1+ 4 5+4 9 3 3
5 5
Ejemplo:

Demostrar la siguiente identidad trigonométrica de angulo mitad.

x 1—cosx
tan—=————
2 senx

1- 1- 1- : 1- :
ran = \/ cosx 1-cosx _ \/( cosx)” \/( COSX)

2 2
2 1+cosx 1-—-cosx 1—cos“x sen“x
x l—cosx
tan— =
2 senx

— Demostramos las siguientes identidades trigonométricas del angulo mitad:

X  senx X
a) tan—=———— b) tan— = cscx — cotx

2 l+cosx 2

°
X X

3 1—tan’ 2tan =
£ c) cosx = — d) senx = .
< 1+tan25 1+tan25

— Calculamos las funciones trigonométricas seno y coseno del angulo mitad de:

a) 150° b) 30° ¢) 90° d) 120°

4. Transformacion de expresiones trigonométricas
Transformacion de suma a producto y de producto a suma.

Transformar una expresion trigonométrica es convertirla en otra equivalente que contiene funciones trigonométricas
mucho mas simples. Es por ello que podemos indicar varios tipos de transformaciones.

De suma o de diferencia a producto.

Las sumas o las restas de razones trigonométricas pueden transformarse en productos de si mismas.

De las formulas del seno de la suma y de la resta tenemos:

sen(a+b) = sena-cosb + senb - cosa

sen(a—b) = sena-cosb—senb-cosa

Sumando las igualdades tenemos:

sen(a+b)+ sen(a—b) =2sena-cosb

©
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Si transformamos:

a+b:a} | Formulario

a-b=p sen(2a) = 2sena - cos @
Sumando y restando igualdades: cos(20) = cos* 0t — sen*
tan(20) = —21an0_
2a=a+f a—a+ﬁ b—a_ﬂ 1—tan’a
2b=a—-pf 2 2
o\_ [l1-cosa
Sustituyendo se obtiene: Sen( 2 ) v 1
(g)_ ‘1 +cosct
cos = .V/ —
a+p a-p 2V 2
sena + senf} =2sen cos m"(g): f1-cosa
2 27V T+ecosa

Las otras formulas se obtiene analégicamente. También:

Transformacion de la resta de senos en producto. 5
cus(Za:' =1-2sen o

sena —senf3 = 2cos a+p -sen a-p cos(2a) = 2 cos®a - 1
2 2 ;
w(3) =

Transformacion de la suma de cosenos en producto.

cosa+cos,b’:ZCos(aJrﬂj.cos(a_ﬂ)
2 2

Transformacion de la resta de cosenos en producto.

cosa —cosf} =—2sen (Mj .sen ( a-— :Bj
2 2

De producto a suma o diferencia

De las formulas del coseno del angulo suma y el angulo resta tenemos:

cos(a+ f) =cosa -cosf—sena - sen B

cos(a — P) =cosa -cosf + sena - senfB
Restando ambas identidades tenemos:
cos(a+ f)—cos(a— f)=-2senc - senf3

Despejando se tiene:

sena -senff = —%[cos(a + ) —cos(a — ﬂ)]

Transformacion del producto del seno de ay coseno de B en suma o resta.

sena -cosff = %[Sen(a + f) +sen(a — ﬂ)]

Transformacion del producto del coseno de a 'y seno de B en suma o resta.

cosa -senfl = %[Sen(a + f)—sen(a — ﬂ)]




QUINTO ANO

EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA

Transformacion del producto del coseno de a 'y 3 en suma o resta.

Las identidades trigonométricas
son utilizadas en el calculo
e interpretacion de los Ejemplo:
movimientos sismicos que se
producen en el planeta.

cosa -cosff = %[cos(a + f)+cos(a —,3)]

Expresar las sumas y diferencias como productos.

a) senSa — sen3a = 2cos [@] -sen [Mj

2
senSa — sen3a = 2cos 8a -sen (2—0{
2 2
senSa —sen3a = 2cosda - sena

b) cos1x —cos3x = —256n(7x ; 3xj . sen(7x _ 3xJ

2
cosTx—cos3x =—-2sen (%J -sen (4—2xj

cosTx—cos3x =-2senS5x-sen2x

Ejemplo:
Reducir la siguiente expresion trigonométrica mediante la transformaciéon de suma a producto.

e sen’7x + senSx
senbx + sendx

ZSen(7x+5xj-cos(7x_5xj ,Zsen M
E— 2 2
2sen(6x;4x)-cos(6x;4x) Zsen M

senbx

senSx

Ejemplo:

Expresar los productos como sumas o diferencias:

a) senbx-cos3x = %[sen(6x +3x) + sen(6x — 3x)]

senbx-cos3x = %(sen9x + sen3x)

sen9x sen3x
+
2

senbx-cos3x =

b) cos80°-sen20°= %[sen(SO" +20°) —sen(80°-20° )]

cos80°-sen20°= % (sen100°—sen60°)

senl00° _ sen60°
2 2

cos80°-sen20°=
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- Expresamos las sumas y diferencias como productos:

a) senla —sen3a b) cos4f —cos2p c) senSx + sen3x

d) sen9pf +senSp e) cosTx+cos3x f) senba —sen2a

Demostramos las siguientes identidades:

cos8x + cos6x sena + sen3o
— —fanx b) —————— —  =tan«a
e sen8x — senbx cosa + cos3a
i)
-E - Reducimos las siguientes expresiones trigonométricas:
o
< senSx + senx b) senTo —sen3a sen80° +sen20°
— c
sendx + sen2x cosTa +cos3a c0s20°—cos80°

Expresamos los productos como sumas o diferencias:

a) senbx -sen2x b) sen5x-cos3x c) cosbx - sendx

d) cos8x-cosbx e) sen7x-sen3x f) senlOx-sendx

I nsoracion’

Es importante realizar una reflexion en funcion a lo aprendido:

— ¢Cual es la importancia de aprender identidades de suma y resta
de angulos?

- ¢Por qué es importante el empleo de las identidades de angulo
doble?

- ¢Co6mo las identidades del angulo mitad nos ayuda a resolver
problemas en nuestra comunidad?

§) rrovuccion (§

- Ampliemos el formulario de identidades trigonométricas con los de suma vy resta, identidades de
angulo doble, identidades de angulo mitad, transformacion de suma a producto y de producto a suma.

— Realicemos un esquema referido a identidades trigonométricas de suma y resta, identidades de
angulo doble, identidades de angulo mitad, transformacién de suma a producto y de producto a suma
para compartir en la clase.

Actividad
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

(( rricrica |

Luis es un estudiante que le gusta el deporte, y se destaca en varias
disciplinas como el futbol, futbol de salén, baloncesto, voleibol, ademas
practica lanzamiento de jabalina y lanzamiento de bala, durante sus
entrenamientos observé que al lanzar la jabalina para que tenga
un alcance maximo tenia que lanzar a una determinada inclinacion
porque si lanzaba hacia arriba la jabalina no llegaba muy lejos.

Fuente: Pixabay

Respondemos las siguientes preguntas con respecto a la lectura anterior.
- ¢Qué deportes practica Luis?

- ¢ Queé relacion tiene las ecuaciones trigopnométricas con el lanzamiento de jabalina?

Actividad

- ¢Qué deporte es tu agrado y lo practicas?

(QC reorin

1. Raices de una ecuacién trigonométrica

Una ecuacion trigonométrica es una igualdad en la que se distinguen
X razones o funciones trigonométricas de variables angulares y que pueden
Ecuaciones ser verificadas para determinados valores de dichas variables.

trigonométricas

A los valores de la variable que verifiquen la ecuacion trigonométrica son
llamados raices o soluciones de la ecuacion trigonométrica.

Para resolver las ecuaciones trigopnométricas debemos tener en cuenta lo

Para resolver  ecuaciones siguiente:

trigonométricas es necesario
conocer 'y emplear las

operaciones basicas del algebra Valores positivos Valores negativos
como la factorizacién, productos

notables,  operaciones  con sena = sen(180" — ) —sena = sen(180° + «)
fracciones, y es primordial

conocer las funciones e cosa =cos(180° — ) —cosa = cos(180° — )

identidades trigonométricas. .
° tana = tan(180° + &) —tana = tan(360° + )

Signos de las funciones trigonométricas en los cuadrantes.

- SSST : : :
\ sen ; csc cos ; sec tan ; cot




AREA: MATEMATICA

Conocido el valor de la incégnita en el primer cuadrante se puede considerar
su equivalente en cualquier otro cuadrante de la siguiente manera.

(180°—x)II C  (180°+x)III C (360°—x) IV C

2. Resolucién de ecuaciones trigonométricas elementales sen’x+cos’x =1
(lineales)

2 2
sec’x =1+tan"x
Toda ecuacion trigonométrica tiene una solucion principal y una solucion

2. 2
general, la solucién principal esta en los intervalos del valor principal con cscx =1+cot’x

menor valor posible y de una funcion trigonométrica inversa. senx COSX
. . . . tanx = 5 colx =

La solucion general de una ecuacion trigopnométrica es el conjunto de valores COSX Ssenx

que satisfacen la ecuacién y no estan en los intervalos de valores principales 1 1

de una funcion trigonométrica inversa. Senx =—— ; cosx =——
e . . . . csex secx

Para resolver una ecuacion trigonométrica es necesario despejar la 1

variable, para Hallamos el valor que satisfaga la igualdad, si la ecuacién tanx =

trigonomeétrica tiene mas de una funcion trigonométrica es preciso convertir cotx
a una sola funcién mediante las identidades trigonométricas ya conocidas, si
es necesario aplicar operaciones algebraicas como la factorizacion.

Para calcular las soluciones principales y las soluciones generales nos
guiaremos con el siguiente cuadro:

Ecuacidén trigonométrica Solucién principal _Solucic’m gener_al So!ucién gen?ral
Sistema sexagesimal Sistema radial
senx = A x=(180°-x,) x, = K180°+(=1)*x, x, = Knrad +(-1)" x,
cosx = A x=(360°—-x,) x; = K360°*x, X, =K2nrad £ x,
tanx = A x=(180°+x,) x; = K180°+x, x. = Krrad + x,

Recordamos los valores notables de las funciones trigonométricas de angulos mas utilizados.

@ 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
Q|| 2|2 |ZF |7 |22 |37 | 5® | | Tr | 5% | 4z 3¢ 5z | Tz | x|,
& 6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 | 2 | 3 4 6
o L V2B, B2 1 V2B B
] 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
s, Bl 1 i B B2 1 2 B

@ el e S R ol . 5 . 4R, o] RS B, T = . o S B |
o 21 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 J3
5071\/500—3—1—?0?1\/5—00—3—1—?0
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Ejemplo:
Resolver la siguiente ecuacion trigonométrica:
2cosx =1
COSX = l KRecordemos que para convertir 60° a radianes debemos\
utilizar la formula:
1
x=cos” (—J S _ R
2 180° _ rrad
x, =60°
_ o 60°- wrad =Z rad A 360°- zrad :5—”rad
Solucion principal: K 180° 3 180° 3 /
x=(360°-x,)
x=(360°-60°)
o | |
x=300 ! I 5mi3 713
Solucién general: | ™3 /\
X, = K360°+60° X, =K2mrad + 2 hp\ ;
3 :I 2 3 4 5 I B 7
| |
| |
Ejemplo: :
Resolvemos la siguiente ecuacién trigonométrica:
2senx =1
52 ' .1
senx =— i i
2 . I 1
X =sen (2) = i
o l l
X = 30 - 1 I 2 | 3\\\i
I I
Solucién principal: _ _ : ] I il !
x=(180°-x,) : :
x=(180°-30°) | . . 2 1 I
x =150°
Solucion general:
Xg = K180°+(—l)k30° Xg = Kﬁmd+(—1)%

— Resolvemos las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) tano = b) senx = c) senf =%

L
2

Actividad

d) tanf = e) 3cosx—1=0 f) 4senx—1=0

G| W=
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Ejemplo Ejemplo
Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica: Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:
cos2x = g 4cosx = \/g
[~ 4cosx =42
cos2x = N4-3 = & NG 5
4 4 COSX =——=——
\/§ 4 2
cos2x =— >
2 x=cos” (—J
NG :
2x=cos | —
2 x, =45°
2x =30°
¥ =15° Solucion principal:  x = (360°—x,)
x=(360°-45°)
Solucion principal:  2x = (360°—x,) x=315°
2x =(360°-30°) Solucion general:
_330° - -
X = 5 x; = K360°+45 x; = K2nrad +—
x =165°

Solucién general:

T
— o4 o = +—
2x, = K360°+30 2o = K2mrad +- Importante

V4
+ =
K360°+£30° K2rrad + 6 Para resolver este tipo de
Xe = > Xe = > ejercicios se debe reemplazar
2x =0 en la solucion principal
T y en la solucién general luego
x; = K180°£15° x; =Knrad £ I R recién despejar y simplificar.

- Resolvemos las siguientes ecuaciones trigonométricas:

o
®
-g a) 3tana = B b) 6cos2x = J18 ¢) 3tana = V3 + 2tana
2 V3
d) 8sen20 = 43 e) cos2x = bl f) cosdx—-2=0

Ecuaciones trigonométricas de la forma m -senx =n-cosx

Las ecuaciones trigonométricas que tiene la forma m -senx = n-cosx , se debe realizar las operaciones adecuadas
para expresar en forma de cociente:

senx n

COSX m

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacion trigonométrica: 3 - senx = V27 - cosx
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3.senx = x/ﬁfosx Solucion principal: Solucion general:

senx 93 343 x=(180°+x,) ps
= = = K180°+60° =K d+—

cosx 3 3 x =(180°+60°) Al %o e 3

tanx = \/5 x =240°

x=tan” (\/5 )

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

4.senx =4-cosx Solucion principal: Solucion general:
4 0
Senx=z=1 x=(180°+x,) x; = K180° +45° szKﬂradi%
cosx x = (180°+45°)
tanx =1
, x=225°
x=tan (1)
Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

6-senx = \/E - COSX Solucion principal: Solucién general:

seny 12 _ /43 x=(180°+x) x, = K180°430° x, =Knrad £~

cosx 6 6 x = (180°+30°) 6
243 3 x=210°

tanx = ——=—
6 3
x=tan™ (ﬁj
3

Ecuaciones trigonométricas de la forma a(4Ax + B) = N

Ejemplo:
Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:
tan(x—£j=1 7_ﬂ=1050
3 12
x=Z =tan™'(1) Solucién principal:
x=(180°+x,)
V4 o o T
X-T =4 at=7 x=(180°+105°)
T x =285°
X——=—
3 4 Solucion general:
x=£+£:3ﬂ+4ﬂ x:7—7z x; = K180°£105° xG:KJZ'ma'-_|-7—7Z
4 3 12 12 3




AREA: MATEMATICA

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

2sen(——£)=f
6

542
sen| ——— |=—

2 6 2
X N V2
———=sen | —
2 6 2
Z g5 450=2
2 6 4
r T
2 6 4
£_£+£_3ﬂ'+2ﬂ'
2 4 6 12
x=5—7z-2

12

Sx
X=—

6
Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

tan(3x+15°) =1
3x+15°=tan”' (1)
3x+15°=45°
3x=45°-15°
3x=30°

30°
X =

3

a) 4sena =3cosa

d) 2sen(£+1]=1
2 12

Actividad

g) tan(3x—15°) =1

x =150°
Solucioén principal:
x=(180°~-x,)

x =(180°-150°)
x =30°

Solucién general:

x, = K180°+(~1)"150°

X kre)E
2 6
Ry A VLN
2 6 6
v=2Kr+Z (—1)"10—”
6 6
x=2Kr+Zr (12X
3 3
Y/ 4

X, =2K7r+%+(—1)

3

Solucioén principal:

x=(180°+x,)
x=(180°+10°)
x=190°

b) 10senx —5cosx =0

e) 2cos (% —%J =3

h) tan(3x—15°) =3

— Resolvemos las siguientes ecuaciones trigonométricas:

Signos de las funciones en
cada cuadrante

A
sen & (+) | 70405 (+)
cos a (- )
‘tanﬁ'{-}" espejar | x
Despej (_)
sena(-) sen(x(-}P
cos a (- ) CUSH("‘)
‘tanﬂ'{+} tana(—}
[180° + ¢f | [360° - 0

Solucién general:

x; = K180°+10°

x; = Krrad +%md

¢) 9sen’a =3cosa

f) tan(x—%)—l=0

i) sen(3x—60°) = %
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Ecuaciones trigonométricas resueltas por factorizacion

Este método consiste en que uno de los miembros sea cero y al otro miembro se lo puede factorizar, convirtiéndolo

en dos factores a los que se iguala a cero por separado para después proceder al despeje.

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacion trigonométrica:

2senx - cosx —cosx =0 Solucién principal:
cosx(2senx—1)=0 x=(360°+x,)
cosx =0 x =(360°£90°)
x =cos '(0) x, =450°  |x, =270°
x, =90° x=(180°~-x,)
1 x=(180°-30°)
2senx—1=0— senx =—
2 x; =150°
a1
x=sen | —
2
x, =30°
Ejemplo:
Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:
2cos’x —cosx =0 Solucién principal:
cosx(2cosx—1)=0 x =(360°-x,)
1

cosx=0 ; 2cosx—1=0 x; =(360°-90°)

x=cos '(0) ; 2cosx=1

| x, =270°
2 x=(360°—-x,)
x=cos™ (%) x, =(360°-60°)
x, =300°

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacion trigonométrica:

{anx - cosx -5 cosx =0 Solucion principal:

x=(360°tx,)
cosx(tan —?j =0 x; =(360°£90°)
x, =270°
cosx=0 ; z‘anx—T3 x=(180°+x,)
g x, =(180°+30°)
x=cos '(0) ; x=tan" [TJ x, =210°

X, =90° x, =30°

o

Solucién general:

x; = K360°+90°

x, =K2rrad +Z
2

x, = K180°+(~1)30°

x; = Krrad + (=" %

Solucién general:

x; = K360°£90°

X =K2r+Zrad
2

x; = K360°£60°

Xg =K27ri%

Solucién general:

x; = K360°+90°

X =K2r+Zrad
2

x; = K180°+30°

Xg =K7r+%




AREA: MATEMATICA

2
a) 2senx - cosx —senx =0 b) 2sen"x —senx =0

Actividad

d) 2cosx -tanx =1

- Resolvemos las siguientes ecuaciones trigonométricas:

e) 3senx-cosx —2senx =0

c) tanx - senx — V3 senx=0

f) 2cosx—4senx-cosx =0

3. Resolucién de ecuaciones trigonométricas no elementales (Cuadraticas)

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

5, 3(1—cosx)
sen x = T Solucioén principal:
2(1—cos’x) =3 —3cosx x =(360°*x,)
2 —2cos*x =3—3cosx x=(360°160°)
2cos’x—3cosx+1=0 |x3 =420° |x4 =300°
(2cosx —1)(cosx—1)=0 x =(360°%x,)
2cosx—=1=0 ; cosx—1=0 x=(360°£0°)
cosx=% ; cosx=1

x, =cos”' (%) ; x =cosx (1)

x, =60° x,=0°

Ejemplo:
Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

Solucioén principal:
8cos’x —6cosx +3—4cos’x =0 princip

x=(360°%tx,)
- 0+ o
8cos’x —4cos*x —6cosx +3=0 x=(360°160°)
4cos’x(2cosx —1)—3(2cosx —1) =0 |X3 =420 |x4 =300
(2cosx —1)(4cos’x—3)=0 x=(360°+x,)
- 0+ o
2cosx=1 ; 4cos’x =3 [x, =3907 [x, =330°
, 3 x =(360°%x,)
ONTZ Yy x = (360°+150°)
(1 \/? |x7:510° |x8:2100
x=cos | —|; cosx==%,|—
2 4
X = 60° X = COS_I\/E x=cos ' — é
4 4
x, =30° x, =150°

Solucién general:

x; = K360°+60°

X =K2r+Zrad
3

x, = K360°+0°

Solucién general:

xg = K360°+60°

Xg =K2r+Zrad
3

x; = K360°£30°

Xg =K27ri£rad
6

|x, = K360°+150°

X :K27ti5—7zrad
6
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Ejemplo:
Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

3senx —2cos’x+3=0 Solucion principal: Solucion general:
3senx —2(1—sen’x)+3=0 x=(180°-x) |xG = K180°+(-1)" (-30°)

=[180°—(-30°
3senx —2+2sen’*x+3=0 X [ ( )]

=210°
3senx+2sen’x+1=0

x=(180°—x,) |xG = K180°+(~1)" (-90°)

(2senx+1)(senx+1)=0 x =[180°—~(—90°)]

2senx+1=0 ; senx+1=0

senx = —— senx =—1

x, = Knrad +(-1) [—%j rad

2sen’x+3sen’x+1=0

x, = Knrad +(-1)* (—%) rad

x=sen (—%) x=sen ' (=1)

x,=-30° x,=-90°

Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica:

3tanx —2cotx+1=0 Solucion principal: Solucién general:
1 = 0 — o o N
Samx—2——+1=0 x=(180°+x,) [x, = K180°+33°41]
tanx x=[180°+33°41] [x, = K180°+135°

3tan*x =2 +tanx =0

x, =213°41 3z
3tan’x +tanx -2 =0 xg = Knrad + T rad

x=(180°+x,)
(Btanx —2)(tanx+1) =0

x =[180°—(—45°)]
3tanx—2=0 ; tanx+1=0

(2 ,
X =tan 3 ; x=tan (=1)
x=33°41 |x, =—45°

— Resolvemos las siguientes ecuaciones trigonométricas:

©

S a) sen’x+senx=6 d) 8sen’x - 11senx+3=0
% b) 3cos’x - cosx - 2=0 e) 2cosx=1 - senx

< c) 4tan’x+12tanx-27=0 f) 8+senx=10cos’x

4. Resolucion de problemas con ecuaciones trigonométricas

Las ecuaciones trigonométricas tienen su aplicabilidad en la vida cotidiana en la realizacion de calculos en ingenieria,
telecomunicaciones situaciones de fisica y otros.

o




AREA: MATEMATICA

Movimiento parabédlico
Ejemplo:

Un proyectil es disparado al aire con una velocidad de 60 m/s y alcanza una altura maxima de 150 metros. Calcular
el angulo de lanzamiento.

o= V) -sen’x
2
sen’x = S g
v .

| 1150m-2-9,8ms?
X = sen
(60m / s)*

Aeronautica

Cuando un avién se mueve mas rapido que el sonido, sus ondas sonoras forman un cono. La férmula que relaciona
la velocidad del avion en unidades Mach (1 Mach = 1368km/h), con el angulo a del vértice del cono de ondas es.

L =sen (%) . Si la velocidad de un avion es Mach 2, determinar el valor de a.

Datos L = sen (—j
M 2

M=2 l = sen (gj
2 2

o= 9 g = Sen_l (lj
2

a=30°2 ..
[ vaLORACION

Es importante realizar una reflexiéon en funcién a lo
aprendido

- ¢Cudl es la importancia de aprender ecuaciones
trigonométricas?

- ¢Dodnde se aplican las ecuaciones trigonométricas?

- ¢Como las ecuaciones trigonométricas, nos ayudan a
resolver problemas en nuestra comunidad?

- ¢ Qué utilidad tienen las ecuaciones trigonométricas en
otras areas de saberes y conocimientos?

@) ~rovuccion (§

- Realizamos un esquema y mapa conceptual del tema de ecuaciones trigonométricas.
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INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA

(( rricrica |

Juan se dedica a la agricultura en la region de los yungas y para
cultivar sus plantaciones de mandarina realiza el cavado de
hoyos con una separacién de un metro aproximadamente entre
plantines, por lo cual requiere ayuda para realizar el trabajo de
plantaciéon en una superficie de la cuarta de una hectarea. Para
acelerar el trabajo contraté 4 trabajadores que trabajaron con
celeridad para realizar el trabajo asignado.

Respondemos las siguientes preguntas con respecto a la lectura anterior.
- ¢Cuantos metros cuadrados tiene una hectarea?

- ¢ Cuantos plantines se puede plantar en un cuarto de hectarea?

Actividad

- ¢Cuantos plantines planté cada trabajador?

(@ TEORIA
m 1. Sistema de coordenadas rectangulares y su relaciéon con los
saberes ancestrales

El sistema de coordenadas rectangulares es denominado plano cartesiano
en honor a René Descartes, se conforma por dos rectas llamadas ejes que
se cortan perpendicularmente en el origen de coordenadas formando cuatro
cuadrantes. La recta horizontal es llamada eje de abscisas o eje de las “X”, y

la recta vertical es llamada eje de las ordenadas o ejes de las “y”.

v.ﬂ.
4
HC . IC
El nacimiento de la geometria (-4 i .9
aanalitica se le atribuye a : 2 -
Descartes, por el apéndice
La Geometria incluido en 1
su discurso del método, _ .
publicado en 1637, si bien se —X 4 4 -3 210 23 a4 X
sabe que Pierre de Fermat " - " 1 T ;
conocia y utilizaba el método
antes de su publicacion por 2
Descartes. nic B
(=) (+i-)
i
oL




Par ordenado

En matematica, un par ordenado es una pareja de elementos, donde se
distingue un elemento de otro. El par ordenado cuyo primer elemento es

“x”y el segundo elemento es “y” se denota por (X, y).

El primer valor “x” pertenece al eje horizontal x o eje de las abscisas; y el

segundo elemento “y” pertenece al eje vertical y o eje de las ordenadas;

(%, ¥).
Ejemplo:

Graficar los puntos en el plano cartesiano a través de los siguientes pares
ordenados A(3,2) B(-4,5) C(-2,-4) y D(5,-3) -

J}Jl
& B{—5.4)-1-5
-
3
o
= b E1D)
1
:Ef 4-3 310 | 2 3 4 ff
F .
D(5.-3]
T Jl\..
Ly F 'l'; T
5
I
Ejemplo: Ejemplo:

Graficar el triangulo cuyos vértices son los puntos:
A(39 2) B(_Za 4) Yy C(_49 _4)

AREA: MATEMATICA

Geometria analitica

La geometria analitica
relaciona la geometria con el
algebra mediante el sistema
de coordenadas rectangulares
mas conocido como el plano
cartesiano en el cual se puede
representar infinidad  puntos
(pares ordenados) y figuras
geométricas. La  geometria
analitica es muy util para la
navegaciéon para la ubicacion
de coordenadas en aviacion y la
navegacion maritima.

Graficar el cuadrilatero cuyos vértices son los puntos:
A(za 4) B(_39 2) C(_3 - 3) Y D(4a _2)

E¥F 3

B(-2,4) s . Af2,4)
"x.ﬁ_?hh T
f . H"“‘u‘_ A2:2) B -3,:5],,,.-"": \
[, _ \
) / 1.~ . . ] N
x-2 -3 3 -2 -3 971 : 3 4 s ; x-t - -E -1 .':' 3 11\4 E ;
Iy .

D 4,2

.
"
"

.

ﬂgl

C(-4.-4)

A J




QUINTO ANO

EDUCACION SECUNDARIA COMUNITARIA PRODUCTIVA

- Ubicamos los siguientes pares ordenados en el sistema de coordenadas rectangulares:

a) A(4,5) B(-3,7) C(-5,-8) y D(6,—4)
b) M (6,3) N(-2,5) O(-7,-5) y P(5,-1)
c) R(7,4) S(-8,4) T(-4,-2) y U(9,-5)

- Graficamos las siguientes figuras geométricas mediante pares ordenados en
el sistema de coordenadas rectangulares:

©
1]
=2
2
=
Q
<

a) A(3,7) B(-6,2) y C(~4,-5)

b) A(4,6) B(=2,5) C(-3,-4) y D(4,-3)

¢) R(3,9) S(=3,5) T(-2,-7) U(6,-2) y V(8,2)

d) 4(6,4) B(2,6) C(=2,4) D(=2,0) E(2,-2) y F(6,0)

Geometria analitica, problemas fundamentales

La geometria analitica se caracteriza por dar respuesta a dos problemas: Si se conoce el lugar geométrico de un
sistema de coordenadas, se debe determinar la ecuacion que los represente y si se conoce la ecuacion de un lugar
geomeétrico, se debe determinar el lugar geométrico en el plano cartesiano del conjunto de puntos que la verifican.

2. Distancia entre dos puntos

Para los puntos que se encuentran sobre el eje horizontal, 0 en una paralela, la distancia entre los puntos es el valor
absoluto de la diferencia de sus abscisas.

|x2 —xl|=d

Para los puntos que se encuentran sobre el eje vertical, 0 en una ¥,
paralela, la distancia entre los puntos es el valor absoluto de la
diferencia de sus ordenadas.

|yz _J’1|:d

Si los puntos estan en cualquier lugar del plano, la distancia entre
los dos puntos es:

d=\(x,~x )+, —»)

Dados los puntos cualesquiera P](xl,yl), Pz(xz,yz) , definimos la distancia entre ellos, d(Pl,Pz) como lalongitud
del segmento de recta que los separa.

Teniendo los puntos: B (x,3,) A P, (x,,,)

Trazamos por B, y P, paralelas a ambos ejes se forma el triangulo rectangulo. Donde la hipotenusa es la distancia
y los catetos las rectas BD y P,D.
2 2 2
d” = (xz _xl) +(y2 _yl)

d =\, ~x)* + (v, =)

Por el teorema de Pitagoras:

o
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Ejemplo: Ejemplo:

Calculamos la distancia entre los puntos:4(3,2) y B(7,5) Calculamos la distancia entre los puntos:
A(_47 _3) Y B(49 3)

A(3,2)y B(7,5) A(—4,-3) y B(4,3)
XN Xy o XN X2 N
2 2 2 2
d=J7-37+(-2) d=\[4-(4] +[3-(-3)]
d=J4 13 = d=J(4+4) +(3+3)’ =8’ +6°
d=\16+9 =25 d =J64+36 =100
d=5 d=10
LY Yh
i E(7.9] :
: // ; B4 3)
A{3.2) ,-f“'f’
- - <} ”ff >
x-5 -4 -3 -2 -2 9 1 3 1 : LI x5 -4 5 -2 1B 1 2 4 H g%
1 Vi
= {-/ =
3 Af-4-3) :
:“ ;H’
Ejemplo:

Determinar el perimetro del triangulo cuyos vértices son los puntos: A4(3,1) B(-2,5) y C(-3,-4)

Calculo de la distancia AB.

AB =1J(-2-3) +(5-1) =/25+16 =41 = 6,4 s
BI2S)
Calculo de la distancia (BC). _
- 2 N
BC = \[-3-(-2)] +(~4-5)* =/1+81 =82 =9,05 R N
NN
Calculo de la distancia AC. P J ] .
L x5 -8 -aJ’-! -1 0t 1 § q %
AC = (3737 + (-4-1)" =\36+25 = Jo1 7,81 nrd
[ .

Para calcular el perimetro del triangulo se suman los tres lados

C3,4)

P=6,4+9,05+7,81=23,26 : 5




Ejemplo:

Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto A (2, 1). Si la abscisa del otro extremo es

5, Hallar su ordenada.

Ejemplo:

A2, BGS,y) d=5

5=J(5-2+(y-1)

25=9+(y-1)°
16=(y-1)
y—1=14
y=14+1

»n=3> y,=-3
(5,5 (5,-3)

Si P(a+2,a+1)es un punto que equidista de A(1,7) y B(8,6). Calcular el valor de “a”

AlL7)

B(d, §)

Pa%2, a+1)

Calculando distancia PA
P(a+2,a+1) A(1,7)

d=\[1=(a+2)] +[7-(a+D]
d=\(1-a-2)y+(T-a-1y’
d =\(-1-a)’ +(6-a)’

d*=1+2a+d*+36-12a+a’

P

.
i
in
&
L
et
=¥

d=d
PA=PB

Aplicando distancia entre dos puntos

d=(x, =% ) + (-0

a) A(5,-3) y B(4,7)

Actividad

a)A(S,6) B(—4,8) y C(2,-3)

|d> =24> —10a +37| (1)
Calculando distancia PB
P(a+2,a+1) B(8,6)
d=\[8-(a+2)] +[6-(a+D]
d=B-a-2)y+(6-a—1y
d=\(6-a) +(5-a)’
d’=36-12a+a’ +25-10a+a’
|d> =24> —22a+61] (2)

- Calculamos la distancia entre los siguientes puntos:

b) M (-3,-6) y N(-2,9)

Igualando (1) y (2)

d2 — d2

247 ~10a+37 = 247 —22a+61
—10a+22a=61-37

12a =24

24

12

a=2

Calcundo el valor de "a"
P(a+2,a+1)
P(2+2,2+1)

P(4,3)

a

) T(5,-7)y UR,3)

- Calculamos el perimetro de las siguientes figuras geométricas:

b)P(3,5) O(-2,4) R(-3,-1) y S(7,-6)
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Punto medio

Las coordenadas del punto medio de un segmento estan dadas por las ¢ P s, y)

semisumas de las coordenadas de sus extremos. 5
a P
Dados los puntos F(x;,¥,) ¥ B(x,,¥,), las coordenadas del punto medio 7 f"’E{m v)
estan dadas por las siguientes expresiones: .
Py {11-' f:l-'

X, +x + .

y=Th y= IV, .

2 2 AL I 4 5 g %

Ejemplo:

Determinar el punto medio del segmento AB delimitado por los puntos: A(1,2) y B(7,4)

1 A(1,2) y B(7,4)
. 1+7 8

; 0.4 T
. — 2+4 6
i AL 2)

! P(4,3)

10 1 2 3 4 5§ ¢ :!E:

- Calculamos el punto medio de los siguientes segmentos:

]

S a) A(=3,2) y B(5,4) b) A(-2,-6) y B(4,-2)
= 0)A(4,-3) y B(1,4) d) A(=3,-3) y BG.1)
- e)A(4,-2) y B(0,0) FYA(=3,~4) y B(3,-2)

[ VALORACION

Es importante Realizamos una reflexion en funcién a lo aprendido:
- ¢Cudl es la importancia de la geometria analitica?

- ¢ Cbémo podemos aplicar las coordenadas rectangulares para la ubicacion
de puntos determinados?

- ¢Cbmo aplicamos la distancia entre dos puntos para realizar calculos de
distancias inaccesibles?

- ¢ Como la geometria analitica nos ayuda a resolver problemas en nuestra
comunidad?

Fuente: Pixabay

@) Froouccion (8

— Con objetos del contexto construyamos un sistema de coordenadas rectangulares (plano cartesiano).
- Elaboremos un geoplano calcular perimetros de figuras geométricas conocidas.

— Elaboremos un formulario con las férmulas que se emplean en geometria analitica.

Actividad
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DIVISION DE UN SEGMENTO CON UNA RAZON DADA

(( rricrica |

Marcelo vive con su familia en un cuarto en alquiler; trabajando
honestamente adquirié un terreno de 300 metros cuadrados
aproximadamente. Desea construir una casa en una tercera
parte del terreno, por lo cual divide el terreno en tres partes
iguales, el resto del terreno desea dejarlo como patio de
recreacion y esparcimiento, para tal efecto contrata albaniles
para que puedan edificar su casa y poder vivir modestamente
sin pagar alquiler.

Respondemos las siguientes preguntas con respecto a la lectura anterior.
¢ En cuantos metros cuadrados construira la casa Marcelo?

¢ Qué cantidad de superficie queda para recreacion?

Actividad

¢ Por qué desea construir una casa Marcelo?

(=T

1. Divisidn de un segmento con una razén dada

m Dividir un segmento P, en una relacién dada “r” es determinar un punto

P de la recta que contiene al segmento F P, , de modo que las dos
. B partes [} y P, estan en relacion r.

Una razén es una comparacion
entre dos o mas cantidades. Esta =1
comparacion se puede hacer PP,
mediante una diferencia, en tal

caso se llama “razon aritmética”, ~ Donde P (x,y) es el punto P.

o mediante una divisién en tal

caso se llama “razén geométrica”.

P fxa, y3)

Razén Geométrica

IS

!

?
&
I
"

a+b a/b - » i
/ b 4 X X3
L P, 3
-1 0 1 2 4 g & i L
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Ejemplo: OBSERVACION

Determinar los puntos de triseccion de un segmento cuyos extremos son los Si se divide un segmento en 3
puntos: A4(2,3) y B(8,6) partes iguales, se tienen dos
puntos intermedios:
L & & &
1 2+8() 2+§ 4;(8 . P,
) B(8, 6 - -2 _ - —
s Lo % L2 3 3! ! 2
= " 2 7 1
s =2
3 3+6| — 3+ 6 . = a
| 4= 3 b= 2 3+3_6_4 P
z 1 === L & J
LI 24177373 > 1
2 2 2 2
A% 1 2 3 4 5 & 7 &8 3 % 2+8(2) 2+16 18 r= 2 _ 2
1 _x2 = = = —= 6 1
1+2 3 3
1 _3+6(2)_3+12_15_5 PiP: P:PsPs--
A r=§ Plr=2 V2= 1+2 3 3 a partes b partes
a
r= F
Los puntos de triseccion son:  P(4,4) y P,(6,5)
) _ Con a+b, las partes en que se
Ejemplo: divide (AB).
Dividir en 4 partes iguales el segmento que une los puntos:
A(-4,2) y B(8,2)
1 —12+8
¥ 418 | 448
e 1 1 3+1 4 4
; 1+~ S =
. 2 3 2
3 1 —
] B(8,2) —2+2(j _2+g 6+2
: L ! L 3+1 4 4
s 4 3 3 3
2 —4+8(1) —4+8 4
A4, -2 - xZ = = =—=2
? 1+1 2 2
: _—2+2(1)_—2+2_0_O
2 T 2 2
L —4+8(3) —4+24 20 _s
bl 1 e[l P =3 143 4 4
y=— = =
i 3| 2 3 _—2+2(3)_—2+6_4_1
73 1+3 4 4

Los puntos buscados son: B (—1,-1) £ (2,0) y B(5,1)

B e
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Resolvemos los siguientes ejercicios de punto de division de un segmento con una razén dada:

a) Calculamos los puntos de triseccion del segmento que une los puntos A(-4, -6) v B(2,3)

b) Dividir en cuatro partes iguales el segmento que une los puntos A(-7, -3) y B(9,1)

Actividad

c¢) Hallamos el punto de divisién del segmento que une los puntos 4(-5, -4) y B(9,3) y la
4

razon es 7= S

d) Dividir en cinco partes iguales el segmento que une los puntos 4(4, -5) y B(-1,5)

2. Area de un poligono

El area de un poligono de vértices A(x,,,); B(x,,»,); ...; N(x,,»,) estadado por:

s %,r.:,,i;,;
X ..
N P e <)
X, W o
AZ% .x3 .3’3 2 . \ ;f
' ; Py [xs, Y Ps [z, ys)
x}’l y}’l 2
X y :
1 1 41_“ 3 4 5 & F § o g

Para calcular el area de un poligono emplearemos determinantes con los datos de los vértices. La diagonal primaria
lleva el signo positivo y la diagonal secundaria llevan el signo negativo.

Ejemplo:

Calcular el area del triangulo cuyos vértices son los puntos:  A4(7,2) B(4,8) y C(1,3)

Vi
i g B4, 8)

A

:%(56+12+2—8—8—2l):%-33

~N = B~
N W oo BN

iy A=16,5u"
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Ejemplo:
Calcular el area del poligono delimitado por los puntos: A4(6,3) B(2,7) C(-5,4) D(-2,-3) y E(3,-2)

Vi
: B2, 7 6
.f )
€[5, 4) s A:l_5 u’
a 2_2 _3
\\ ; Afs, ) 3 o
».1 2 7 6 3
\ ’/ A—l4281549—6 35+8+9+12
_1__;_,1%,_‘!_1m ::'fs —+ > —2( +8+15+4+ +35+8+9+12)
\ 1
1 E@B3 A:E'l%
262 A=68u"
Yy

Calculamos el area de los siguientes poligonos:

a)A(,5) B(=3,7) y C(-2,-3) b)P(5,3) O(=3,2) R(-4,~1) y S(5,~7)
©)A(2,3) B(~4,5) C(=3,-9) D(1,-8) y E(7,-3) d)A(6,4) B(-2,8) y C(-3,—4)
)A(7,3) B(4,6) C(1,3) D(1,-3) E(4,-6) y F(7,-3)

Actividad

3. Pendiente de una recta

La pendiente es la tangente del angulo de inclinacién de la recta con Vi P f-"-z
relacion al eje horizontal. & ; : I
Se denota con la letra m. 5 /,
Sim > 0, la funcién es creciente y el angulo que forma la recta con a o
la parte positiva del eje OX es agudo. - {1z - )
3
Sim < 0 lafuncion es decreciente y el angulo que forma la recta con P1x, :E‘,L’Lx‘\
la parte positiva del eje OX es obtuso. Z / [z - x1) o
Teniendo B(x,,y,) y P,(x,,¥,), enlamisma recta y el angulo a de g E\'I
inclinacion. Se trazan paralelas desde ambos puntos hacia los ejes _'|l 1 3 t & 5 § T 2 :"
y queda expreso el triangulo F,DP, posteriormente deducimos: #on deg
DP —
m=tanor = —2=22"11
D x,-x
m = tana = 22—
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Ejemplo:

Calcular la pendiente que pasa por los puntos: A4(3,2) y B(5,6)

Y4 A(392))’ B(556)
. B "= Yo =N
Xy =X
5 m=872_4_,
. / 5-3 2
. Al 2 tana =m
a)
=2
'-‘L—ﬁ ] 2 3 4 5 [ T E : tana
7 a=tan'(2)

o= 63°26]

Calculamos la pendiente y el angulo de inclinacion de las rectas que pasan por los puntos:

©

g a) A(,3) y B(4,5) b) A(-3,~4) y B(5,-3)

§ ¢)A(3,-1) y B(4,3) d) A(-2,-2) y B(6,2)
€)A(8,-3) y B(-2,3) 1)AB,~4) y B(5,-2)

4. Angulo entre dos rectas

El angulo a entre las rectas L1 y L2 en sentido contrario a las manecillas Ly L‘f““/
del reloj desde la recta L1 con pendiente m. hacia la recta L2 con pendiente & E
mz es: i \)z
m,—m 4 /
tanag = ——1 s ;’; \ L
I+m,-m, i / \\
. pi \'u
g m,—m 1 ~ -
a:tanl[éj /B (8
1+m2.ml T‘l_ﬁ‘-"r i : & 4 2 :"
Ejemplo:
1 3
Calcular en angulo comprendido entre las rectas L1y L= de pendientes m, = 3 ym, = 1
4 o 31 9-4 5
ooy - - - 1
5 tana = 4 3 12__12__
1+ 1 i 1+ l é 3
h 4 /3/ 4 4
i / (1
1 3
«)
— o N
] 1t a=18°26
7
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'g Calculamos los angulos comprendidos entre las rectas L1y L2 cuyas pendientes son:
o

% a) m=1y m,=3 b)m——2 m,=5 c)m=3 m=7

< =Ly m, 1 3 ym, 1y y m, D)

5. Condiciones de paralelismo y perpendicularidad

Paralelismo

1 VANR YA
Dos rectas L1 y L2 son paralelas si sus pendientes son iguales. & T
g
1 /)
ml = m2 3 .|"I .I'Illia

1 °f 1 3/ 3 4 s & T a4
4
Y ‘!{ Perpendicularidad
g ,’JL Dos rectas L1 y L2 son perpendiculares si el producto de sus
a ;‘f pendientes es igual a 1.
e 1 1
2 - m -m, =- vom =
i 7 H"“'&-._Ia m2
4 ; — -
-1 i 3 2 4 5 [ h‘\-ﬁ,

La utilidad de la geometria analitica se presenta en actividades
como la distribucién de parcelas, célculo de areas de terrenos e
inclinacion de la pendiente de un techo.

En funcién de lo aprendido respondamos las siguientes preguntas:

- Ademas de ello, ¢en qué situaciones de la vida real se puede
aplicar la division de un segmento con una razén dada?

— ¢ Cbmo calculamos areas de poligonos irregulares?
- ¢ Cémo calculamos la pendiente de los techos de las casas?

— Menciona ejemplos de rectas paralelas.

— Menciona ejemplos de rectas perpendiculares.

Q) rrovucion (§

- Con materiales del contexto, construyamos una maqueta donde se pueda observar pendientes y
angulos de inclinacion.

- Elaboramos un formulario con las formulas abarcados en el tema.

Actividad

— Empleando el geoplano, realizamos calculos de areas de poligonos.
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REFORZANDO MIS APRENDIZAJES

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Demostracion de identidades
trigonométricas

Demostrar las siguientes identidades
trigonométricas:

corx + tanx
———— =secx
csex
2
b) 1+ secx senx
secx 1—cosx
cosx -tanx 5 2
c) ———————cos"x =sen"x
senx
1+ cotx
d) ———=cotx
1+ tanx

senx 1—cosx

1+ cosx senx
tanx + secx —1

= secx +tanx
tanx — secx +1
2
1+tan“x 5
—— —=oscx
tan"x
cot’x 1—sen’x
h) =
csex senx
. colx
i) —— =cscx —senx
secx
secx —1
—— =5ecx
1—cosx

IDENTIDADES TRIGONOMETRI’CAS DE LA
SUMA'Y DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Identidades de la suma y diferencia de
dos angulos.

Comprobar las siguientes identidades
trigonométricas de suma y resta de angulos:

Cl) cos %-ﬁ- XJ = %(cosx—\/gsenx)

b) cos T xj = %(cosx + ﬁsenx)

RY/2
c) sen| —+Xx |=—cosx

d) cosx(x — ) =—cosx

Calcular el valor exacto de las siguientes
funciones trigonométricas

a) sen75° b) cos15°
¢) tanl20° d) tan105°
e) cos105°

Identidades trigonométricas de angulos
dobles

Calcular las siguientes identidades de angulo
doble:

2
2senx sen"x

= cosx
tan2x  cosx
1+ cos2x
b) ————— =sen2x
cotx

cos2x  l+tanx

1—sen2x 1—tanx

sen2x
—— =tanx
1+ cos2x
sen2x N 1
1+cos2x tan2x sen2x
senx + sen2x
=tanx
1+ cosx + cos2x
1—cos2x )
—=fan'x
1+ cos2x

sen2x+cos2x+1 1

h) =
sen2x—cos2x+1 tanx

Identidades trigonométricas de angulo
mitad

Demostrar las siguientes identidades
trigonométricas del angulo mitad:

X X
a) tan—+cot— =
2 Senx
X senx
b) tan—=———
2 1+cosx

X 2senx —sen2x
c) tan—=, /—

2 2senx + sen2x
d) sen§+ cos% =+/1+senx

X Sen2x-cosx
e) cot—=

2 (14cos2x)(1—-cosx)




Transformacion de expresiones trigonométricas

Transformaciéon de suma a producto y de
producto a suma

Expresar las sumas y diferencias como productos:
a) sen9a + sen3a b) cos5p —cos3p
d) senl0f + send p

f) sen8a —senba

c) sen7x + senSx

e) cosSx+cos3x

Demostrar las siguientes identidades:

sen3x + senx
a) ————5——=4senx
cos“x

b) senSo + sen3a _ tande

cosSa +cos3a

Reducir las
trigonométricas:

siguientes expresiones

sendx + sen2x b) sen9a — senSa
senbx + sen2x cos9a + cosSa
sen35°+sen25° cosda + cos8a

d)

c0s50° —cos40° sen9o — sen3a

De producto a suma o diferencia

Expresar los productos como sumas o diferencias:

a) sendx-senTx b) sen7x-cos3x

c) cos4x-sen3x d) cos4x-cos3x

e) sen8x-sen3x f) sen8x - senbx

ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Raices de una ecuacién trigonométrica

Resolver las siguientes ecuaciones
trigonométricas:
3

a) tana = NE) b) senx = 5
c) Sen6‘=£ d) tanﬂ=—3

2 3
e)2cosx—\/5=0 f) 4senx—2=0
g) cosf = g h) tanf =1

i) 2senx—+/3=0 j) 4senx+2=0

AREA: MATEMATICA

Resolver las
trigonométricas:

ecuaciones

siguientes

a) Ssena = Scosa b) S5senx—15cosx =0

-0 d) 2sen| Z+ X |=1
312

c) tanx —

COSX

e) 200S(§—§j=\/§ ) 3tan(x—%}—l=0

g) tan(3x—15°)=x/§ h) 3tan(3x—15°)=\/§

i) sen(2x—60°) =% J) cos(2x—20°) =%

Resolver las
trigonométricas:

siguientes ecuaciones

2
a) 2senx - cosx — TSenx =0
b) 2cos’x —cosx =0
3
c) tanx - senx — e senx =0

d) 2senx-cotx =1
e) 2senx - cosx — V3 -cosx =0

f) sen’x —senx - cosx =0
2 2 1
g) sen"x—cos x =—
2
h) sen2x = senx

Resolucion de ecuaciones trigonomeétricas
no elementales (Cuadraticas)

Resolver las
trigonométricas:

siguientes ecuaciones
a) 2tan’x + sec’x -2 =0

b) 1—cosx = V3 - senx

c) 1+sen’x—Tcos’x =0

d) 2cos’x+sen’x =3

senx

e) cotx + =2

1+ cosx
1) ecosx+1)(senx—1)=0

g) sen’x —4senx—3=0
h) 2cotx —4tanx =2
i) 4sen’x-tanx —4sen’x = 3tanx —3

2 3

senx COSZ)C
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INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA

Sistema de coordenadas rectangulares y su
relacion con los saberes ancestrales

Ubicar los siguientes pares ordenados en el
sistema de coordenadas rectangulares:

a) A(5,6) B(-2,4) y C(-6,—-1)

b) M (5,2) N(-1,6) O(-3,-7) y P(9,-2)

¢) R(6,5) S(-5,3) T(-7,-9) y U(8,—4)
d)A(3,6) B(1,7) C(-5,8) y D(-5,-3)

e) D(-3,1) E(-7,-4) F(6,-4) y G(4,7)
Graficar las siguientes figuras geométricas
mediante pares ordenados en el sistema de
coordenadas rectangulares:

a) A(7,3) B(-2,7)y C(-1,-3)

b) A(5,7) B(—1,9) C(-4,-7) y D(6,-3)

c) R(4,8) S(—4,6) T(-3,-8) U(7,-3)y V(9,3)
d) A(5,6) B(3,7) C(-3,5) D(-3,0) y E(3,-3)
e) R(5,7) S(-5,5) T(-2,-7) U9,-2)y V(8,2)

Distancia entre dos puntos

Calcular la distancia entre los siguientes puntos:

a) A(4,-6) B(3,5)
b) M (~2,-7) N(=3,8)
) T(8,-5) U(7,1)
d) P(=6,-5) O(~1,3)
e) A(3,4) B(-4,-3)

Calcular el perimetro de las siguientes figuras
geométricas:

a) A(4,7) B(-3,5) y C(1,-1)

b) P(4,6) O(—-1,3) R(—4,-2) y S(5,-5)

c) A(5,3) B(-3,7) y C(5,-2)

d) D(1,5) E(-2,5) F(-5,-5) y G(4,-3)

e) M(8,3) N(3,7) O(-3,6) P(—4,—6) yO(5,-3)

Utilizando la formula de la distancia entre dos
puntos resolver los siguientes ejercicios:

1. Uno de los extremos de un segmento
rectilineo de longitud 5 es el punto A (3,-2).
Si la abscisa del otro extremo es 6, hallar su
ordenada.

2. Hallar el punto de abscisa 3 que diste 10
unidades del punto B(-3,6)

3.Si: P(1,3) y O(4,k) . Hallar el valor de para
que la distancia entre Py Q sead = 5.

4. Hallar “x”, si la distancia entre (4,1) y (x,3) es
de 5 unidades.

5. El punto (x,x+1) equidista de (2,1) y de (-6,5)
Hallar “x”.

6. Demostrar que los puntos:
A(-2,-1)B(2,2) C(5,-2) son los vértices de

un tridngulo isdsceles.
7. Demostrar que los puntos:

L(-8,4) M(2,-2) N(5,3) son los vértices de
un tridngulo rectangulo.

8. Demostrar que los tres puntos:
A(2,1) B(2,—1) C(-3,-2) son colineales.

9. Tres vértices de un rectangulo son los puntos,
A(2,-1) B(7,1) C(7,3). Hallar el cuarto vértice
y el area del rectangulo.

10. Tres vértices de un rectangulo son A (-1,4), B
(1,-1) y C (6,-1). Si la ordenada del cuarto vértice
D es 6. Halle su abscisa.

Punto medio

Calcular el punto medio de los siguientes
segmentos:

a) A(-4,3) y B(6,5)

b) A(-3,-7) y B(5,-3)

c)A(5,-2) y B(2,5)

d) A(-2,-2) y B(3,3)

e)A(6,—4) y B(5,0)

SIA(=2,-5) y B(4,-3)

g) A(4,6) y B(—6,4)
DIVISION DE UN SEGMENTO CON UNA RAZON
DADA

Resolver los siguientes ejercicios de punto de
division de un segmento con una razén dada:

e) Calcular los puntos de triseccion del segmento que
une los puntos A(—5,-3) y B(4,0)

f) Dividir en cuatro partes iguales el segmento que une
los puntos A(4,-5) y B(0,3)

g) Hallar el punto de divisién del segmento que une los
puntos A(—5,-5) y B(10,5) y larazénes r = 5
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Area de un poligono

Calcular el area de los siguientes poligonos:

a)A@3,4) B(-2,6) y C(-4,-1)

b)P(6,2) O(-6,1) R(-5,-2) y 5(6,-3)
c)A(5,4) B(—-1,3) C(-2,-8) D(4,-5) y E(8,-1)
d)AQ3,2) B(-2,6) y C(-5,-3)

e)A(6,5) B(2,7) C(1,4) D(1,-4) y E(6,—-6)

Pendiente de una recta

11. Hallar la pendiente del segmento que une los
puntos A(-2,3) y B(-3,4)

12. Hallar la pendiente del segmento que une los
puntos O(-5,2) ¥y R(3,-2)

13. Hallar las pendientes de las rectas que pasan
por los puntos:

—A(2,4) y B(-2,4)
~C(5,-3) y D(2,-3)
—E(6,0) y F(6,/3)

14. Hallar las inclinaciones de las rectas que pasan
por los puntos:

~A(3,2) y B(0,1)
—-E4,6) y F(1,3)

15. Los vértices de un triangulo son los puntos
A(2,-2) B(-1,4) y C(4,5). Calcular la pendiente
de cada uno de sus lados.

16. Aplicando el concepto de pendiente demostrar
que los puntos A(2,4) B(4,8) y C(6,2) son los

vértices de un triangulo rectangulo.

17. Aplicando el concepto de pendiente demostrar
que los puntos A4(6,5) B(1,3) y C(5,—7) son los
vértices de un triangulo rectangulo.

18. Un punto dista 7 unidades del origen de

coordenadas y la pendiente de la recta que lo une al
punto 4 (3,4) es V2, hallar sus coordenadas.

19. Por los puntos (x, x+1) y (1,-2) pasa una recta

de pendiente 3. Hallar el valor de “x

20. Una recta de pendiente 3 pasa por los puntos
(4,5) y (3,y) Hallar “y”

Angulo entre dos rectas

Calcular los angulos comprendidos entre las rectas
L1y L2 cuyas pendientes son:

3
aym=2ym=>

4
1
b) m, :—gym2:3

1
&) m=2 ym =

Resolver los siguientes ejercicios de angulo entre
dos rectas.

1. Hallar el angulo entre las rectas L, y L,

cuyas pendientes son: m, =3/5y m, =-2

2. Hallar el angulo entre las rectas que pasa por los
puntos A(-1,-3)y B(2,5) 'y L, que pasa por
los puntos C(1,3) y D(-2,4)

3. Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos
vértices son los puntos:

A(-3,-2) B(2,5)y C(4,2)

4. Dos rectas que se cortan forman un angulo de 135°,
si se sabe que una recta tiene pendiente -3, Determinar
la pendiente de la otra recta.

5. Dos rectas que se cortan forman un angulo de 45° la
recta inicial pasa por A(—2,1) y B(9,7) y la recta final
pasa por C(3,9) y por el punto cuya abscisa es -2.
Hallar la ordenada de R.

6. Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos
vértices son los puntos:

A(-2,1) B(3,4) y C(5,-2)

7. Hallar el angulo entre los segmentos LylL, que
unen los puntos A(—1,2) B(1,-1) y C(-5,-3) D(1,2)

8. Hallar el angulo @ entre las rectas L, y L,
cuyas pendientes son ", =3/2y m, =3

9. Hallar el angulo & entre las rectas L1 yL2
cuyas pendientes son m, =3/4ym,=2/5

(Ejercicios y problemas recopilados)

©
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