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“Aprender matematicas es un proceso de aprender
a hacer algo, no de adquirir conocimientos.”

J.M. Sanz-Serna

Diez lecciones de Calculo Numérico!

IUniversidad de Valladolid, 1998.






La palabra dlgebra proviene del término arabe yabr que significa “reduccién”
y aparece por primera vez en el tratado del matematico persa Muhammad ibn
Musa al-Jwarizmi titulado Kitab al-yabr wa-I-mugabala (“Compendio de cdlculo
por el método de completado y balanceado”) y dedicado especialmente a la
solucién de ecuaciones (lineales y cuadraticas). Es por ello que, a lo largo de la
historia, el principal objetivo del Algebra haya sido la resolucién de ecuaciones.
Sin embargo, en el s. XIX comienza a aparecer una tematica transversal que
se alimenta de problemas provenientes de la geometria, el andlisis, la teoria de
nuameros y por supuesto, la teoria de ecuaciones, que desemboca en el estudio
de estructuras matemaéticas abstractas conformando lo que hoy en dia se conoce
como dlgebra moderna. Este texto estd dedicado esencialmente al estudio de
una de tales estructuras abstractas, los espacios vectoriales, dentro de lo que
se conoce como dlgebra lineal, y en el que los sistemas de ecuaciones lineales
juegan un papel central.

La divisién tematica de este texto comprende los contenidos correspondientes
a la asignatura de Algebra de los grados de ingenierfa de la Universidad de
Castilla-La Mancha, en los que el autor imparte docencia desde hace anos,
aunque el material que presentamos puede ser también una referencia 1util en
carreras cientifico-técnicas en las que es habitual una formacién en algebra lineal,
al constituir ésta una herramienta matematica basica en numerosas disciplinas.

En lo que se refiere a los contenidos del texto, habria que dividir el libro
en dos partes: en los tres primeros temas que tratan sobre nimeros comple-
jos, matrices y determinantes y sistemas de ecuaciones lineales presentamos las
herramientas esenciales que conforman el soporte bésico del cual se nutren el
resto de temas. Aunque es probable que el lector haya tenido contacto con estos
conceptos en cursos anteriores, seguramente encontrard que el tratamiento de
los mismos y la notacién empleada no le son tan habituales. Sin embargo hemos
de resaltar la importancia que supone entender y manejar apropiadamente el
lenguaje matemédtico. Por ello hemos incluido en un primer apéndice (apéndi-
ce A) una serie de conceptos generales en el que tratamos de familiarizar al
lector con la notacién y el uso de sentencias légicas de una forma intuitiva, a la
vez que introducimos unas cuantas nociones de teoria de conjuntos, funciones y
estructuras algebraicas. El tratamiento en este apéndice dista mucho de ser ma-
teméticamente riguroso y solo pretende fijar algunas ideas béasicas en el lector.
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n Prologo

Aunque aparece al final del texto, recomendamos encarecidamente la lectura del
mismo antes de abordar los deméas temas.

En una segunda parte, que comenzaria con el tema 4, se desarrolla el material
tipico en un curso de algebra lineal: espacios vectoriales, aplicaciones lineales,
diagonalizacion y espacios euclideos. Hemos incluido ademés un tema dedicado
al estudio de ecuaciones lineales en diferencias y otro al espacio afin, con los
que cubrimos los contenidos especificados en los descriptores de la asignatura
para el primer curso de los nuevos grados de ingenieria.

En cada uno de los temas se pretende ofrecer al lector varias perspectivas de
la materia. Asi, se ha proporcionando una relacién de definiciones y resultados
con un enfoque muy matemaético, incluyendo una buena cantidad de demostra-
ciones que pueden ser omitidas en cursos de corte mas técnico, a la vez que
hemos tratado de ilustrar estos resultados con numerosos ejemplos. Por otro
lado, hemos incluido en cada tema alguna aplicacién relevante que pone de ma-
nifiesto que el algebra no solo no es una disciplina abstracta, sino que por el
contrario, sus herramientas juegan un papel destacado en diversas aplicaciones.
Y ademas, teniendo en cuenta la realidad actual en la que los ordenadores estan
cada vez mas presentes en todos los contextos, hemos tratado de ilustrar el uso
del lenguaje de programacion Python para llevar a cabo buena parte de los
calculos involucrados en cada uno de los temas.

Es importante senalar que éste no es un libro para aprender a programar
en Python pues no hace un tratamiento profundo de una serie importante
de caracteristicas del lenguaje. No obstante, con las indicaciones incluidas en
cada tema, creemos que el lector podra usar el lenguaje para el propdsito que
planteamos aqui, que no es mas que ayudar en los calculos, en ocasiones tediosos,
que son necesarios realizar a lo largo del texto. En cualquier caso incluimos en un
segundo apéndice (apéndice B) una breve introduccién de los aspectos esenciales
para el manejo de Python, de obligada lectura para los profanos en el lenguaje.

Como en cualquier otra asignatura de matematicas, el aspecto esencial que
se persigue es la adquisicion de destrezas més que conocimientos, tal y como po-
ne de manifiesto la cita con la que abrimos este texto: aprender matemdticas es
un proceso de aprender a hacer algo, no de adquirir conocimientos. Obviamente
no debe interpretarse esto como una invitacién a dejar de lado los contenidos
teodricos de la asignatura, por otra parte imprescindibles. Pero es fundamental
tener presente que el aprendizaje debe ir encaminado a la resolucién
de problemas. No es sino mediante los ejercicios como el lector podra poner
a prueba el éxito de su aprendizaje y es por ello que recomendamos encareci-
damente que sea ésa la labor central de su trabajo. El estudio de la teoria es
simplemente una condicién necesaria para poder resolver los problemas.

En ese sentido hemos incluido en cada tema una seccién final con ejercicios
de diversa naturaleza. Por una parte aparecen ejercicios de repaso con los
que se pretende que el lector pueda comprobar la correcta adquisiciéon de
conocimientos y herramientas basicas de cada tema. El apartado de problemas
comprende ejercicios mas variados en los que se requiere ir un paso mas alla
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que en los ejercicios de repaso, bien precisando del uso simultaneo de varios
conceptos o de algunas técnicas mas depuradas. Hay también un apartado
dedicado a ejercicios tedricos de naturaleza mas matematica y con los que se
persigue que el lector ponga en practica técnicas similares a las aprendidas
en las demostraciones de los resultados, y finalmente, hay un breve apartado de
ejercicios adicionales de caracter opcional que tienen que ver con las aplicaciones
y/o el uso de Python que reservamos para el lector interesado. Hemos marcado
con * aquellos ejercicios que pueden resultar de mayor dificultad y hemos
incluido en el apéndice C las soluciones a los ejercicios de repaso.

La versién electrénica de este libro estara siempre disponible en descarga
directa en la direccién que figura al final de la pagina de créditos. Agradecemos
de antemano al lector cualquier sugerencia que nos haga llegar para mejorar el
contenido de este libro.

Ciudad Real, 9 de junio de 2016.
El autor.
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1 NUmeros complejos

Este tema estd dedicado a introducir un nuevo conjunto de nimeros: los
numeros complejos, habitualmente denotado como C, y que serd necesario usar
en determinados momentos a lo largo de este texto. Se pretende dar una
introduccién rapida a las operaciones algebraicas con nimeros complejos, su
representacion grafica y el calculo de potencias y raices. Ademdas veremos un
resultado central, conocido como el Teorema Fundamental del A/lgebm7 que nos
serd de especial utilidad en el tema 6. Dedicaremos también una secciéon a
la realizacién de calculos con Python y veremos céomo los niimeros complejos
permiten definir objetos interesantes como los fractales.

EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

El conjunto de numeros complejos surge de forma parecida al resto de
conjuntos numeéricos. El lector debe conocer que el conjunto de niimeros enteros
(denotado por Z) se necesita para poder realizar la operacién diferencia en
el conjunto de ntmeros naturales (N), mientras que el conjunto de nimeros
racionales (Q) es introducido para permitir la divisién entre nimeros enteros. En
la misma linea, el conjunto de nimeros complejos viene a cubrir la imposibilidad
en el conjunto de ntimeros reales (R) de obtener la rafz de un nimero negativo.*

Recordemos que la resolucién de una ecuacion de segundo grado en R
depende del signo del discriminante

—b++b? —4ac

2a

ar’ +br+c=0=1=

de modo que:

(1) si b? — 4ac > 0 tenemos dos soluciones,

IE] término nimero complejo fue introducido por el aleman Carl Friedrich Gauss hacia
1831 aunque ya en los trabajos de matemaéticos griegos surge la primera referencia conocida
a raices cuadradas de nimeros negativos como resultado de una imposible seccién de una
pirdmide. Mucho més tarde, el matematico italiano Gerolamo Cardano se dio cuenta de que
podian manejarse cantidades més generales que los ntimeros reales cuando intentaba encontrar
una férmula para resolver ecuaciones cubicas, en torno al afio 1540.
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m Tema 1 = Numeros complejos

(11) si b — 4ac = 0 hay una tnica solucién (doble),
(111) si b% — 4ac < 0 no hay solucién (real).

El conjunto de nimeros complejos se introduce con la finalidad de evitar la
discusién anterior. Para ello comenzamos con la siguiente definicion:

Definicion 1.1

Se define la unidad imaginaria como i = y/—1, o de forma equivalente,
2
¢ = —1.

Con esta definicién, si b2 — dac < 0 = —(b? —4ac) >0y

—bxVb? —dac  —bE—-1y/—(b® —4dac) —bxivV—b?+ 4dac
= o =

2a 2a

Observemos que 4 es un nuevo nimero,? aquel cuyo cuadrado es —1, que permite
salvar la imposibilidad existente en R de realizar operaciones que involucren
rafces negativas. A partir de este nuevo nimero, definimos los niimeros complejos

del siguiente modo:

Definicion 1.2

Un ndmero complejo es una expresiéon de la forma z = a + i, donde «,
B € R. « es denominada la parte real, Re(z), mientras que (3 es la parte compleja
o imaginaria, Im(z). Esta expresion se conoce como forma binomial o cartesiana

del nimero complejo.

Asi, dos nimeros complejos seran iguales si sus partes reales e imaginarias

respectivas son iguales.

Si f=0= z =« € R; es decir, los nimeros reales forman un subconjunto
de los numeros complejos, aquellos cuya parte imaginaria es nula. Si a = 0 el
nimero complejo z = i se denomina imaginario puro.

2La notacién se debe al suizo Leonhard Euler, que la introdujo en 1777, aunque la adopcién
por parte de Gauss en 1801 fue la que lo hizo un simbolo habitual. En ingenieria eléctrica,
electrénica y areas relacionados, la unidad imaginaria es a menudo escrita como j para evitar
la confusién con la intensidad de corriente eléctrica, tradicionalmente denotada por 4.



1.1 = El cuerpo de los humeros complejos

Operaciones con numeros complejos

La suma, resta y multiplicacién de ntimeros complejos® se realiza siguien-
do las operaciones algebraicas habituales para binomios, es decir,

(1 +if1) + (a2 +if2) = (1 £ ag) +i(B1 £ Ba2)

(1 +iB1)(a2 +ifa) = aras +icyBe+iasf + %P1 B2
= (100 — B152) +i(a1fa + aafh)

Noétese cémo se ha usado que i = —1.

Ejemplo 1.1

Realicemos algunas operaciones bésicas:

243)+B—-2))=7T—3 (1+41i)—

(34+2i)+ (5 —2i) = (144 —(1+2

(2 + 3i)(5 — 2i) = 16 + 113 (1+z)(2+5z):—3+7i
(3+2i)(5—2i)=19+4i (1+4)(1+2i)=—-1+3i

(2—1—52):—1—4@
) =

Para efectuar la divisiéon de ntimeros enteros necesitamos la siguiente defini-
cién:

Definicion 1.3

Siz=a+ip € C, se define el conjugado de z, y se denotard por z, como el
nimero complejo z = a — if.

Es decir, el conjugado de un nimero complejo no es mas que un nuevo
nimero complejo que tiene la misma parte real, y su parte imaginaria es la
opuesta. La operacién de conjugacion posee las siguientes propiedades:

Proposicion 1.1

Si z,w € C se verifica:

3Las reglas para estas operaciones fueron desarrolladas por el matematico italiano Rafael
Bombelli en un tratado de Algebra publicado en 1572.
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Z = —z & z es imaginario puro.

Siz=a+iB#0, entonces 2z=0a?+ 32 Rt ={x ecR:z > 0}.

La demostracién se deja como ejercicio al lector (ejercicio 19).

La divisién entre ntimeros complejos se basa en usar adecuadamente la
propiedad (V). En concreto,

a+if  (a+iB)(y+id) (ay+B0)+i(—ad+By)  ay+Bd Zﬂ’yfa(;
Y+i6  (y+id)(y+id) 72 + 02 2482 42442

La expresiéon anterior nos proporciona la forma de dividir ntiimeros complejos:
se trata de multiplicar numerador y denominador por el conjugado del denomi-
nador y realizar las operaciones correspondientes.

Ejemplo 1.2

2431 (2+3)(5+2) 4+19 4 19
5-2i (5b—2i)(5+2i) 29 20 " 29’
1+i  (1+9)1—-2) 3—i
1+2  (1+2)(1-2) 5
i i(2 + 1) —142% 1 2

- ==&

wll o
|

2—i (2-9(2+4) 5




1.2 = Representacion grafica: modulo y argumento

Las operaciones suma y producto de nimeros complejos satisfacen las pro-
piedades habituales de asociatividad, conmutatividad, existencia de elemento
neutro, elemento simétrico (el opuesto en el caso de la suma y el inverso en el
caso del producto) y propiedad distributiva del producto respecto de la suma
(véase el apéndice A). Como consecuencia, C, al igual que R 6 Q, tiene estruc-
tura de cuerpo conmutativo. Sin embargo es importante notar que, si bien R
y Q son cuerpos ordenados (con la relacién de orden <), C no lo es, es decir,
no tiene sentido la expresién z; < zy para z1,22 € C (salvo que sean nimeros
reales).

REPRESENTACION GRAFICA: MODULO Y ARGUMENTO

Un nimero complejo z = a+i puede considerarse como un par ordenado de
ntmeros reales («, 3). Estamos acostumbrados a representar geométricamente
un par de este tipo como puntos en el plano cartesiano, siendo « la abscisa y
B la ordenada. Asi pues, la identificacién entre el nimero complejo z y el par
(Re(z),Im(z)) nos permite representar graficamente un nimero complejo como
un punto del plano, que denominaremos plano complejo,* en el que el eje de
abscisas pasa a llamarse eje real y el eje de ordenadas eje imaginario (ver
figura 1.1a).

Alternativamente, podemos representar también los nimeros complejos co-
mo vectores en el plano, de manera que el nimero complejo z = a + i puede
identificarse con el vector que une los puntos (0,0) con (a, ) en el plano (ver
figura 1.1b). Esta otra representacion permite identificar elementos importantes
de un nimero complejo como son su médulo y su argumento.

Definicion 1.4

Dado un numero complejo z = « + i8 se define su modulo, que se notaréd

como |z|, por
|z| = V2zZ = /a2 + 2

Como se puede observar, el médulo de un nimero complejo coincide con el
médulo del vector (la longitud) que lo representa (ver figura 1.1b), y es igual a

4También conocido como plano de Argand, aunque en realidad fue el noruego Caspar Wessel
en 1796 el primero que mostraba esta representacién grafica de los ntimeros complejos.



m Tema 1 = Numeros complejos

eje imaginario

z=a+1f
L]

z=a+1if

eje real

(a)

(b)

Figura 1.1: Representacién grafica de un nimero complejo

la distancia entre el punto del plano correspondiente al ntimero complejo y el
origen, siendo por tanto un nimero real positivo salvo en el origen, cuyo médulo,
obviamente, es cero.

Si z € R, entonces su moédulo coincide con su valor absoluto, de ahi que la
notacién empleada sea la misma.

Las principales propiedades del médulo se resumen en el siguiente resultado:

(r
(I

(11

(v1

Proposicion 1.2

)
)
)
)
)
)

|z| = 2| =| — 2|, Vz € C.
‘21Z2| = |Zl| |ZQ|, Vz1,29 € C.

Re(z) < |Re(2)| < |z]-

(v) Im(z) < |Im(z)] < |z|.

‘21 = Zgl > Hzl\ — |Z2||, Vz1,29 € C.

(v) Desigualdad triangular: |21 + 29| < |21]| + |22, V21, 22 € C.




1.2 = Representacion grafica: modulo y argumento

Para la demostracion véanse los ejercicios 20 y 21.

Atendiendo a la figura 1.1b, para cada nimero complejo z € C\{0} también
podemos considerar el angulo 6 que forma el vector que define z con el semieje
real positivo. Este dangulo se toma en radianes y se usa el criterio habitual
de signos, que considera angulos positivos los recorridos en sentido antihorario
y angulos negativos los del sentido horario. Entonces, la conocidas relaciones
trigonométricas conducen a

Re(z) = |z|cosf, Im(z) = |z|send (1.1)

Debido a la periodicidad de las funciones reales trigonométricas, la igualdad
anterior sigue siendo vélida para 6 + 2kw, para cada k € Z. Teniendo esto
presente podemos dar la siguiente definicién:

Definicion 1.5

Dado un ntimero complejo z = a + i # 0 se define el argumento de z, y se
notard por arg(z), al conjunto

arg(z) ={0 € R: a = |z|cosf, B =|z|senf}

El argumento de 0 no esta definido.
Se denomina argumento principal de z € C\{0}, y se notard por Arg(z), al
unico numero 6 € arg(z) tal que —w < 0 < 7.

Es importante resaltar el cardcter no univoco del argumento de un nimero
complejo. Es decir, el argumento no es un tnico valor, sino un conjunto de ellos.
Este hecho tiene importantes consecuencias en la definicién de ciertas funciones
complejas (que no serdn tratadas en este texto) y en el célculo de raices que
veremos en la seccion 1.4.

Gracias a la representacion grafica, la operacion de conjugacién puede verse
de forma sencilla en términos del mdédulo y el argumento. Mas concretamente,
el conjugado de un niimero complejo corresponde a un vector simétrico respecto
del eje real, por lo tanto posee el mismo médulo y opuesto argumento, es decir,

|2l = [2],  arg(z) = —arg(2)

Del mismo modo, la suma de nimeros complejos corresponde a la suma de
vectores que el lector conocera de cursos anteriores, la conocida como regla del
paralelogramo.
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Ejemplo 1.3

Representemos en el plano complejo los nimeros 3, @ — %z y —2+2i (véase
la figura 1.2).

El médulo de cada uno de ellos es |3| = 3, |§ +3il=1y|—-2+4+2i|=V8
y sus argumentos principales:

[S

Arg(3) =0, Arg( 23 + %z) =—% Arg(—2+2i) = %ﬂ

—2 42

ol
+
N[—=

Figura 1.2: Representaciéon de niimeros complejos del ejemplo 1.3

FORMA TRIGONOMETRICA Y FORMA POLAR

Si z # 0 es un ntimero complejo, para cada 6 € arg(z), en virtud de (1.1),
podemos escribir

z = |z|(cos O + isenf) (1.2)

De hecho, también es cierto si z = 0, para cualquier 6 € R.
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Definicion 1.6

A la expresién (1.2) se le denomina forma trigonométrica de un nimero
complejo.

Definicion 1.7

Dado 6 € R, se define ¢ = cosf + isené, que se conoce como formula de
FEuler.

Si ahora usamos (1.2) se tiene

z=|z]e", 6 € arg(2) (1.3)

Definicion 1.8

A la expresién (1.3) se le denomina forma polar® de un nimero complejo.

La forma polar de los ntimeros complejos facilita la multiplicacién y division
de los mismos gracias a las propiedades de la exponencial. Asi, si z; = €%t y
29 = 19?2 entonces

i(01+62) LT i(0:1-62)
b
22 T2

Z1%9 = T'11ra€

Esto nos permite representar graficamente el producto y el cociente de nimeros
complejos. Asi, el producto de dos numeros complejos tiene como mddulo, el
producto de los médulos, y como argumento, la suma de los argumentos. Es
decir, si z,w € C\{0} entonces

arg(zw) = arg(z) + arg(w)
No obstante es importante resaltar que la igualdad anterior es una igualdad
entre conjuntos.® Es decir, se verifica que

arg(=2) = arg(z) + arg(2)

pero este hecho no es cierto para los argumentos principales. Por ejemplo,
Arg((—i)?) = Arg(—1) = 7 pero Arg(—i) + Arg(—i) = —.

5En ocasiones, para un nimero complejo escrito en forma polar como z = re’? se usa la
notacién z = rp, en la que es habitual expresar el argumento en grados.
%Dados dos conjuntos A y B, se define la suma A 4+ B como el conjunto A+ B = {a+b:

a€ A, be B}
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POTENCIA Y RAiIZ N-ESIMA DE UN NUMERO COMPLEJO

La potencia natural de un nimero complejo se calcula facilmente usando la
forma polar; si n € N,
y = 7"610 e g ,,,nean
Usando la forma trigonométrica se puede deducir la conocida como férmula de
de Moivre”

cos(nf) + isen(nd) = (cos € + isen )™ (1.4)

Por otro lado, dados w € C y n € N, se define la raiz n-ésima de w
como el nimero complejo z tal que z” = w. Para realizar el calculo hemos
de usar nuevamente la forma polar, pero en este caso es necesario usar todos

los valores del argumento. Mas concretamente, si w = re'?, escribiremos
w = re'®*t2k7) - de modo que
s 04+2km
M=w=z= 3 re'" (1.5)

El resultado tiene como mdédulo {/r, que es la rafz n-ésima de un ntimero real
positivo, mientras que para cada valor de k € Z aparecen, inicialmente, infinitos
argumentos. Sin embargo, atendiendo a los angulos que corresponden a estos
argumentos observamos que, si tomamos cualesquiera n valores consecutivos
de k, obtenemos n angulos distintos, mientras que para el resto, los angulos
obtenidos vuelven a repetirse. Es decir, la raiz n-ésima de un niimero complejo da
lugar a n valores distintos, los cuales pueden obtenerse con n valores consecutivos
de k; tipicamente tomaremos k =0,1,...,n — 1.

Es mas, atendiendo a los argumentos obtenidos se observa que las raices
n-ésimas forman un poligono regular de n lados centrado en el origen y de radio
/r (véase la figura 1.3).

Ejemplo 1.4 \

Calculemos los niimeros complejos tales que z® = 1 usando (1.5). En primer
lugar obtenemos la forma polar de 1 = €?2*™ usando todos los argumentos. Asi

2km

B=1=e" o =% k=0,...,7

obteniéndose las raices:

i0 iz V2 V2 iz . i3z V2 V2

et =1, €= 2L €= ei=—7 2 b

T 5m V2 2. 37 0 I V2 9 .
gre=ly @ ooty @Y B T B 8= H

"Denominada asi por el matemdtico francés Abraham de Moivre. La férmula aparece
publicada en un articulo suyo en 1722.
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(b) 28 =1

Figura 1.3: Raices de la unidad

Las raices aparecen representadas en la figura 1.3b.

Ejemplo 1.5

;,Cuales de los siguientes niimeros complejos 1 +14, —1+14, —1—4y 1 —i son
raices décimas de 32:7
Si escribimos cada uno de estos ntmeros en forma polar,

14+i=v2e5, —14+i=v2eF, —1—i=+2"F 1-i=+2"%

calcular su potencia décima es facil:

15w
0=

(144)10 = 32¢f%F =32i, (—1+14)10 =32

157

(=1 — )10 = 32¢='5" =324, (1—14)10 =32 T = —32i.

= —32i,

Luego los nimeros buscados son 1414 y —1 —i. Notese que al tratarse del célculo
de potencias naturales no es necesario tener en cuenta todos los argumentos a
diferencia de lo que ocurre cuando calculamos raices.

Para finalizar, daremos un resultado que serd de vital importancia en el
tema 6 y que afirma que C es un cuerpo algebraicamente cerrado, es decir, que
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todo polinomio en C tiene al menos una raiz. Por ejemplo, es facil ver que R no
es algebraicamente cerrado, pues el polinomio x? 4 1 no tiene raices reales. Este
resultado, conocido como Teorema fundamental del Algebra, afirma lo siguiente:

Teorema 1.1 (Teorema fundamental del Algebra)

Sip(x) = ap + a1z + - - - + a,x™ es un polinomio con coeficientes complejos
(esto es, a; € C, Vi), entonces la ecuacién p(z) = 0 tiene n raices contando sus
multiplicidades.

Aunque existe una facil demostracién de este resultado, la maquinaria em-
pleada para la misma excede los objetivos de este curso.®

El interés principal que para nosotros tiene este resultado ocurre cuando el
polinomio tiene coeficientes reales (es decir, a; € R, Vi). En tal caso, el polinomio
tendra n rafces (reales o complejas), y ademds, si z es una raiz compleja de p,
entonces Z también es raiz de p (véase el ejercicio 24).

CALCULO CON PYTHON

En esta seccién mostraremos como usar Python para operar con nimeros
complejos, a la vez que profundizaremos en el empleo del médulo SymPy
presentado en el apéndice B. Es esencial que el lector posea un minimo de
conocimientos del lenguaje (que exponemos en el citado apéndice), por lo que
remitimos a su lectura antes de abordar cualquiera de las secciones dedicadas a
Python.

Por otra parte, es muy conveniente que el lector realice los ejemplos que
exponemos aqui para habituarse al intérprete Python. Para facilitar la com-
prensién de los ejemplos hemos numerado de forma consecutiva las lineas de
ordenes introducidas en el intérprete, simulando una determinada sesién inter-
activa, por lo que de un ejemplo al siguiente se conservan las importaciones de
los moédulos realizadas previamente. Cuando los niimeros de linea comienzan de
nuevo, significa que hemos abierto una nueva sesién, y por tanto debemos volver
a cargar ciertas funciones.

8El primer matemético en enunciar un resultado parecido (que todas las ecuaciones de
grado n tienen n raices) fue el francés Albert Girard en 1629, aunque no menciona que
tales soluciones puedan ser complejas. El resultado se acepté como un hecho evidente por la
comunidad matemadtica. El primer intento serio de demostracién se debié al también francés
Jean Le Rond d’Alambert en 1746, pero la prueba tiene algunos puntos negros. Aunque es
aceptado que la primera demostracién del resultado es debida a Gauss en 1799 en su tesis
doctoral, la prueba no es completamente rigurosa segun los estdndares actuales. Gauss dio
otras tres pruebas del resultado a lo largo de su vida; la dltima aparecié en 1849, en el dltimo
articulo que escribid, cincuenta anos después de su primera demostracion.
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Operaciones basicas

Comenzaremos con ejemplos de operaciones algebraicas sencillas con Python.
Como se ve en la seccién B.2, los nimeros complejos estan accesibles en Python
y operar con ellos es facil. Realicemos las siguientes operaciones:

(2—i)— (642i) = —4—3i
(3+2i)(1 —5i) = 13 — 13

1+1 3 1.
=-— =1
1+2¢ 5 5
>>> 2-1j-(6+27)
(-4-33)
>>> (3+2j)*(1-5j)
(13-133)

>>> (1+13)/(1+23)
(0.59999999999999998-0.20000000000000001 j)

Como ocurre con las calculadoras, en el momento en el que aparecen nimeros
racionales el calculo se vuelve engorroso. Afortunadamente tenemos el médulo
SymPy para operar de forma exacta. En este mddulo tenemos definida la
unidad imaginaria como I, pero hemos de usar el operador de multiplicacion
(a diferencia del uso con j): por ejemplo,

141
1+ 2

3 1,
=-—=t
5 5

>>> from sympy import I,simplify
>>> (1+1)/(1+2%1)

(1 + I)/(1 + 2%I)

>>> simplify(_)

3/5 - 1I/5

Como podemos observar, la operacién fj;i no se realiza al momento (es tratada
como una expresién simbdlica), por lo que debemos simplificarla. Nétese el uso
del guién bajo (o underscore) para referirnos al dltimo célculo realizado. Né6tese
también que solo hemos importado las funciones del médulo que necesitamos.

Podriamos haber escrito directamente

>>> simplify (6/(2-1))
12/5 + 6xI/5

que equivale a
6 12 6.
2-i 5 5
El médulo SymPy también dispone de funciones para calcular el conjugado,
el médulo y el argumento de un nimero complejo:
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>>> from sympy import arg,abs,conjugate,sqrt,I
>>> a=sqrt (3)+1I

>>> conjugate (a)

3*xx(1/2) - I

>>> abs(a)

2

>>> arg(a)

pi/6

que realiza los calculos

V3+i=v3—i ‘\/g—i—z' =2 arg(vV3+1) :%

Observemos que hemos importado del médulo SymPy, ademés de las fun-
clones que vamos a usar, también la funcién sqrt (raiz cuadrada). Recordamos
aqui que esta funcién no viene por defecto con el nicleo de Python y es nece-
sario importarla. ;Qué hubiera ocurrido si, en lugar de usar la funcién sqrt de
SymPy, usamos la del médulo math:

>>> from sympy import conjugate,I
>>> from math import sqrt

>>> a=sqrt (2)+1I

>>> conjugate (a)

1.73205080756888 - I

Insistimos en la ventaja de hacer las operaciones con funciones de SymPy,
que, en la medida de lo posible, realizard las operaciones de forma exacta. Como
hemos visto en el ejemplo anterior, SymPy es capaz de reconocer ciertos angulos
habituales, pero obviamente, no hace milagros:

>>> from sympy import arg,abs,sqrt,I
>>> a=sqrt (2)+1I

>>> abs(a)

3*xx(1/2)

>>> arg(a)

atan (2*%*(1/2) /2)

que interpretamos como

‘\/§+z’ =3 arg(vV2+i) = arctan?

Si necesitamos el valor real de alguna de las operaciones efectuadas con
SymPy, podemos usar el método evalf

>>> arg(a).evalf ()
0.615479708670387
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esto es,
arctan Y2 = 0.615479708670387

que al ser un método y no una funcién, no precisa importacion.

Operaciones avanzadas

El médulo SymPy permite realizar calculos mas sofisticados con los ntimeros
complejos: por ejemplo, reconoce la formula de Euler, y es capaz de simplificar
operaciones trigonométricas:

>>> from sympy import Symbol ,E,I,re

>>> x=Symbol(’x’,real=True)

>>> a=Ex*(I*x)

>>> b=a.expand(complex=True)

>>> b

I*sin(x) + cos(x)

>>> c=ax*3

>>> d=c.expand (complex=True) .expand (trig=True)

>>> d

-3%cos(x) - Ix*sin(x) + 4*I*cos(x)**2%sin(x)
+ 4*cos(x)*%*3

>>> re(d)

-3xcos(x) + 4xcos(x)**3

>>> f=c.expand(complex=True)

>>> re(f)

cos (3*x)

>>> (re(f)-re(d)).expand(trig=True)
0

Noétese el uso de la etiqueta adicional real=True en la funcién Symbol, cuyo
significado es evidente: asume que la variable simbdlica x es real. El nimero e
viene dado por E y la parte real es re. El método expand sirve para desarrollar
expresiones, y admite etiquetas adicionales para usar desarrollos con complejos
o trigonométricos (admite otras varias como logaritmos, potencias, etc.).

Los célculos prueban la férmula:

cos(3x) = —3 cos(z) + 4 cos®(x)

JPuede el lector encontrar una férmula andloga para sen(3z)?

El médulo SymPy también permite encontrar las raices complejas de polino-
mios. La funcién solve nos proporciona las raices de una ecuacién del siguiente
modo:

>>> from sympy import Symbol,solve
>>> x=Symbol (’x’)

>>> solve (x**x4-1,x)

[1, -1, -1, I]
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esto es,
t—1=0=>2=1,-1,i,—i

Si el resultado esperado es amplio podemos guardarlo en una lista

>>> from sympy import I
>>> a=solve (x**x4-I,x)

>>> a

[-sin(pi/8) + I*cos(pi/8),
-I*xcos(pi/8) + sin(pi/8),
-cos(pi/8) - I*sin(pi/8),
I*sin(pi/8) + cos(pi/8)]

y luego podemos usar un bucle para, por ejemplo, obtener los valores numéricos
de cada una de las soluciones:

>>> for b in a:
b.evalf ()

-0.38268343236509 + 0.923879532511287*1
0.38268343236509 - 0.923879532511287*1
-0.923879532511287 - 0.38268343236509%*1
0.923879532511287 + 0.38268343236509*1

(1]6)
UNA BREVE INCURSION EN EL MUNDO FRACTAL

Los fractales” son objetos geométricos cuya estructura, generalmente muy
irregular, se repite en diferentes escalas. Esencialmente podriamos decir que un
fractal es un objeto de dimension fraccionaria, aunque seria necesario dar una
definicién concreta del concepto de dimensién al que nos referimos.

Los primeros ejemplos de fractales ya aparecen a finales del siglo XIX, con
la funcién de Weierstrass descubierta en 1872, que es una funcién continua en
todos sus puntos pero que no es derivable en ninguno. El grafo de esta funcién
es un objeto fractal. Posteriormente aparecieron otros objetos, como la curva de
Koch1? (véase la figura 1.4), que se trata de una curva continua que no posee
tangentes (es decir, que no es derivable) obtenida mediante un procedimiento
recursivo bastante simple: dado un segmento, se divide en tres partes, y la
parte central se sustituye por dos segmentos de igual longitud a los anteriores
formando un tridngulo sin la base (véase la figura 1.4a). El proceso se repite
para cada uno de los segmentos de la nueva figura, y el objeto obtenido en el
limite es la mencionada curva.

9El término fue acunado por el matemético francés de origen polaco Benoit Mandelbrot,
en un articulo publicado en 1967 por la revista Science titulado ;Cudnto mide la costa de
Gran Bretana?

10Descubierta por el matematico sueco Helge von Koch en 1904.
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VAN = O
S e S

(a) Iteraciones de la curva de Koch

Figura 1.4: Curva de Koch

Es facil darse cuenta de que la longitud de esta curva es infinita, pues en
cada iteracion estamos incrementando su longitud: por ejemplo, si el segmento

inicial (el de arriba a la izquierda en la figura 1.4a) tiene longitud 1, la primera
iteracién tendré longitud %, la segunda 19, la tercera (%)37 ...,y en lan-
ésima iteracién, la longitud serd de (%)n, de modo que la longitud limite sera
infinita. Este hecho nos invita a pensar que, de algin modo, este objeto no es
unidimensional. Usando la definicién oportuna se puede encontrar la dimensién
fractal de este objeto que es % =1.261...

Este tipo de objetos fueron considerados durante cierto tiempo por la comu-
nidad matemética como anomalias artificiales'! y apenas recibieron atencién.
Tras el nacimiento de la Teoria del Caos,*? el interés por estos objetos se renue-
va, ya que los fractales aparecen vinculados a la evolucién de sistemas complejos.
Posteriormente, y en especial a partir de la publicacién del libro de Mandelbrot,
La Geometria Fractal de la Naturaleza (1982), los fractales son usados para des-
cribir la complejidad de ciertas formas en la naturaleza, desde las nubes hasta

las redes neuronales del cerebro.

;Qué relacién hay entre los nimeros complejos y los fractales? Uno de los
fractales més conocidos, el denominado conjunto de Mandelbrot,'3 es un objeto
del plano complejo que se genera de forma sencilla. Se considera un nimero

1 Una galerfa de “monstruos”, como los denominé el matemético francés Henri Poincaré.

12Surgida a partir del estudio de un modelo climdtico por el matemético estadounidense
Edward Lorenz en 1963.

13L,as primeras iméagenes del mismo se obtuvieron en 1978 por Robert Brook y Peter
Matelski, pero fueron el matemédtico francés Adrien Douady y su discipulo John H. Hubbard
quienes demostraron muchas propiedades fundamentales y lo nombraron asi en honor a
Mandelbrot.
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complejo cualquiera ¢, y se construye una sucesién por recurrencia del siguiente
modo:
2o =0, an:zZ—kc, n>0

En funcién del nimero c escogido, esta sucesiéon puede o no estar acotada. Por
ejemplo, si ¢ = 2, la sucesién que se genera es 0, 2,6, 38, ... que es claramente no
acotada; pero si ¢ = —1, la sucesién queda 0, —1,0,—1,... que si estd acotada.
El conjunto de Mandelbrot estd formado por los numeros complejos ¢ tales
que la sucesién anterior permanece acotada. Es decir, —1 es un punto que
estd en el conjunto de Mandelbrot, pero 2 no pertenece a dicho conjunto. Si
analizamos el comportamiento de la sucesién con todos los puntos del plano
complejo obtenemos la figura 1.5a, en la que se aprecia el aspecto general del
conjunto de Mandelbrot. Las figuras 1.5b y 1.5¢ muestran aproximaciones (las
indicadas en los recuadros) con més detalle. Podemos ver la “autosimilitud”
caracterfstica de los fractales (se repiten en escalas cada vez més pequenas) y el
“orden dentro del caos” que subyace en los mismos.

HABAE Generacién del conjunto de Mandelbrot con Python

Adjuntamos aqui un breve programa en Python con el que obtener los gréfi-
cos aqui mostrados. Para su funcionamiento se precisa del médulo matplotlib'®
para poder generar graficos con Python.

#! /usr/bin/python

from numpy import array,zeros
from matplotlib.pyplot import imshow,xticks,yticks,show

def mandelplot(size, limit, xint, yint):
img = zeros([size, size], int)

xamp=xint [1] -xint [0]
yamp=yint [1] -yint [0]

for y in range(size):
for x in range(size):

c = complex(x/float(size)*xamp +
xint [0] ,y/float (size)*yamp + yint
[ol)

z = ¢

for i in range(limit):
zZ = z**x2 + C

14Precisamente esta caracteristica de los fractales, la aparicién de cierta regularidad dentro
del caos, fue lo que llamé la atencién de Mandelbrot cuando intentaba descifrar la causa
de la existencia de determinado ruido en las lineas telefénicas que usaban para transmitir
informacién en la red de ordenadores de la compania IBM, en la cual trabajaba.

15Se puede descargar desde http://matplotlib.sourceforge.net/.
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img[y,x] += 1
if abs(z) > 2:
break
else:
imgly,x] = 0

img = array(img/float (img.max()))
asp=yamp/xamp

imshow (img, interpolation=’bilinear’,origin=’lower’,
cmap=’binary’,aspect=asp)

xticks ([]1)
yticks ([1)
show ()

return
puntos = 1000
limite = 250
xint=[-2.,1.]

yint=[-1.5,1.5]

mandelplot (puntos,limite,xint,yint)

El funcionamiento del programa consiste en, dado un determinado conjunto
de puntos del plano complejo, analizar las iteraciones de la sucesién que define
al conjunto en cada uno de esos puntos. Si en algiin momento de la iteraciéon
el médulo es mayor que 2, automaticamente sabemos que ese nimero complejo
no va a pertenecer al conjunto de Mandelbrot. Por el contrario, si después de
haber realizado un cierto niimero de iteraciones, el médulo sigue siendo menor
que 2, consideramos que ese punto esta dentro del conjunto.

Analicemos con més detenimiento el cédigo: La linea 1 es el shebang comen-
tado en la seccién B.1.1. Las lineas 3 y 4 cargan las funciones a usar desde los
modulos y entre las lineas 6 y 35 definimos la funcién que hace todo el trabajo
y que invocamos en la linea 43.

Los argumentos de entrada de la funcién son: size, limit, xint e yint
que son definidos en las lineas 38 a 41. Estos dos ultimos son dos listas que se
refieren al dominio en el que se van a realizar los calculos: xint nos da la cota
inferior y superior para la parte real de los niimeros complejos a considerar,
e yint define las cotas para la parte imaginaria. El pardmetro size define el
nimero de subdivisiones que vamos a realizar en cada intervalo xint e yint y
el pardmetro limit se refiere al niimero méaximo de veces que vamos a realizar
la iteracién que define al conjunto.
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4 3 3
(a) Rectdngulo [-2,1] x [-5, 5

£ ._c b""lv :
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(b) Rectangulo [—2,—1] x [0, 1] ©

Figura 1.5: El conjunto de Mandelbrot



1.6 = Una breve incursion en el mundo fractal

La funcién, una vez introducidos los parametros, crea una matriz de ceros
de tamano sizexsize (linea 8); en las lineas 10 y 11 calcula la amplitud de la
regién a dibujar y entre las lineas 13 y 23 estd el doble bucle que recorre cada
uno de los puntos ¢ de la regién a considerar (definidos en la linea 15).

Para cada punto, se entra en un bucle for-else (lineas 17-23) en el que se
analiza si el punto estd o no en el conjunto de Mandelbrot. Para ello se van
construyendo los elementos de la sucesién (linea 18) hasta la iteracién limit
(como méximo). Si en algin elemento de la sucesién el médulo es mayor que 2
entonces se interrumpe el bucle (lineas 20-21) y se pasa a analizar el siguiente
punto. Nétese que el elemento correspondiente a la matriz img va sumando
1 cada vez que se construye un elemento de la sucesién (linea 19). Asi, si
interrumpimos el bucle en un punto porque el médulo es mayor que 2, habremos
asignado a la matriz el indice de la sucesion en el que se ha obtenido la condicién
de salida.

Por el contrario, si el bucle for finaliza sin un break (es decir, los elementos
de la sucesién se mantienen todos con médulo menor o igual que 2), entonces se
ejecuta el bloque else (nétese el sangrado), poniendo el elemento de la matriz
a 0 (linea 23).

Al finalizar el doble bucle (lineas 17-23), el programa habra construido una
matriz en la que cada elemento guarda un indice entero para cada punto del
rectangulo del plano complejo analizado. Este indice vale 0 si el punto estéd
en el conjunto, y es distinto de 0 si no lo esta. Indices altos indican que ha
costado decidir si el punto estd o no en el conjunto, mientras que indices bajos
corresponden a puntos que rapidamente han sido descartados por su pertenencia
al conjunto. Este rango de indices nos va a permitir dar color al dibujo. Si solo
hubiéramos indicado la pertenencia al conjunto con un 1 o un 0 apreciariamos
menos detalles en la grafica. El lector puede probar con distintos valores del
pardmetro limit para corroborar esto.

La linea 25 normaliza los valores de la matriz img dividiendo por el mayor
valor de ésta (lo que se obtiene con img.max () ). Obsérvese también la necesidad
de convertir a un niimero real con float. La matriz ahora tendra valores reales
entre 0 y 1.

Finalmente, la funcién imshow de matplotlib crea un dibujo a partir de la
matriz coloreando cada pixel en funcién del valor (el coloreado usado en este
caso ha sido binary). Las funciones xtick e ytick eliminan la informacién sobre
los ejes y show() muestra el resultado.

El cédigo de la funcién (lineas 6-35) no se ejecuta hasta que la funcién no es
llamada en la linea 43. Las lineas 3841 definen los pardmetros con los que se ha
obtenido la figura 1.5a. El lector puede probar modificando estos valores para
obtener distintas partes del conjunto, con diferentes niveles de aproximacion.
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EJERCICIOS

Ejercicios de repaso
Realizar las siguientes operaciones con nimeros complejos:

(3—2i)4+(1—5i) (2—2i)+3i (142i)—(—1+2i)
2+5)3+i)  (1+d)(1—14) 2i—(5+5i)(3—6i)

143 4-7 i
2 5 3+ 5 2—1i
1 i 2-i 3 —
2 22— L 1
;220 5 2+ T

Obtener el conjugado de los siguientes niimeros complejos:

1
i, 3-2i, m+e—i, e—m -, 3i-1
i
Calcular el médulo y el argumento principal de los siguientes nimeros
complejos y representarlos en el plano complejo:

-2, —i, 5—05i, —3V3+3i, —1-+3i, -2-2

Escribir en forma polar y trigonométrica los nimeros complejos del
ejercicio 3.

Escribir en forma cartesiana los siguientes ndmeros y representarlos en
el plano complejo:

. - _ .3 2n
e 3elT, 27 e, e

i B j2m
4

[
9]
.
o
win

Calcular las siguientes potencias:
.5 _ \/’ 5 _ N8 1 @ 10
i°, (1 3i)°,  (=2+2i)°, (53—%1)

Obtener en forma binomial todas las soluciones de las siguientes ecuacio-

Resolver las siguientes ecuaciones en C:
22 4+5=0; 224+ 24+1=0; B2 4+2=0;

224224+5=0; 2°2—-322+52=15; 234222 +42=-3.
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Problemas

Escribir en forma cartesiana los niimeros

3 100
(1+ \/§Z)2 |01y 600 sz
(V3 +1) k=0

n
Indicacion: para el dltimo usar la férmula E a =
k=0
JEn qué cuadrante se encuentran los siguientes nimeros?

1— an—i—l

1—a

(2000e %% +1)7,  (5000e 7 + 2)'!

Sea z € C tal que 2% = —64, Re(z) < 0y Im(z) < 0. Calcular z*.

Calcular w = (1 —i)'2271, donde z es tal que z* +1 =0, Re(z) >0y
Im(z) > 0.
Siz e RyneN, calcula el valor de

(1+cosx+isenx)"
1+ cosx—isenx

[=W¥Y Determinar los nimeros complejos que satisfacen:

Halla las numeros complejos que forman los vértices de un hexdagono
regular de centro el origen, sabiendo que tiene uno de sus vértices en el nimero
i.

Describe los conjuntos de nimeros complejos que satisfacen las ecuacio-
nes:
(a) |z] <3 (b) |z —] > 2 o) lz+ 1]+ ]z—1] =4

*[3 Encontrar el lugar geométrico descrito por la ecuacién

z+1|
= = 2.

Ejercicios tedricos
Probar que para cada z € C,

Re(z) = Z;Z, Im(z) = S

Demostrar la Proposicién 1.1.
Probar (1)—(1v) de la Proposicién 1.2.

[ En este ejercicio se pretende demostrar la desigualdad triangular (véase
(v) de la Proposicién 1.2). Para ello:
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(a) Probar que 2a83 < a? + 82, Va, 3 € R.

(b) Usar (a) para probar que

aras + B1B2 < /(a2 + B2)(ad + B2), Vau,as,B1, 0 €R

(¢) Usar (b) para probar que z1%3 + Z122 < 2|21 |22], V21,22 € C.
(d) Deducir de (c) la desigualdad triangular y (vI) de la Proposicién 1.2.
*[F®] Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Los puntos z, w, —z y —w forman un cuadrado si y solo si = es imaginario
puro.

(b) Los puntos z, w y 0 estdn alineados si y solo si £ es imaginario puro.

Z
w

(c) Los puntos z, w y 0 estdn alineados si y solo si Z es real.

*[FE] Sean z, k=0,...,n — 1 las raices n-ésimas de la unidad. Probar que

n—1
Z Re(zr) =0
k=0

Indicacion: usar la ayuda del ejercicio 9

Probar que si p(z) = ag+a1z+- - -+a,z™ es un polinomio con coeficientes
reales (esto es, a; € R, Vi) y 2o es una raiz de p entonces Zy también es raiz de
p. i Es cierto esto si algin a; € C?

Ejercicios adicionales

Usa la férmula de Euler en Python para obtener una identidad trigo-
nométrica para sen(5z) y cos(5x).

Los Conjuntos de Julia'® son fractales que se generan de forma similar
al conjunto de Mandelbrot: se considera un nimero complejo £ fijo, y para cada
¢ € C se construye la sucesion

Zo=-¢ an:zZ—i—g, n>0

El conjunto de Julia generado por £ es el conjunto de niimeros complejos ¢ para
los que la sucesién anterior permanece acotada. Adaptar el cédigo en Python
de la seccién 1.6.1 para dibujar los conjuntos de Julia para £ = 0.72 — 0.1967 y
&= —-0.1+0.87i.

16T Jamados asf en honor al matematico francés de origen argelino Gaston Julia.



2 Matrices y determinantes

Introducimos en este tema una de las herramientas fundamentales del Alge—
bra, las matrices, con las que trabajaremos a lo largo de todo el texto. Es
probable que el lector haya tenido ya un contacto previo con estos objetos asi
como con los determinantes, por lo que este tema consistird esencialmente en un
repaso de tales contenidos aunque con un enfoque maéas abstracto. Basicamente
recordaremos las operaciones entre matrices, el método de Gauss y el célculo de
determinantes, esperando que el lector adquiera una adecuada soltura operacio-
nal con ellos.

Puesto que el calculo matricial es sin duda tedioso, principalmente cuando
el tamano de las matrices aumenta, incluimos también una seccion dedicada a
la realizaciéon de estas operaciones con Python. De este modo el lector tendra
la oportunidad de realizar los numerosos cédlculos que involucren matrices a lo
largo del texto con rapidez. No obstante, es importante resaltar la importancia
de saber realizar tales operaciones sin la necesidad del ordenador. Por ltimo,
hacemos una pequena incursién en una de las multiples aplicaciones donde
aparecen las matrices: la teoria de grafos.

MATRICES: PRIMERAS DEFINICIONES

En todos los temas que siguen trabajaremos con conjuntos numéricos con
los que serd necesario realizar cierto tipo de operaciones. Mas concretamente,
necesitaremos que tales conjuntos tengan estructura de cuerpo conmutativo
(véase el apéndice A), que denotaremos genéricamente por K, y que en la
practica puede ser Q, R 6 C. En los casos en los que sea necesario precisar
el cuerpo concreto con el que trabajar lo diremos expresamente.

A los elementos del cuerpo los denominaremos escalares y se denotaran
habitualmente con letras griegas: «, 3, 7, etc. También usaremos la notacién
K" para referirnos al producto cartesiano Kx S xK, es decir el conjunto de
n-uplas (aq,...,qa,), donde cada «o; € K.

35
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Definicion 2.1

Una ordenacién rectangular

ai; Qa2 - Qip
a21 a22 o a2n,
Gml Am2  °° Gmn

se denomina matrizt de orden m x n (m filas y n columnas), donde cada
ai; € K. Los elementos a;1, a2, . .. ai, forman la fila i-ésima, que denotaremos
por F;, mientras que los elementos aij,asy,...,am; conforman la columna j-
ésima, denotada por C;. El conjunto de matrices de orden m xn con coeficientes
en K se denota por M,,x,(K). Para simplificar la escritura es frecuente notar
a las matrices por A = (a;;)1<i<m O simplemente A = (a;;), donde el primer
1<j<n

indice siempre denotard las ﬁlz;sj v el segundo las columnas.

Una matriz A € M, (K) se dird matriz fila y si A € My,»1(K) se dird

matriz columna.

Definicion 2.2

Dos matrices A, B € M, (K) son iguales si los elementos correspondientes
son iguales, es decir, a;; = b;;, 1 <i<m,1<j <n.

Las matrices aparecen en multitud de situaciones por tratarse de objetos
eficaces para tratar informacion de una manera ordenada. El siguiente ejemplo
es una muestra de ello.

Una empresa fabrica pilas eléctricas en tres tamafios: A, By C, y dos voltajes:
Vi y Va. El ntimero de piezas fabricadas cada dia (en miles de unidades) viene

1El término fue acufiado por el matemético inglés James Joseph Sylvester en 1848, aunque
ordenaciones de este tipo son conocidas desde la antigiiedad; por ejemplo, hay constancia de
la aparicién de cuadrados mégicos en la literatura china hacia el 650 a.C.
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dada por la matriz F', y el precio (en céntimos por unidad) en la matriz P:

A BC A ‘7/(; 1‘;20

Vi (20 19 18
F=y\2 19 21 =Bl 69
2 c\ 60 50

Como se puede observar, las matrices anteriores contienen la informacién
sobre la produccién diaria de cada tipo de pila y sus precios. A partir de estas
matrices podemos extraer informacién implicitamente contenida en ellas. Por
ejemplo, la suma de todos los elementos de la matriz F' nos proporciona la
cantidad total de pilas fabricadas de todos los tipos. Si sumamos los elementos
de cada columna obtendremos la cantidad de pilas fabricadas de los tipos A, By
C tanto en el voltaje V7 como en V5. Si por el contrario sumamos los elementos
de cada fila, obtendremos la cantidad de pilas fabricadas por voltaje, de todos
los tipos.

Notese sin embargo que la suma de los elementos de la matriz P no adquiere
un significado relevante. Es decir, la informacion que proporcionan las matrices
depende completamente del contexto al que se refieran.

Definicion 2.3

Una matriz se dice cuadrada si m = n. El conjunto de matrices cuadradas
de orden n con coeficientes en K se notard por M,, (K).

Una matriz cuadrada se dice simétrica si a;; = aj;, Vi, J.

Se denomina matriz traspuesta (o transpuesta) de A = (a;;) (no necesaria-
mente cuadrada) a la matriz A7 = (a;;), es decir, la que resulta al intercambiar
sus filas por sus columnas.

A partir de la definicién se deduce que una matriz es simétrica si y solo si
es igual a su traspuesta.

Definicion 2.4

Los elementos a;;, 1 < i < min{m,n} son denominados elementos diagona-
les, y conforman la llamada diagonal principal de la matriz.
Una matriz con ceros por debajo de la diagonal principal se denomina
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triangular superior. Si los ceros estdn por encima se dird triangular inferior,
y si estan tanto encima como debajo se dird matriz diagonal.

Obsérvese que la trasposicién de una matriz corresponde a una “simetria’
respecto de la diagonal principal. De este modo, una matriz simétrica es aquella
que al trasponerla, no cambia.

Ejemplo 2.2

Las traspuestas de las matrices del ejemplo 2.1 son

20 22
F' =119 19 pr— (10 45 00
- 120 65 50

Operaciones con matrices?

Las operaciones mas simples que podemos realizar con matrices son la suma
y el producto por un escalar, que se definen del siguiente modo:

Definicion 2.5

Dadas A, B € My, xn(K), con A = (a;;) y B = (bij), y @ € K, se definen:

(1) la suma de Ay B como la matriz A+ B € M., «»(K) donde (A+ B);; =
(@ij + bij)-

(11) el producto por escalar de @ € Ky A como la matriz A € M., xn(K)
dada por (ad);; = aa;;.

2Fueron introducidas por el matemético inglés Arthur Cayley en 1857.
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Es decir, podemos sumar matrices siempre que ambas tengan el mismo orden,
y la matriz suma se obtiene sumando los elementos que estan en la misma
posicién. Por otro lado, el producto de una matriz por un escalar es otra matriz
en la que cada elemento estd multiplicado por ese ntimero.

Ejemplo 2.3

Dadas las matrices

1 0 0 0
A=|1 1], B=[|1 0 | € M3x2(R)
0 2 0 1
entonces
1 0 2 0
A+B=1[2 1 |, 2A=| 2 2
0 3 0 4

Los siguientes dos resultados establecen propiedades elementales de la suma
y del producto por un escalar. Las demostraciones de estos resultados son
consecuencia inmediata de la definicién y de las correspondientes propiedades
del cuerpo K.

Proposicién 2.1 (Propiedades de la suma de matrices)

Si A, B,C € My,xn(K), se verifican las siguientes propiedades:
(1) Conmutativa: A+ B=B+ A
(1) Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C

(111) Elemento neutro: existe una tinica matriz 0 € M, «,(K) tal que A+ 0 =
A, VA € M, «n(K), que se denomina matriz nula y cuyos elementos son
todos cero.

(rv) Elemento opuesto o simétrico: para cada matriz A € M, x,(K) existe una
Unica matriz D tal que A+ D = 0. Se notard D = —A.

En consecuencia, el par (M, x,(K),+) es un grupo conmutativo (véase el
Apéndice A).
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Proposicién 2.2 (Propiedades del producto por un escalar)

Sia,f €Ky A, B € Myxn(K) se verifican las siguientes propiedades:
(1) Pseudoasociativa: a(SA) = (af)A
(1) Distributiva respecto de la suma de escalares: (o + 8)A = A + BA

(1) Distributiva respecto de la suma de matrices: a(A + B) = aA + aB

Una vez vista la operaciéon suma de matrices, pareceria bastante natural
definir el producto de matrices de forma analoga, es decir, multiplicando los
elementos que se hayan en la misma posicién. Lamentablemente, el producto de
matrices no se define de ese modo, sino de una forma un poco mas enrevesadas:

Definicion 2.6

Dadas dos matrices A € Myxn(K) y B € M,»p(K), con A = (a;) y
B = (bg;) se define el producto de A por B como la matriz AB € M., (K)
cuyos elementos vienen dados por

(AB);; = Z @ixbrj
k=1

La figura 2.1 ilustra el proceso de multiplicacion. Para obtener el elemento
¢i; de la matriz producto AB debemos multiplicar cada uno de los elementos
de la fila 7 de la matriz A por el correspondiente elemento de la columna j de
la matriz B, y calcular la suma de todos esos productos.

Por otra parte, hay que resaltar que para poder realizar el producto de dos
matrices A y B, los érdenes de las matrices deben guardar una relacién: en
concreto, el nimero de columnas de A debe ser igual al nimero de filas de B
(para efectuar el producto AB).

Ejemplo 2.4

Multipliquemos las matrices F'y P del ejemplo 2.1:

p_ 20-70+19-45+18-60 20-120+19-65+ 18-50
22.-70419-45+21-60 22-120419-65421-50
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’ B : n filas p columnas ‘

=
S,

=
3
bS]

C1j Cip

a1 . (ID <am> Ci1 N \C,} e Cip

Aml  +-- Gmk ... Gmn Cm1 ... Cmk ... Cmp

A :m filas n columnas‘ ’ C = A x B :m filas p columnas

Figura 2.1: Ilustracion del producto de matrices

(3335 4535
~ \3655 4925

. Qué significado tienen las entradas de la diagonal de la matriz producto? Por
ejemplo, el elemento (F P)1; corresponde a la multiplicacién del nimero de pilas
fabricadas de los modelos de voltaje Vi por su precio correspondiente, de modo
que el valor 3335 nos da el beneficio por la venta de todas las pilas de voltaje
V1. Andlogamente el elemento (F'P)aa nos proporciona el beneficio de la venta
de todas las pilas de voltaje V5.

[ Puede el lector averiguar el significado de los elementos diagonales de la
matriz PF?
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Es muy importante observar que jel producto de matrices no es con-
mutativo! En algunos casos simplemente no es posible hacer el producto en
ambos sentidos, pues los érdenes no coinciden. Cuando si es posible hacer el

producto en ambos sentidos, tampoco tiene por qué ser conmutativo, como se
muestra en el ejemplo 2.5

Ejemplo 2.5

Dadas las matrices

10
1 1 0 2
A=11 eM R), B= , C eM R
(0 ) 3><2( ) <2 1) <0 1> 2><2( )

—_

entonces
L 0 3 4 2
AB=1| 3 2 |, BAnoesposible, BC = , CB=
i 9 0 5 2 1

Definicion 2.7

La matriz I, € M, (K), dada por

1
1
I, =
00 - 1
o abreviadamente (I,);; = d;5, 1 < 4,5 < n, donde d;; es el simbolo de

Kronecker®, se denomina matriz identidad de orden n.

3El sfmbolo o delta de Kronecker viene definido por

1 sii=y
0i5 = L
0 sii#j

y le debe su nombre al matematico alemén Leopold Kronecker.
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El producto de matrices verifica las siguientes propiedades:

Proposicién 2.3 (Propiedades del producto de matrices)

Se verifican las siguientes propiedades (siempre que los productos sean posibles):
(1) Asociativa: A(BC) = (AB)C
(1) Distributiva respecto de la suma:
(por la derecha): (B+C)A=BA+CA
(por la izquierda): A(B+C)= AB+ AC
(ur) Distributiva respecto del producto por escalar:

(aA)B = A(aB) = a(AB)

(1v) Elemento neutro: se verifica I[,A = A, Al, = A, VA € M,xn(K),
donde las matrices I, I, son las matrices identidad de 6rdenes n y m,
respectivamente.

La demostracién de estas propiedades se basa exclusivamente en las defini-
ciones de las operaciones correspondientes, aunque resulta un poco tediosa. A
modo de ilustracion, probaremos la asociatividad.

Demostracion:
(1) Consideremos las matrices
A = (aij)i<i<m, B=(bjr)icj<n ¥ C = (crt)i<k<p
1<j<n 1<k<p 1<1<q
Noétese que los érdenes de las matrices deben ser los adecuados, pues en caso
contrario no se podrian realizar los productos. Veamos que el elemento il de la
matriz A(BC) es igual al elemento il de la matriz (AB)C.

Observemos que el elemento il de A(BC) se obtiene al multiplicar la fila i
de A por la columna [ de BC'. Asi pues, concentrémonos en BC'. Sus elementos
(BC);i se obtienen (por definicién) como:

P
(BC)j = Z bircri

k=1
Si ahora calculamos A(BC),

(A(BC))y = ai;(BC)j = ai (Z bikckl> > aijbikcr

k=1 j=1k=1

n
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Ahora hagamos lo mismo con (AB)C. Los elementos de AB son:
(AB)ix = Z aijbjk
j=1
y por tanto:
p p n
Y B =Y (z ) =33 ausbreen
k=1 k=1 k=1 j=1

Puesto que los sumatorios son intercambiables, se obtiene el resultado.
]

Terminamos esta apartado sobre operaciones con matrices viendo cémo
afecta la trasposicién a la suma y el producto de matrices.

Proposicién 2.4 (Propiedades de la trasposicién de matrices)

Si A, B son matrices y a un escalar, entonces

(1) (AT

) (@d)” = aAT.

(i) (A+ B)T = AT + BT.
) (AB)T = BTAT.

Demostracion:

La demostracién de (1)—(111) es muy sencilla y se deja como ejercicio al lector.
Para probar (1v) supongamos que A es una matriz de orden m xn con elementos
(aij) y B una matriz de orden n x p con entradas bj;. Denotando por a’; y bgj

las entradas de AT y BT, respectivamente, estd claro que aij = a;i y by = ;l.
Si ahora denotamos por ¢;; a las entradas de la matriz AB, entonces sabemos

que
n

Cit = E a;jbji
=1

Denotando por ¢, las entradas de (AB)T, entonces

<AB)lz - clz =Cii = Zaz] il = Zb“ aj; = BTAT) ;
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INVERSA DE UNA MATRIZ

Es sabido que el inverso de un escalar es otro escalar tal que, al multiplicar
por éste, se obtiene el elemento neutro de la multiplicacion, es decir, el uno.
De forma similar podemos definir la inversa de una matriz, teniendo presente
que el elemento neutro del producto es la matriz identidad (véase (1v) de la
Proposicién 2.3).

Definicion 2.8

Dada una matriz cuadrada A € M,,(K), se dice que la matriz B € M,,(K)
es su inversa si AB = BA = I,,, donde I,, € M,,(K) es la matriz identidad. Se
notarda B = A~ L.

Si existe una tal matriz se dird que A es regular o invertible. En caso contrario
se dirda que A es singular.

Notese que la inversa solo estd definida para matrices cuadradas, y como
muestra el siguiente ejemplo, no siempre existe.

Ejemplo 2.6

(1) Las matrices

2 =i &
2 2 i =i

verifican que AB = BA = I5 (el lector puede comprobarlo fécilmente), de
manera que B = A~! (o también A = B71).

(1) Sin embargo, la matriz A = (0 0) no posee inversa, pues si existiera

c

wean=(3 ) (2 9= 2

lo que es imposible.

a b
una tal matriz B = ( d)’ se deberia verificar
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Si una matriz tiene inversa, entonces ésta es tnica.

Demostracion:

En muchas ocasiones, para probar la unicidad de un objeto matematico, es habi-
tual suponer que existen dos de tales objetos, y deducir, usando sus propiedades,
que en realidad son iguales. De lo que se sigue que el objeto es tnico. Este es el
método que empleamos aqui: supongamos que B y C' son dos inversas de A, es
decir, BA = AC = I,,. Entonces,

B = BI, = B(AC) = (BA)C = I,C = C

Es decir, B = C, luego la inversa es unica.
]

La siguiente proposicién nos permite relajar ligeramente la definicién de
inversa, no siendo necesario comprobar la conmutatividad del producto.

Proposicion 2.5

Si A, B € M, (K) y verifican que AB = I,,, entonces BA = I,, y por tanto
B=A"1

A pesar de que puede parecer evidente el resultado, la demostracion requiere
un cierto esfuerzo, por lo que la omitiremos.

El siguiente resultado nos muestra cémo funciona la inversién con el producto
y la trasposicion de matrices.

Proposicion 2.6 N

Si A, B € M, (K), se tiene:

(1) Si Ay B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~! = B~1A~1.

(11) Si A es invertible, entonces AT es invertible y (A7)~ = (A=1)T.

Demostracion:

(1) Bastara ver que (AB)(B~'A™!) = I,, lo cual es evidente usando la
propiedad asociativa del producto de matrices.



2.3 = Sistemas de ecuaciones lineales

(11) Si A es invertible, sabemos que AA~! = I,,, de modo que calculando
traspuestas

(AAHYT =1T =1,

Por otro lado, (AA™1)T = (A71)T AT como vimos en (1v) de la Proposi-
cién 2.4. Es decir, el producto de AT con (A~ es la matriz identidad,
por tanto una es la inversa de la otra.

El paso siguiente consiste en encontrar una forma de calcular inversas de
matrices. El primer método que vamos a ver, el método de Gauss, probablemente
es ya conocido por el lector. Para recordarlo, haremos una breve incursién en
los sistemas de ecuaciones lineales, que retomaremos con mayor detenimiento
en el tema siguiente.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Posiblemente, el ejemplo méas habitual del uso de matrices esta en la represen-
tacion de sistemas de ecuaciones lineales, cuya definicién damos a continuacion.

Definicion 2.9

Se denomina sistema de ecuaciones lineal de m ecuaciones con n incognitas
a una expresion del tipo siguiente:

1121 + 1222 + -+ a1pTy, = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2p®Ty, = by
(2.1)

Q121 + GmaT2 + - + Amp®y = bm

donde los a;; son denominados coeficientes, z; son las incognitas y b; el término
independiente.

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen frecuentemente en la resolucién
numérica de ecuaciones en derivadas parciales, en el planteamiento de proble-
mas que provienen de la Fisica, la Economia, etc. En el tema 3 abordaremos
cuestiones relacionadas con la resolucién de este tipo de sistemas. De momento
nos bastara con definir qué entendemos por solucién de un sistema.



m Tema 2 = Matrices y determinantes

Definicion 2.10

Se denomina solucidn del sistema (2.1) a toda n-upla (Z1,...,Z,) € K" que
convierte la expresién (2.1) en una identidad.

Las matrices son muy adecuadas para simplificar la escritura de un sistema.
Asi, si consideramos las matrices

aix - Qin Mo
az1 -+ Q2p T2
A= ] ) ] € Mpxn(K), X = ) € M, x1(K),

am1 *°° Amn Tn

b1

bo

b= ] € My, x1(K)
b’m

el producto de matrices nos permite escribir el sistema de forma simple como
Ax = b.

El lector seguramente conocerd el método de eliminacion habitualmente
empleado para resolver sistemas lineales. El método estd basado en las siguientes
propiedades:

Proposicion 2.7

Se verifican las siguientes propiedades:

(1) Si multiplicamos una ecuacién por un escalar distinto de cero, las solucio-
nes de (2.1) no varfan.

(11) Si intercambiamos dos ecuaciones en el sistema (2.1), las soluciones del
mismo no cambian.

(mm1) Si sustituimos una ecuacién por el resultado de sumar o restar dicha
ecuacién con un miltiplo de otra, las soluciones del sistema (2.1) no varfan.

La demostracién es muy sencilla y se deja al lector.

Estas propiedades nos permiten poner en marcha un método simple y directo
para resolver sistemas lineales conocido como método de Gauss.*

4Este método ya aparece en un libro de mateméticas chino titulado Jiuzhang suanshu o
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Método de Gauss

El objetivo de este método es la transformacién del sistema original en uno
mas facil de resolver mediante la aplicacién de las propiedades descritas en la
Proposicién 2.7. Lo veremos directamente a través de un ejemplo.

Ejemplo 2.7

Resolver mediante el método de Gauss el siguiente sistema:

r+2y+3z2 = 7
r—3y+2z = 5
r+y+z = 3

Realizaremos las siguientes operaciones con las ecuaciones del sistema:

z4+2y+3z = 7 22—1* x4+ 2y+3z = 7
r—3y+2z = 5 LA N —dy—z2z = =2 ro2
z+y+z = 3 —y—2z = —4
T+2y+3z = 7 T+2y+3z = 7
—y—2z = —4 R N —y—2z = -4
—Sy—z = =2 -9z = -—-18

En cada transformacién del sistema hemos usado alguna de las propiedades de
la Proposicién 2.7. En concreto, en la primera transformacién hemos sustituido
la segunda ecuacion por la diferencia entre la segunda y la primera ecuacion,
y luego hemos hecho lo propio entre la tercera y la primera. De esta forma
hemos eliminado la variable x en las dos tultimas ecuaciones. En la segunda
transformacién simplemente hemos intercambiado las ecuaciones segunda y
tercera con objeto de simplificar el siguiente paso. Finalmente hemos llegado
a un sistema en el que han desaparecido las dos primeras variables de la tltima
ecuacién y la primera variable en la segunda ecuacién. El sistema resultante
(denominado sistema triangular) es muy facil de resolver. Empezamos por
resolver la dltima ecuacién (z = 2), y su valor lo sustituimos en la anterior, de
manera que ésta es también fdcil de resolver (y = 0). Sucesivamente, sustituimos
los valores obtenidos en la ecuacién anterior para obtener la solucién de la
primera incégnita (z = 1). A este método de resolver un sistema triangular se
le llama una subida.

Nueve capitulos del arte matemdtico cuyo origen algunos historiadores marcan alrededor del
ano 200 a.C.
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Como hemos visto, el método de Gauss consiste en “triangular” el sistema
dado de manera que pueda resolverse facilmente mediante una subida. Es
importante observar que el papel de las incégnitas es superfluo. Unicamente
son necesarios los coeficientes de las mismas en el sistema asi como el término
independiente, es decir, podemos trabajar facilmente con matrices, como vemos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.8

Resolver el sistema mediante el método de Gauss:

r+3y+z = -3
3z +9y+4z = -7
2 —y+2z = 6

En forma matricial,

1 -3 Fy—3F 1 3 1] -3
3 09 4|-7 |22 0 o 1] 2
2 -1 1 6 0 -7 —1] 12
13 1]|-3
BoByl 0 -7 -1 12
0 0 1 2
Resolvemos mediante una subida y obtenemos z =2, y = —2 y £ = 1. La terna

(1,—2,2) es solucién de este sistema.

Es habitual marcar con una linea la separacién entre la matriz de los co-
eficientes del sistema y los términos independientes. Por otra parte, ndtese que
hemos operado con las ecuaciones a través de las filas de la matriz, conveniente-
mente notadas como F;. Es muy aconsejable anotar en cada paso las operaciones
realizadas.

Obsérvese ademas que la matriz resultante es una matriz triangular superior.

Matrices elementales

Las operaciones llevadas a cabo en el método de Gauss se conocen como
operaciones elementales y pueden ser interpretadas mediante multiplicacién de
matrices elementales que definimos a continuacion:
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Definicion 2.11

(I) E;j es la matriz que se obtiene de la identidad cuando intercambiamos la
fila ¢ con la fila j, es decir:

o --- 1 <—Fila i

1 --- 0 <—Fila j

1

(1) E;(\) es la matriz obtenida al multiplicar la fila ¢ por A en la matriz
identidad, es decir:

E;(\) = A +—Fila i

1

(1) E;;(A) es la matriz obtenida de la matriz identidad al sumar a la fila j, la
fila ¢ previamente multiplicada por A, esto es:

Col. i Col. j
4 4
1
1 <—Fila i
E;j(A) =
A oo 1 <—Fila j
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El siguiente resultado nos dice cémo funciona el método de Gauss a través
de las operaciones con matrices elementales.

Proposicion 2.8

Sea A € Myxn(K) y sean E y F matrices elementales de orden m y
n, respectivamente. Entonces el producto EA es la matriz que se obtiene de
A cuando aplicamos a sus filas la misma transformacion que aplicamos a la
identidad para obtener E.

Anélogamente, AF' es la matriz que se obtiene de A cuando aplicamos a sus
columnas la misma transformacién que aplicamos a la identidad para obtener

F.

Demostracion:
Probemos solamente que el resultado es cierto para la matriz elemental £ =
E;;j(A\). El resto de las pruebas es similar y se deja al lector.

En primer lugar observemos que si denotamos por eg; los coeficientes de la
matriz F, entonces

1 sik=I,
el =<4\ sik=jyl=i, 1<k Il<m

0 en el resto.

La matriz producto FA tiene como elementos

(EA)kp :Zeklalp, 1<k<m, 1<p<n
=1

Si k # j, el unico elemento ex; con 1 <1 < m no nulo es egy (es decir, el dnico
elemento de la fila k no nulo es el de la diagonal), luego (EA)kp = akp. Esto es,
todas las filas (salvo la j-ésima) de la matriz producto son iguales a A.

En la fila j, sélo hay dos elementos no nulos, ej; = A y e;; = 1, luego
(EA)jp = Aaip +ajp, 1<p<n

luego la fila j-ésima del producto E'A corresponde a la suma de los elementos
de la fila i de A multiplicados por A, més los elementos de la fila j. Esto prueba

el resultado.
[
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Ejemplo 2.9

-1 3 4
Consideremos la matriz A = 2 1 0
2 -1 -1

(1) Multipliquemos por la izquierda por la matriz F3(2):

100 -1 3 4
Es2)=(0 1 0 |=E@4=| 2 1 o
00 2 4 -2 -2

La operacién realizada equivale a multiplicar por 2 la tercera fila de A.

(11) Multipliquemos a la izquierda por la matriz Ej3(—2):

1 0 0 -1 3 4
E13(_2) = 01 0 = E13<—2)A = 2 1 0
-2 0 1 4 -7 -9

El producto es equivalente a multiplicar por —2 la primera fila de A y
sumarla a la tercera.

(1) Multipliquemos a la izquierda por la matriz Eag:

1 0 0 -1 3 4
FEo3 = 0 0 1 éEggA: 2 -1 -1
0 1 0 2 1 0

El producto equivale a intercambiar entre si las filas segunda y tercera.

El lector puede comprobar qué sucede cuando las multiplicaciones se realizan
a la derecha.

Gracias a estas matrices elementales, es evidente que el método de Gauss
no supone mas que la multiplicacién sucesiva de matrices elementales. Es por
ello que ahora, méds que nunca, se hace indispensable anotar las operaciones
realizadas entre las filas de la matriz, pues cada una de ellas corresponderd a
una multiplicacién por una matriz elemental. En la seccién 3.3.1 usaremos este
hecho con maés detalle para resolver sistemas de una forma particular.
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CALCULO DE LA INVERSA MEDIANTE OPERACIONES ELEMENTALES

En esta seccién vamos a usar el método de Gauss para calcular la matriz
inversa de una matriz cuadrada. Comencemos con un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.10
2 1
A =
4 3
y calculemos su inversa.

Consideremos la matriz
Para ello debemos buscar una matriz B € Msys tal que AB = I. Si

ponemos,
1 T2

B:
T3 T4

2 1 1 0
AB=1, = R
4 3 Tr3 X4 0 1

lo cual equivale a resolver el sistema

entonces

2z 23 =
200 + 3 =
4r1 +3x3 =
dxo + 324 =

= o O =

Antes de resolver este sistema por el método de Gauss podemos observar que

dicho sistema estd desacoplado, es decir, podemos resolver independientemente

las ecuaciones primera y tercera, por un lado, y la segunda y la cuarta por otro.
Resolviendo el primero de esto sistemas mediante Gauss se obtiene:

2 11\ meam [ 2 1] 1
S
4 3]0 0 1|-2

de donde z3 = -2y 1 = %, después de resolver mediante una subida.
No obstante, existe una alternativa a la resolucion mediante una subida para
resolver el sistema: podemos diagonalizar la matriz de los coeficientes siguiendo
el esquema descrito por el método de Gauss, es decir, haciendo ceros ahora por
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encima de la diagonal principal:

2 1 1 Fy—Fy 2 0
—3
0 1]-2 0 1
De hecho, hemos dado un pequeno paso mas; una vez diagonalizada la matriz
hemos multiplicamos adecuadamente cada fila para que en la diagonal de la
matriz de los coeficientes obtengamos un 1. De este modo se observa que el
término independiente muestra exactamente la soluciéon de sistema, mientras
que la matriz de los coeficientes se ha transformado en la matriz identidad. Esta

“extension” del método de Gauss es conocida como método de Gauss-Jacobi.
Procedemos del mismo modo con el otro par de ecuaciones para encontrar

3
3>éF1 10‘5

=7

T2y T4t
2 110 Fy—2F, 2 1|0 Fy—Fy 2 0] -1
== ——3
4 311 0 1|1 0 1 1
1
pm (1 0|4
01| 1
de donde deducimos que x5 = —% y x4 = 1. Asi pues, la inversa de A viene
dada por
3 _1
A_1 _ 2 2
-2 1

No obstante, es interesante observar que los dos sistemas desacoplados, cuya
solucion nos ha permitido obtener la matriz inversa, tienen la misma matriz
de coeficientes (igual a la matriz A), por lo que la aplicacién del método de
Gauss-Jacobi realiza exactamente las mismas operaciones en ambos. Por tanto,
es posible resolver ambos sistemas simultdneamente si escribimos juntos los dos
términos independientes:

F1—F»

3 1
2 11 0 1R 10‘5—5
4 3|0 1 0 1]-2 1

Vemos que la matriz de inicio esta formada por la “unién” de la matriz A e Is,
mientras que la matriz final est4 formada por I, y A~!. Dicho de otro modo,
las operaciones elementales que nos conducen desde la matriz A a la matriz
identidad, son las que nos llevan desde la matriz identidad a A~".

Fo—2F
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Como hemos podido ver en este ejemplo, el cdlculo de la inversa de una
matriz A € M,,(K) por el método de Gauss consiste en diagonalizar la matriz
(A | I,) hasta conseguir la identidad mediante transformaciones elementales.
La matriz resultante en la derecha es la inversa de la dada.

Ejemplo 2.11

Encontrar la inversa de la matriz

1 2 0
A=10 1 3
2 -1 -8

Escribimos la matriz junto con la identidad de orden 3:

1 2 0|10 0 1 2 0] 100
A= o 1 3|01 o0 |2 0 1 3] 01 0
2 -1 -8|0 0 1 0 -5 —8[-2 0 1
120 00\ | 120/ 10 0
= F
LB 0 1 3] 0 o | = o013 01 0
2 5 1
00 7|-2 5 1 DO 1|=2 & &
2 0/ 1 0 o0
53k, 6 _8 _3
B 0l 7 -7 —%
2 5 1
01—z 7 7
oo =2 £ <
L P
2 B
2 5 1
00 1]j-7 37 3
Luego,
5 16 6
T 7T 7
-1 __ 6 8 3
A7 =1 2 -3 -3
2 51
T 7T 7

El lector puede comprobar que en efecto AA™! = I5.
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Ejemplo 2.12

Calcular la inversa de
2 4
A =
3 6
Procediendo como en el ejemplo anterior:
2 411 0 iR 12‘%0 Fa—3F, 12‘
= s
3 6|0 1 3 60 1 0 0|~

Podemos observar en este caso que no hay forma alguna de obtener la matriz
identidad mediante transformaciones elementales de A. Esto significa que no
existe A~ 1.

N N
— o

En definitiva, mediante el método de Gauss tenemos un método para,
mediante operaciones elementales, obtener una matriz triangular superior. Si
los elementos diagonales de esta matriz son todos distintos de cero, es posible
realizar nuevas operaciones que nos conduzcan a una matriz diagonal, y por
tanto, aplicando (1) de la Proposicién 2.7 llegar a la matriz identidad mediante
operaciones elementales.

Puesto que la aplicaciéon de operaciones elementales equivalen a multiplicar
por matrices elementales, podemos escribir:

By EsBiA=1= A= (Ey-- FEyE)) ' =E'Ey - B!

donde FE1, ..., Ej son las matrices elementales correspondientes a las operacio-
nes realizadas. Por ejemplo, en el ejemplo 2.11, las matrices elementales usadas
son:

Ey = E13(-2), B> = Ex3(5), Es = E3(3), By = E3(—3), Es = E21(—2)

Es facil demostrar que las matrices elementales son invertibles, y su inversa
es un matriz elemental.? De este modo se tiene el siguiente resultado.

)

J

Una matriz es invertible si y sélo si es producto de matrices elementales.

5Basta observar que para llegar a la identidad desde una matriz elemental debemos realizar
la operacién elemental “inversa”.



m Tema 2 = Matrices y determinantes

Como ya hemos visto, la definicién del producto de matrices nos permite ver
el sistema (2.1) en forma matricial como Ax = b. Si resulta que este sistema
es cuadrado, esto es, tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas
(m = n), y ademds la matriz de los coeficientes es invertible, multiplicando
por A~ a la izquierda obtenemos A~'Ax = A~'b. Puesto que A™'A = I,, e
I,x = x, se sigue que x = A~ 'b.

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

El concepto de determinante® se va a definir de manera inductiva. Para
una visién general del método de inducciéon matematica, que serd usado con
frecuencia en las demostraciones de esta seccién, nos remitimos al apéndice A.

Comenzaremos con un par de definiciones previas.

Definicion 2.12

Se denomina submatriz de una matriz A € M, x,(K) dada, a cualquier ma-
triz obtenida de A eliminando un conjunto determinado de filas y/o columnas.

Definiciéon 2.13

Se denomina matriz adjunta del elemento ij de una matriz A, y se denotard
por A;;, a la submatriz obtenida al eliminar la fila ¢ y la columna j de dicha
matriz.

Notese que la matriz adjunta de un elemento cualquiera tiene siempre un
orden menos que la matriz inicial (véase la figura 2.2).

6Los determinantes aparecen con anterioridad a las matrices. El de orden dos ya aparece en
la obra de Cardano en 1545, en relacién con la solucién de sistemas lineales de dos ecuaciones
con dos incégnitas. Los de orden superior aparecen casi simultdneamente en las obras del
japonés Kowa Seki y el alemén Gottfried Wilhelm von Leibniz alrededor del ano 1680. Pero
es el francés Augustin Louis Cauchy el que en 1812 comienza a usar los determinantes en el
sentido actual, probando varias de sus propiedades.
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ai;r ajz ... ain a1 a1z ... Qin

a21 d2n az1 az3 ... G3p
A= . . — A22 =

Am1 Gh2 .. Qmn m1 Gm3 ... Amp

Figura 2.2: Matriz adjunta del elemento 22

Definicion 2.14

Sea A € M,,(K). Se define el determinante de A, que denotaremos por det A
6 |A|, del siguiente modo:

= Sin=1, |A] = a;.
= Sin>1,

n
|Al = a11|A11] — as1|Aor| + - + (=1)" M an| A | = Z(_l)i+1ai1|Ail|
i=1
donde |A;1| es el determinante de la matriz adjunta del elemento i1, que
corresponde a una matriz cuadrada de orden n — 1.

Veamos cémo desarrollar la definicién de determinante en los casos n =2y
n=23:
. ail a2
() Sin=2 A= , entonces
az1  a22

|A| = a11|A11| - ¢121|A21| = a11a22 — 21412

a1l aiz2 a13

() Sin=3, A= | a2 a2 azs |,entonces

a3y asz as3

Al = anlAun| —a2i|da| + asi1]|As | =
a2 a23 a2 a3 ai2 a3
= an — ag + as1
asz ass asz2 Q33 G2 Q23

= 011022033 — (11032023 — 021012033 + 21032013

+asi1a12a23 — a31022013
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e w
0,11‘0412 - an“‘alg

a21 G22 21 a2z @13

(a) Orden dos (b) Regla de Sarrus

Figura 2.3: Féormulas para los determinantes de orden dos y tres

Como se puede observar, el determinante de una matriz es un nimero que
se calcula mediante sumas y productos de sus coeficientes. El determinante de
una matriz de orden dos tiene una expresion facil de recordar, pues se trata
de calcular el producto de los elementos de la diagonal principal y restarle el
producto de los elementos de la diagonal opuesta (véase la figura 2.3a)

Sin embargo, para el determinante de orden tres aparecen seis productos,
que dificultan la memorizaciéon de la férmula que proporciona su valor. No
obstante, existe una sencilla regla mnemotécnica para recordar la expresién del
determinante de una matriz de orden tres, la conocida como regla de Sarrus,”
que nos indica cudles son los productos con signo positivo y cudles los de signo
negativo (véase la figura 2.3b).

Es importante resaltar que estas reglas (que parecen tener un cierto parecido)
no son extensibles a determinantes de orden superior. En particular, jla regla de
Sarrus sélo es valida para determinantes de orden tres! Por otra parte, aunque la
regla tiene un cierto “encanto” que la hace muy popular entre los estudiantes,
veremos mas adelante que es preferible calcular determinantes de orden tres
empleando alguna de las propiedades que siguen. Al fin y al cabo, la regla
de Sarrus obliga al célculo de seis productos, que pueden hacerse un tanto
€ngorrosos.

El resto de la seccién estd dedicada a presentar una serie de propiedades que
nos permitirdan simplificar el cdlculo de determinantes.

"Introducida por el matemético francés Pierre Frédéric Sarrus en 1833.
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Propiedades de los determinantes

Proposicion 2.9

Si una matriz cuadrada A tiene una fila completa de ceros, entonces su
determinante es nulo.

Demostracion:

Procederemos por induccién en el orden de la matriz. Si n = 1 el resultado
es evidente. Supongamos ahora que el resultado es cierto para las matrices de
orden n—1, y probémoslo para orden n. Supongamos ademés que la fila j-ésima
es nula, es decir aj; = --- = a;, = 0. Entonces, por definicién,

n

‘A| = Z(_l)iﬂail \Aﬂ\

i=1

Ahora bien, cada matriz A;; tiene orden n—1 (pues es la adjunta de una matriz
de orden n) y todas, salvo Aji, tienen una fila completa de ceros. Por hipétesis
de induccién, |A;1| = 0 Vi # j. Luego

n

Al =Y (=) an|An| = (=1)" a1 |45

i=1

pero este tltimo sumando también es nulo, pues a;1 = 0 (ya que estd en la fila

J); de aqui se tiene el resultado.
|

Proposicion 2.10

Se verifica:

ari A1n aix - Qip aix - Qip

ain +bin o @i b | =lai 0 Q| T b o bin (2-2)

apl o Ann apl - Gpn apl - Gpn

Demostracion:
Nuevamente procedemos por induccién en n. Al igual que antes, para n = 1 el
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resultado es trivial. Supongamos ahora el resultado cierto para el orden n — 1y
probémoslo para n. Denotaremos por C' a la matriz del primer miembro de la
igualdad en (2.2) y por A y B a las de la derecha, respectivamente. Queremos
probar que |C| = |A| + |B|.

Por definicién,

‘C| = a11|011| + -+ (—1)”1(&“ + bi1)|ci1| + -+ (—1)n+1an1|0n1‘

observemos ahora que cada matriz Cj; con j # i es de orden n — 1 y mantiene
la misma estructura que C, por tanto podemos usar la hipétesis de induccion y
asegurar que |Cj1| = |Aj1| + |Bj1], si j # 4. Asi pues,

IC| = a1 (|A1| + |Buia|) + - + (_1)i+1(ai1 + bi1)|Ci1]
+ .+ (71)”+1an1(\An1| + ‘Bn1|)

Finalmente, basta observar que C;; = A;; = B;1 (pues todas las matrices tienen
las mismas filas excepto la i-ésima) y aplicar la definicién de determinante para

obtener lo deseado.
]

Proposicion 2.11

Si B es la matriz obtenida al multiplicar los elementos de una fila de la
matriz A por un escalar A € K, entonces |[B| = A|A|.

Demostracion:
Nuevamente el resultado es trivial para n = 1. Para probar el caso n, supuesto
que se satisface el caso n — 1, vemos que si

air - Qin 11 - Gin
A=lan - entonces B = |\a;1 -+ Aain
An1  *°  Gpn An1 ce Ann,

Por tanto,
|B| = an1|Bua| + -+ + (=1) Aaqr |Bia | + - + (1) a1 | B |

Como en la demostracién anterior, cada matriz Bj;, con j # 4, tiene orden
n — 1y la misma estructura que B. Por hipdtesis de induccion, |Bji| = A|A;1].
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Por otra parte, estd claro que B;; = Aj;1, asi pues, sustituyendo en la ecuacién
anterior

|B| = CL11)\|A11| + -+ (—1)i+1)\ai1|Aﬂ| + -+ (—1)"+1an1)\|An1\ = >\|A|

Proposicion 2.12

Si B es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos de sus filas, entonces
|B| = —|A].

Demostracion:

Como antes, procederemos por induccién en el orden de la matriz. Comenzamos
probando el caso n = 2 (pues el caso n = 1 no adquiere significado en esta
situacién). Es claro que

ailp a2 a1 a22

= 11022 — G12021 = —(a21a12 - a11a22) = -
a1 Q922 ailr a2

Para probar el caso n, supuesto que se verifica el caso n — 1, empezaremos
probando que el resultado es cierto si intercambiamos dos filas consecutivas.

Sea A = (a;;) y sea B la matriz obtenida al intercambiar dos filas consecu-
tivas, ¢ — 1 e 7. Entonces:

aii t A1n
a;1 s Qin <—Filai—1
B =
a;—1,1 *°° Qj—1n | < Filad
Gnl o Gnn

Usando la definicién de determinante,

|B| = a11|Bi1 |+ - -+ (=1) an|Bi—11|+(=1) "t a;_1 1| Bia |+ - -+ (=1)" a1 | B
(2.3)
Ahora usamos la hipétesis de induccién en cada matriz Bji, j # ¢ — 1,i. Puesto
que son matrices de orden n — 1 obtenidas al intercambiar dos filas consecutivas
de las correspondientes matrices A;i, entonces |Bji| = —|A;1], si j #1—1,1.
Por otro lado, es facil darse cuenta que B;_11 = A;1 y que B;; = A;—11.
Finalmente, sustituyendo en (2.3)
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|B| = —an|An| + -+ (=Dai|Aa| + (=1 a1 1| Ai_1 1]
+ (_1)n+1a7L1|An1| = _|A|

Para probar el caso general, es decir, cuando intercambiamos dos filas no
necesariamente consecutivas, es suficiente observar que el intercambio de la fila
i con la fila j equivale a realizar 2k — 1 cambios consecutivos, donde k = |i — j|.
Por tanto, el signo se altera 2k — 1 veces, que al ser un nimero impar, supone

un cambio de signo en el valor del determinante.
]

Proposicion 2.13

Si una matriz tiene dos filas iguales su determinante es nulo.

Demostracion:
La demostracién es consecuencia inmediata de la proposicion anterior, puesto
que si intercambiamos dos filas iguales, el determinante de la matriz debe
cambiar de signo, aunque la matriz es la misma, por lo que |A| = —|4| =
|A| = 0.

]

El siguiente resultado es consecuencia de las proposiciones anteriores y jugara
un papel fundamental en el cdlculo de determinantes.

Proposicion 2.14

Si B es la matriz obtenida de A al sumar a una fila de A, un multiplo de
otra fila de la matriz, entonces |B| = |A|.

Demostracion:
En efecto, si B es de la forma especificada en el enunciado:

ail e a1n
aj1 Ajn
|B| = '
aip+Aaji o ain + Aajn
an1 e Ann
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podemos hacer uso de las Proposiciones 2.10 y 2.11 para descomponer el deter-
minante del siguiente modo:

aiyr - Qip aiyp - QGin

(ljl ajn a]1 ajn
|Bl=|: . 1|+A

ai1 Qin, aj1 Ajn

apnl ctr Apn an1 ctr A

y este ultimo determinante es nulo puesto que tiene dos filas iguales.
|

Nétese que la transformacion efectuada en esta proposicién es una de las
transformaciones tipicas que se llevan a cabo en el método de Gauss, y que no
altera el valor del determinante.

El resultado que sigue a continuacién nos da un caracterizacién inmediata
de las matrices regulares, esto es, las que poseen inversa.

Proposicion 2.15

A es una matriz regular si y sélo si |A| # 0.

Demostracion:
Observemos en primer lugar que las Proposiciones 2.11, 2.12 y 2.14 afirman
que los determinantes de las matrices elementales son |E;;| = —1, |E;(A\)| = A

v |Ei;(A)] =1, pues tales matrices han sido obtenidas de la identidad mediante
las operaciones senaladas en los resultados mencionados, y es facil ver que el
determinante de la matriz identidad (de cualquier orden) es 1. Por tanto, se
deduce que
det(FA) = det(E) det(A)
para cualquier matriz elemental E y cualquier matriz A. Luego
det(E1 R EkA) = det(El) s det(Ek) det(A)

para cualesquiera matrices elementales F1, ..., Ey. Como por el Teorema 2.2,
A es regular si y sélo si es producto de matrices elementales, es decir, A =
Ei--- Eyp, se tendréd que

det(A) = det(E] - -+ E}) = det(EY) - - - det(E},) # 0
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Proposicion 2.16

Si A, B € M,,(K) entonces det(AB) = det(A) det(B).

Demostracion:

Si det(A) =0 6 det(B) = 0 entonces A 6 B es singular, y por tanto también lo

es AB (véase Proposicién 2.6), luego det(AB) = 0 (por la Proposicién 2.15).
Si det(A) y det(B) no son nulos, ambas son matrices invertibles y por tanto

seran producto de matrices elementales. La demostracién de la Proposicion 2.15

nos da el resultado.
]

Proposicion 2.17

det(A) = det(AT)

La prueba de este resultado sigue la misma idea que la de la Proposicién 2.16
y se deja al lector (ejercicio 27).

Como consecuencia de este iltimo resultado, las proposiciones 2.9-2.14, que
enuncian propiedades por filas, pueden ser también enunciadas por columnas.

Finalmente, usando la nota 2.3 y la proposicién 2.12 se tiene el siguiente
resultado:

L J

Si A = (a;;) entonces

n

Al = (—1)Hai;] Ayl

Jj=1

y también
n

Al = (1) ay| Ay

i=1
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En definitiva, podemos desarrollar el determinante mediante los adjuntos de
cualquier fila o columna.

En el siguiente ejemplo veremos como aplicar algunas de las propiedades
anteriores para obtener el valor de los determinantes.

Ejemplo 2.13

Calcular el valor de los siguientes determinantes:

1 2 3 4
3 5 1 2 4 1 = 5 &
I) (156 25 5 Im |7 5 2 111
0 (1) (111 9 10 11 12
1 0 7 11 13 4

13 14 15 16

(1) Observemos que

3 5 1 3 5 1
15 25 5/=5-13 5 1|=5-0=0
1 0 7 1 07

donde hemos aplicado la Proposiciéon 2.11 a la segunda fila y luego la
Proposicién 2.13 a las filas uno y dos. En consecuencia, es inmediato
observar que si una matriz tiene una fila (o columna) multiplo de otra,
entonces su determinante es cero.

(1) Si aplicamos la Proposicién 2.14 a las filas dos y tres,

2 4 1 2 4 1
7 5 2/™="7 5 2
11 13 4 4 8 2

vemos que el determinante resultante tiene las filas una y dos proporcio-
nales, luego por el comentario anterior el determinante es nulo.

(111) Aplicando la Proposicién 2.14 obtenemos un determinante con dos colum-
nas iguales,

1 2 3 4 1 1 3 1
5 6 7 8|&Zal|s 1 1|
91011127911117O
13 14 15 16 13 1 15 1
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En todos los casos anteriores hemos llegado a determinantes que tienen dos
filas o columnas idénticas, lo que hace que el valor del determinante sea nulo.
Obviamente, eso no va a ocurrir en general, pero en ocasiones merece la pena
perder un poco de tiempo realizando operaciones sencillas en el determinante
para ver si es posible obtener este hecho. Cuando esto no ocurre, la mejor forma
de calcular un determinante es seguir los pasos que comentamos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.14

Calcular el valor del determinante:

-1 4 3 -2
-3 1 0 5
1 -1 3
1 1 1

En lugar de proceder directamente desarrollando por una fila o columna haremos
uso de los resultados anteriores (esencialmente la Proposicién 2.14) a fin de
lograr el mayor nimero de ceros en una misma fila o columna, de manera que al
usar el Teorema 2.3, tengamos un nimero elevado de sumandos que quedaran
multiplicados por cero. Asi pues, trataremos de hacer ceros en la tercera columna
(pues ya hay uno y los cdlculos son mds sencillos):

-1 4 3 =2 ot -7 1 0 =5

-3 1 0 5| i3F|=3 1 0 5
1 -1 3 |4 20 4
1 1 1 2 1 1 1

desarrollando por la tercera columna
-7 1 -5 B-Pr 17 1 5
F5—2F; 4 10 2 5
=—1-3 1 5/ = —| 4 0 10| = = = —124.
18 14 9

4 2 4 18 0
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Es muy importante observar que en todas las transformaciones que hemos
realizado en el ejemplo anterior, la fila o columna que transformamos no se
multiplica por ningtin nimero, pues de hacerlo, el determinante quedaria mul-
tiplicado por dicho ntmero.

En las dos siguientes secciones usaremos el calculo de determinantes para
obtener el rango de una matriz y su matriz inversa.

(6]
RANGO DE UNA MATRIZ

Una de las principales aplicaciones de los determinantes reside en el calculo
de rangos,® que serd de mucha utilidad a lo largo de todo este texto. Es por ello
que el método que vamos a ver en esta seccién adquiere especial importancia.

Definicion 2.15

Se denomina menor de orden k de una matriz A € M, «,(K) al determi-
nante de una submatriz cuadrada de A de orden k.

Definicion 2.16

Se llama rango de una matriz A € M, (K) al mayor orden de entre todos
los menores de A no nulos.

Es decir, si rango(A) = r, toda submatriz cuadrada de A de orden mayor que
r tiene determinante nulo, y al menos existe una submatriz cuadrada de orden
r con determinante no nulo. Nétese que es inmediato que si A € M, 5, (K)
entonces rango(A4) < min{m,n}

)

J

El rango de una matriz no se altera si:

(1) Intercambiamos entre si dos filas (o dos columnas).

8Definido por primera vez por el matematico aleman Ferdinand Georg Frobenius en 1878.
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(11) Trasponemos una fila con una columna (esto es, intercambiar la fila i con
la columna 7).

(1) Multiplicamos los elementos de una fila (o columna) por un escalar distinto
de cero.

(1v) Sumamos a una fila (o columna) los elementos de otra fila (o columna)
multiplicados por un escalar.

La demostracién de este resultado se deduce directamente de las propiedades
de los determinantes.

Calculo del rango de una matriz: método del orlado.

La definiciéon de rango nos indica una forma de proceder con su calculo: en-
contrar el mayor orden de entre todos los menores no nulos. Para ello, podriamos
considerar todos los menores de una matriz y calcular sus determinantes, sin
embargo, el siguiente método, conocido como método del orlado, nos proporcio-
na un procedimiento en el que no es necesario obtener todos los menores de la
matriz.

En primer lugar denominaremos menor bdsico a cualquier menor distinto de
cero. A las filas y columnas de A que conforman ese menor se les denomina filas
y columnas basicas.

Para calcular el rango de una matriz se procede como sigue:

(1) Se suprimen todas las filas o columnas completamente nulas. Si todas las
filas de una matriz son nulas entonces rango(A) = 0.

(11) Tomamos una fila donde exista un menor de orden uno no nulo. La fila y
columna correspondientes a ese menor se consideran como bésicas.”

(1) Orlamos, esto es, afiadimos a la fila y columna bdsicas una nueva fila y
una nueva columna, para formar un menor de orden dos. Si este menor es
nulo, orlamos con la misma fila y una nueva columna, hasta encontrar un
menor de orden dos distinto de cero.

Si todos los menores de orden dos obtenidos al orlar con la misma fila y
todas las posibles columnas son nulos, podemos eliminar la fila en cuestion
(puesto que no aporta rango a la matriz), y proceder con la siguiente,
repitiendo el mismo procedimiento.

90bviamente, si se considera cualquier otro menor de orden uno distinto de cero, las filas
y columnas baésicas serian otras. El procedimiento que lleva a cabo el método del orlado no es
unico.
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(rv) Una vez encontrado un menor de orden dos distinto de cero, considera-
mos como basicas las filas y columnas que la componen y orlamos para
encontrar un menor de orden tres no nulo, repitiendo el procedimiento
anterior.

(v) Si al orlar un menor de orden k con todas las filas y columnas disponibles
no encontramos un menor de orden k + 1 distinto de cero, entonces
rango(A) = k.

Ejemplo 2.15

Calcular el rango de la matriz

0 1 0 1 3
0 -3 0 4 1
0 0 -5 —4
A= 0 0 € M6><5(R)
1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1

Esta claro que el rango maximo de esta matriz es 5, puesto que no es posible
construir un menor de orden 6. Puesto que la cuarta fila es completa de ceros,
podemos eliminarla y proseguir sin ella. En la matriz resultante buscamos un
menor de orden uno distinto de cero; por ejemplo, el formado por la fila 1,
columna 2, que a partir de ahora, son consideradas bésicas.

o [1]o 1 3
0 -3 0 4 1
0 2 0 —5 —4|eMsx(R)
1 11 1 1
1 -11 1 1

Orlamos este menor hasta encontrar uno distinto de cero. Es fécil ver que orlando
con la segunda fila y la cuarta columna, el menor

£0

11
-3 4

Las filas basicas son ahora {1, 2}, y las columnas bdsicas {2,4}. A continuacién
orlamos con la tercera fila y la quinta columna (es inmediato ver que, orlando
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con la primera o la tercera columna no podemos conseguir un menor distinto de
cero). El menor

1 1 3
-3 4 11=0
2 -5 -4

De este modo, orlando con la tercera fila no hay forma de obtener un menor
distinto de cero, por lo que podemos eliminar dicha fila.
Orlamos con la cuarta fila y la columna primera; el menor

0 1 1
0 —3 4/#0
1 11

Luego las filas basicas son ahora {1,2,4} y las columnas bésicas {1,2,4}.
Orlamos con la quinta fila y la tercera columna,

1 0 1

-3 0 4
=0

1 1 11

1 -1 1 1

Por tanto podemos eliminar la columna tercera. Finalmente, orlando con la
quinta columna:

11 3

-3 4 1
£0

1 1 1 1

1 -1 1 1

Puesto que no quedan més filas por orlar, el rango(A) = 4.

Es importante resaltar que, en todo el procedimiento, una vez que consegui-
mos un menor basico de un cierto orden, no lo perdemos, es decir, a la hora
de buscar menores basicos de orden superior usamos siempre el menor que ya
tenemos completandolo con mas filas y columnas, esto es, orldndolo.

Calculo del rango mediante el método de Gauss

Existe una alternativa para el cédlculo del rango de una matriz usando el
método de Gauss descrito en la seccién 2.3. Dado que las operaciones involu-
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cradas en el método de Gauss no modifican el rango (como consecuencia de las
propiedades de los determinantes), para realizar este cdlculo procedemos a trian-
gular la matriz del mismo modo que hacemos con un sistema, es decir, haciendo
nulos todos los elementos que quedan por debajo de la diagonal principal. El
rango de la matriz resultara igual al nimero de filas no nulas que resulten tras
la triangulacién.

Ejemplo 2.16

Calcular el rango de la matriz

1 6 11 16
2 7 12 17

A=13 8 13 18| € Msxu(R)
4 9 14 19
5 10 15 20

Triangulamos mediante el método de Gauss, haciendo ceros en la primera
columna por debajo de la primera fila, y luego haciendo ceros en la segunda
columna, por debajo de la segunda fila

L6 11 16\ 2750 (1 6 11 16
2 7 12 17| Fa-am |0 -5 —10 —15
3 08 13 18| =M 10 —10 —20 —30
4 9 14 19 0 —15 —30 —45
5 10 15 20 0 —20 —40 —60

eoom, (16 1116

Fy—3F, |0 —5 =10 -—15

522000 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Dado que la matriz obtenida es triangular y que el nimero de filas no nulas es
dos, el rango de la matriz A es 2.
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APLICACION DE LOS DETERMINANTES AL CALCULO DE LA INVERSA

Finalmente, veamos como se usan los determinantes para calcular la inversa
de una matriz.

Definicion 2.17

Dada una matriz cuadrada A, se denomina adjunta de una matriz (o matriz
de cofactores) de A a la matriz adj(A) € M,,(K) dada por

(adj A)s; = (—1)"17|Ay]

Es decir, la adjunta de una matriz es una nueva matriz en la que cada
elemento ij es igual al determinante de la matriz adjunta de ese elemento,
multiplicada por (—1)*™7, es decir, con un determinado signo, que dependerd de
la “posicién” de ese elemento. A partir de la matriz de cofactores se obtiene la
inversa de una matriz, segiin muestra el siguiente resultado.

L )

Sea A € M,,(K) una matriz invertible. Entonces

_ 1
A7 = A A"

Demostracion:
Denotemos por ¢;; = (adj(A));;. Entonces,

ajl v Qip 11 Cpl
Aadj(A)" =
an1 T Ann Cin e Cnn
(Aadj(A Z ajpCir sij=1
(Aadj(A Z aipCjl Sij#1
k=1



2.7 = Aplicacidn de los determinantes al calculo de la inversa

Ahora bien, por la definicién de la adjunta y el Teorema 2.3

n

(Aadj(A)")j; =Y ajecip = Y (=1)7 Fai| Az| = |A] (2.4)
k=1

k=1

Por otra parte, si B es la matriz siguiente, en la que las filas i y j son iguales,

aixr - Qin

aj1 0 Qin
B =

a;1 0 Qi

Gn1  *°° Onpn

<—Fila 4

<—TFila j

y desarrollamos su determinante por la fila j, entonces

n
|B| = Zaikcjk = 0
k=1

(2.5)

pues B tiene dos filas iguales. De (2.4) y (2.5) se sigue el resultado.

Obsérvese que el resultado anterior solo tiene sentido si |A| # 0, que es,
precisamente, la condicién de no singularidad obtenida en la Proposicién 2.15.

Ejemplo 2.17

Calcular la inversa de la matriz

1 2
A= -1 1 2
0 1

En primer lugar calculamos |A| = 7. Puesto que éste no es cero, procedemos a
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calcular la matriz adjunta,

1 3 -1
adj(4)=|( -6 3 -1
4 -2 3
y finalmente,
1 -6 4
A7l = 3 3 -2
-1 -1 3

AW N =

6

(2]8)

CALCULO CON PYTHON

En este tema hemos introducido las matrices, con las que vamos a realizar
multitud de cédlculos a lo largo de todo el texto, y en esta seccién nos centraremos
en mostrar como se pueden llevar a cabo con Python. No obstante, insistimos
encarecidamente en la importancia que tiene saber hacer realizar todas estas

operaciones “a mano”, sin necesidad de usar el ordenador.

En el apéndice B introdujimos los médulos NumPy y SymPy, gracias a los

cuales es posible trabajar facilmente con matrices:

>>> from numpy import matrix
>>> a=matrix(’1. 2 ; 3 4°)
>>> a
matrix ([[ 1., 2.7,

[ 3., 4.1

Las operaciones més comunes se realizan de forma natural: por ejemplo:
1 2 3 6 1 2 3 2 4 4
3 = + =
3 4 9 12 3 4 1 4 4 8
2
1 2\ (3 2\ (5 10 12y (710
3 4/\1 4/ \13 22 34/ \15 22

se pueden realizar con el siguiente codigo:

>>> b=matrix(’3. 2; 1 4’)
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>>> 3*a
matrix ([[ 3., 6.1,
[ 9., 12.11)
>>> a+b
matrix ([[ 4., 4.1,
[ 4., 8.11)
>>> ax*b
matrix([[ 5., 10.],
[ 13., 22.11)
>>> ax*2
matrix([[ 7., 10.],

[ 15., 22.11)

También tenemos atributos sencillos con los que construir la matriz tras-
puesta y la inversa:

>>> a.T

matrix ([[ 1., 3.1,
[ 2., 4.1

>>> a.l

matrix ([[-2. , 1. 1,
[ 1.5, -0.5]11)

es decir,

I I O G

Recordemos que el médulo NumPy trabaja con ntimeros reales, por lo que
en determinados momentos nos encontraremos con resultados como estos:

>>> c=matrix(’1 1; 4 1°)

>>> c¢.1I

matrix ([[-0.33333333, 0.33333333],
[ 1.33333333, -0.33333333]1])

Si queremos célculos exactos, debemos usar el médulo SymPy:

>>> from sympy import Matrix
>>> C=Matrix(c)

>>> C.inv ()

[-1/3, 1/3]

[ 4/3, -1/3]

Notese que la funcion para definir matrices en SymPy no es la misma que en
NumPy (Python es sensible a las maytsculas). En la linea 30, usamos la funcién
Matrix para convertir una matriz de NumPy en una de SymPy. El calculo de la
matriz inversa ahora no es posible con el atributo I, pues no esta definido para
objetos de SymPy. Es por eso que debemos usar el método inv() (linea 31).

77|
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El orden de la matriz se obtiene a través del atributo shape, y el acceso
a las filas o columnas de la matriz se obtiene rapidamente mediante slicing,
recordando que los indices en Python comienzan en 0:

>>> a.shape
(2, 2)
>>> al0,:]
matrix ([[ 1., 2.11)
>>> al:,1]
matrix ([[ 2.],
[ 4.11)

El operador de slicing proporciona el entorno adecuado para realizar las
operaciones involucradas en el método de Gauss: el siguiente codigo

>>> a=matrix(’1 2 0 1; 1 1 2 0; 1 0 2 1)
>>> A=Matrix(a)

>>> A[1,:1=A[1,:1-AT[0,:]
>>> A[2,:1=A[2,:1-A[0,:]
>>> A

[+, 2, o, 1]

[o, -1, 2, -1]

[0, -2, 2, 0]

>>> A[2,:1=A[2,:1-2%xA[1,:]
>>> A

[1, 2, o, 1]

[o, -1, 2, -1l

[o, o, -2, 2]

corresponde a

120 1\ mrn /1 20 1
112020 -1 2 -1
10 2 1 0 -2 2 0
1 2 0 1
B2l g 1 2 1

0 0 -2 2

Obsérvese que hemos trabajado con el objeto de SymPy para obtener resul-
tados exactos, aunque también se podrian haber realizado los cdlculos con el
objeto de Numpy.

El slicing también es 1til para extraer submatrices de una matriz:

>>> A
1, 2, o, 1]
1, 1, 2, 0]
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[1, 0, 2, 1]
>>> B=A[:,0:3]
>>> B

[1, 2, 0]
[1, 1, 2]
[1, 0, 2]
>>> C=A[:,3]
>>> C

[1]

[0]

[1]

Prestar atencién al manejo de los indices en Python. La operacién A[:,0:3]
extrae las tres primeras columnas de A (es decir, hace variar el segundo indice
entre 0 y 3, sin llegar a éste ltimo).

Los médulos NumPy y SymPy también permiten calcular el determinante
de matrices cuadradas, pero cada uno lo hace de forma distinta:

>>> from numpy import linalg,matrix

>>> from sympy import Matrix

>>> a=matrix(’1 3 5; 2 3 1; -1 1 1)

>>> b=Matrix([[2,5,1],[2,1,-1]1,[0,-2,2]])
>>> linalg.det(a)

18.0

>>> b.det ()

-24

1 3 5 2 5 1
2 3 1|=18 |2 1 —1|=-24
-1 1 1 0 -2 2

Lamentablemente, ninguno de los dos médulos posee una funcién para
calcular el rango de una matriz de forma directa, aunque se puede obtener por
otros medios. En concreto, en SymPy encontramos el método rref () que nos
proporciona el rango de una matriz de forma indirecta. Este método equivale
a realizar operaciones elementales en la matriz similares a las hechas en el
ejemplo 2.10 (es decir, tratando de “diagonalizar” la matriz mediante el método
de Gauss). Por ejemplo,

>>> a=Matrix ([[1,6,11,16],[2,7,12,17],
[3,8,13,18],[4,9,14,19]1,[5,10,15,2011)
>>> a.rref ()

(1, o, -1, -21

[o, 1, 2, 3]

[o, o, o, o]

[o, o, o, o]
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16‘[0, o, o0, 01, [0, 1)

equivale a
1 6 11 16 1 0 -1 =2
2 7 12 17 0 1 2 3
3 8 13 18 — |0 0O 0 O
4 9 14 19 00 0 O
5 10 15 20 00 0 O

Observamos que el resultado de esta operacién nos da una matriz que primero
ha sido triangulada mediante el método de Gauss (como en el ejemplo 2.16),
y posteriormente se han calculado ceros sobre la diagonal principal y se han
hecho unos en la diagonal, alli donde esto ha sido posible (es decir, algo similar
al método de Gauss-Jacobi). Dado que esta matriz tiene dos filas no nulas, su
rango es dos.

9]
BREVE INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS

La teoria de grafos es una rama de las Matematicas que ha recibido gran
atencién debido a sus multiples aplicaciones en campos tan variados como la
Ingenieria, la Fisica, la Psicologia o la Sociologia, entre otros. Tiene su origen en
el problema de los siete puentes de Konigsberg,'® que fue resuelto por Euler en
1736, y que consistia en averiguar si es posible dar un paseo por todos los puentes
que conectan la ciudad con la isla que forma el rio Pregolya al atravesarla, de
manera que se cruce cada puente una sola vez y se vuelva al punto de partida
(véase la figura 2.4a).

Este problema admite una representacion esquematica en forma de grafo. Un
grafo es un objeto formado por un conjunto de puntos denominados vértices y
un conjunto de pares de vértices llamados aristas. Esquematicamente un grafo
se representa por una grafica como la de la figura 2.4b, que corresponde al
esquema de conexiones en el problema de los puentes de Konigsberg. En este
ejemplo, cada vértice representa cada una de las zonas terrestres que quedan
divididas por el rio, y las aristas corresponden a los puentes que las conectan.
La informacién que nos proporciona el gréafico es la de las conexiones entre sus
vértices: por ejemplo, el vértice v; esta conectado con el vy mediante dos aristas,
y con el vy s6lo mediante una. Como podemos apreciar, en lo que se refiere al
problema, la informacién del grafo es equivalente a la del mapa que muestra la
situacién de los puentes.

Podemos representar la informacién que proporciona este grafo mediante una
matriz, denominada matriz de adyacencia que nos da el niimero de conexiones
en el grafo, de tal modo que el elemento a;; de la matriz es igual al nimero

10 Actual Kaliningrado.
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U1
V2 V4
U3
(a) Mapa de Konigsberg en la época de Euler con (b) Grafo que representa el problema

la situacién de los puentes

Figura 2.4: El problema de los siete puentes de Konigsberg

de aristas que conecta el vértice i con el vértice j. De este modo, la matriz del
grafo de la figura 2.4b es

0 2 0
2 0 2

2.6
0 2 0 (26)
1 11

O = = =

Las sucesivas potencias de la matriz de adyacencia de un grafo tienen un
significado peculiar. Por ejemplo, para la matriz A de (2.6) se tiene que

N Ot = Ot
W N =N

1
9
1
4

N Ot = Ot

. Qué significa que el elemento b12 = 1, 0 que by4 = 47 En este caso, el hecho de
que by = 1 significa que hay un tnico camino de longitud 2 (es decir, que se ha
de recorrer en dos etapas) que une el vértice vy con vy (el que une v; — vy — vo,
véase la figura 2.5); es lo que se denomina un 2-camino. Que by = 4 significa
que podemos unir los vértices vy y vg4 mediante 2-caminos de cuatro modos
diferentes. ;Puede el lector encontrarlos?

En definitiva, la entrada b;; de la matriz B = A? nos da el ntimero de 2-
caminos que unen los vértices v; con v;. El significado de los sucesivas potencias
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U1

V2 V4

U3

Figura 2.5: Camino v; — v4 — vs

de A es andlogo: las entradas de la potencia n de A nos proporcionan el nimero
de n-caminos que unen los correspondientes vértices.

Los grafos también pueden ser dirigidos. Por ejemplo, supongamos que
tenemos una serie de lugares (vértices) unidos por caminos (aristas) pero que
alguno de éstos solo puede ser recorrido en una tunica direccién (véase la
figura 2.6a). La matriz de adyacencia en este caso seria

Q

I
= O = = O
= = O O O

1
1
0
0
0

S O O O =
S = = O O

que, a diferencia del ejemplo anterior, no es simétrica

La potencia n de esta matriz también nos proporciona el niimero de n-
caminos que conectan el vértice ¢ con el j, pero en este caso, respetando la
direccionalidad. Por ejemplo,

C? =

e i = T
_ O = = O
S = = =
= e e T
=

Nétese que hay dos 2-caminos que unen el vértice vy con w1, pero solo un 2-
camino que une v; con vy.
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N

v3
U3
Uk V2 Us
(a) Grafo dirigido (b) Grafo no conexo

Figura 2.6: Grafos

En todo grafo de k vértices, estd claro que cualquier trayectoria que una un
vértice v; con v; tendrd como maximo longitud k — 1, de manera que si A es su
matriz de adyacencia se verifica que la matriz

A+ A%+ 4 AR
tiene un cero en la posicién ij si y solo si no existe ninguna trayectoria (de

cualquier longitud) que una el vértice v; con el v;.

Por ejemplo, la matriz de adyacencia del grafo de la figura 2.6b es

.

I
o o= o o
c o~ o o
o o o R R
~ o o o o
o - o o o

Es evidente que en ese grafo no hay forma de llegar desde los vértices vy, v
0 vz hasta los vértices v4 6 vs, hecho que se puede comprobar calculando las
posiciones de los ceros de la matriz

D+D?>+ D%+ D*=

S O W w w
S O W W W
SO O O W W
NNO O O
NNO O O
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Estamos ante lo que se denomina un grafo no conezo,!' pues hay pares de
vértices que no se pueden unir mediante ninguna trayectoria, lo que queda
reflejado por la matriz anterior.

EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Los precios en euros de las entradas a un parque tematico para adultos
(AD) y ninos y jubilados (NJ) en temporada alta (TA), temporada media (TM)
y temporada baja (TB) vienen dados por la matriz P. El niimero de asistentes
(en miles) a dicho parque a lo largo de un afio viene dado por la matriz N:

A I TB TA ?OI()) (15\(1)%
AD (25 20 14
P = NJ ( 20 15 7 ) N = TM[ 350 300

TB \ 125 100
Se pide:
(a) Obtener, si es posible, las matrices: Ry = NPy Ry = PN.

(b) {A cudntos euros asciende la recaudacién total correspondiente a los nifios
y jubilados? ;Y la correspondiente a temporada baja?

(¢) {Qué elemento de Ry o Ry nos proporciona informacién sobre la recauda-
cion total correspondiente a los adultos?

(d) ¢A cudntos euros asciende la recaudacién total?

3 2
SiA= <1> y B = <2>, calcular ATB, BTA, ABT y BAT.
Realizar las siguientes operaciones:

A+2B; iA-5B; AB; BA; AB;

donde
3 i 5—1 —1—7 14314 3i
A=\ 1—-¢ —i 142 , B = 3+1 —1 1
1 0 —-3+1 3 5—21 —2i

Hntuitivamente, el concepto de conexidad significa que el grafo puede ser separado en
subgrafos que no estdn conectados por ninguna arista.
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Escribir los siguientes sistemas en forma matricial y resolverlos mediante
el método de Gauss:

20 4+3y+z2z = -1 T, — 209 — T3 0
() 3z+3y+z = 1 (b) 3x; —b5z3—2z3 = 5
2r+4dy+z2 = -2 31 +x9 — 223 = 2

Encontrar la inversa de las siguientes matrices usando el método de
Gauss:

1 2 3 4
Lo 1 3 26
a) [ 2 1 -1 b
(a) N
31 4
1 4 17

Escribir las matrices del ejercicio 5 como producto de matrices elemen-
tales.

Calcular el rango de las siguientes matrices:

2 3 1 —4 2
s 7 1 21 -2 3
a) | 6 =5 —1 2 b B
(a) (b) 5 3 0 .
7 -2 6 1
1 20 1

Demostrar, sin necesidad de calcularlos, que los siguientes determinantes
son nulos:

1 2 3 4 5
1 22 32 42
2 3 4 5 6 2 2 2
@13 4567 O, , o o
4 5 6 7 8 2 o2 @

5 6 7 8 9

Problemas

Hallar la matriz cuadrada de segundo orden que expresa la suma X24+Y2,
siendo X e Y dos matrices, también de segundo orden, que satisfacen el sistema:

5X+3Y =4
3X+2Y =B



m Tema 2 = Matrices y determinantes

2 0 1 -1
donde A = y B = .
—4 15 -2 9

Calcular todas las matrices de orden dos tales que:

(a) su cuadrado sea la matriz nula;
(b) sean idempotentes, es decir, A2 = A.

Hallar todas las matrices B € M3(R) que conmutan con la matriz

()

Encontrar la inversa de las siguientes matrices usando el método de

Gauss:
11111 I -2 0
01 1 1 1 I -1
(a0 01 1 1 (b) 0o 1 -1
000 11
0 00 01 o 0o o 0 --- 1

*[3E] Sabiendo que los niimeros 58786, 30628, 80743, 12831 y 16016, son
miltiplos de 13, probar que el siguiente determinante también lo es:

5 8 7 8 6
3 0 6 2 8
1 2 8 31
8 0 7 4 3
1 6 01 6
*[F Demostrar que el conocido como determinante de Vandermonde'? tiene
por valor:
1 1 1 1
T xT9 T3 Tn
A B A o 2= [ @-w
1<i<j<n
D zn=t

12Denominado asi por el matemético francés Alexandre Vandermonde. Aunque hizo in-
teresantes contribuciones al estudio de los determinantes, éste en concreto no aparece en sus
trabajos. Se cree que la atribucién es debida a cierta confusién con la notacién que empleaba.
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Sugerencia: aplicar el principio de induccion y realizar las siguientes operaciones:
Fj+1 — Z'n+1Fj, para _] = 1, ey

Evaluar los siguientes determinantes:

1 2 3
1 z+1 3
(a) |1 2 z+1
1 2 3 z+1
1 3 n—1
1 n—1 n
1 n—1 n 2
(b) (c)
1 3 2n —3 n nonon n
1 3 n—1 2n-1
*[3d Probar que:
T+ ap as as Qn
aq T+ az as Gnp
(a) =" (@ + X0 ;)
aq a2 as T+ ap,
2 10 0
2 1 0
(b) [0 1 2 0Ol =n+1
0 0 00 2
Encontrar el rango de la matrices
1 a —1 2 a —1 0
&) | 2 -1 a 5 (b) | 1 a® 1+a?
1 10 -6 1 2 2 242a

segun los valores de a.




Tema 2 = Matrices y determinantes

Halla el rango de la matriz

1 1 1 a
1 1+a 1 2a
b 1 14a 0

en funcién de los valores a y b.

*[3] Hallar la inversa de la siguiente matriz:

1+ 1 1 1
1 1+ 1 1
1 1 1+2 --- 1
1 1 1 e 14z

Ejercicios tedricos

Sea A € Myun(K), y sean F; € My, v Cj € My xi las matrices fila
y columna respectivamente, cuyos elementos son todos nulos salvo un 1 en la
posicién 17 de F; y j1 de C;. Calcular los productos F;A y AC;.

Sean A, B € M,,(K) dos matrices simétricas. Probar que AB es simétri-
ca siy solo si Ay B conmutan.

Probar que si A € M, (K) es una matriz simétrica, entonces A* es
simétrica para todo k € N.

Si A es una matriz regular, probar que A es simétrica si y solo si A1
es simétrica.

Se dice que A € M,,(K) es antisimétrica si A = —AT. Probar que dada
cualquier matriz cuadrada M € M,,(K), M — M7T es una matriz antisimétrica.
Usar este hecho para demostrar que cualquier matriz cuadrada se puede escribir
como suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica.

Sean A € M, (K) una matriz regular tal que AB = 0, donde B €
M xp(K). Probar que B = 0.

Una matriz A € M, (K) se dice nilpotente si existe £ € N tal que
Ak = 0. Probar que si A es nilpotente, entonces I — A es invertible y su inversa
es

(I—A)P=T4+A+A% ... 4 A1

Probar la Proposicién 2.17.
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Ejercicios adicionales

Dada la matriz

01 1 01
10 0 1 0
A=10 1 0 0 0
101 0 1
01110

dibujar el grafo que representa a dicha matriz y averiguar, usando Python, el
nimero de 3-caminos que conectan los vértices vy y vs del mismo.

Dado el grafo

V2 Us

L

V] ——— > U4 (Y

%

escribir su matriz de adyacencia y usar Python para averiguar si existe algin
vértice no alcanzable.






3 Sistemas de ecuaciones lineales

En el tema anterior se introdujeron los sistemas de ecuaciones lineales como
una de las aplicaciones habituales de las matrices y en éste vamos a recordar
resultados, como la Regla de Cramer o el Teorema de Rouché-Frobenius, que
el lector habra tenido la oportunidad de ver en cursos anteriores. También
introduciremos algunos aspectos nuevos relacionados con el Algebra Lineal
Numérica, estudiando algunos métodos computacionales disenados para resolver
sistemas de ecuaciones. Veremos como usar Python tanto en la resolucion
de sistemas como en la programacién de métodos numéricos y finalizaremos
mostrando una aplicaciéon del uso de sistemas lineales en la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES: PRIMERAS DEFINICIONES

Recordemos que un sistema de ecuaciones lineal es una expresién de la forma

1121 + 122 + -+ a1pTy, = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2p®Ty, = by
(3.1)

Am1%1 + Am2T2 + - + AmpTy = bm

en el que los elementos que intervienen ya aparecieron en la Definiciéon 2.9.
El concepto de soluciéon dado en la Definicién 2.10, junto con la definiciéon de
compatibilidad que presentamos a continuacién, conforman practicamente todos
los elementos necesarios para trabajar con sistemas de ecuaciones lineales.

Definicion 3.1

Un sistema se dice compatible si posee solucién, e incompatible si no posee
solucion. Un sistema compatible se dice determinado si su solucién es tinica. En
caso contrario se dird indeterminado.

91
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La Proposicién 2.7 permite poner en marcha el método de Gauss, que ya
hemos visto en el tema anterior (pag. 49), y que recordamos con nuevos ejemplos:

(1)

Ejemplo 3.1

Resolver mediante el método de Gauss los siguientes sistemas:

X1 — Ty +2x3 = 1
1 +ax9+2x23 = 0
201 — 20+ 2x3 = 3

Recordemos que el método de Gauss consiste en triangular el sistema
mediante transformaciones entre sus ecuaciones que lleven a un sistema
equivalente que se resuelve mediante una sencillo proceso de subida. Re-
escribiendo el sistema en forma matricial, las operaciones conducentes a
la triangulacién son, en este caso,

1 -1 11 FaeFy 1 -1 1] 1
1 1 10 | 2251 o0 -1
9 —2 2|3 1

Si ahora reescribimos el sistema resulta que la tltima ecuacién se escribe
0 = 1!!! Se trata por tanto de un sistema incompatible.

1 +3r2—23+24 = 1
—2x1+x9+223 = 7
T —Tg4 = 0
2x1 + 620 — 223+ 224 = 2
El método de Gauss resulta ahora:
1 3 -1 11 1 3 — 1
Fa+2F
-2 1 2 0|7 F,—2F 0 7 0 219
e BN
0 1 0 —-110 0 1 -11]0
2 6 -2 2|2 0 0 00

Podemos ver que la iltima ecuacién es 0 = 0, con lo que no aporta informa-
cién alguna al sistema y podemos eliminarla. Finalmente, intercambiando
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(111)

las filas segunda y tercera para simplificar los célculos, se tiene

13 -1 1]1 13 -1 1]1
01 o0 —-1]lo |21 01 0o -1]0
07 0 2|9 00 0 99

con lo que el sistema queda triangulado. En este caso, al realizar el proceso
de subida obtenemos x4 = 1, o = 1, sin embargo la primera ecuacién
resulta 1 = x3 — 3. Puesto que tenemos mads incoégnitas que ecuaciones,
r3 queda libre para tomar el valor que uno desee, obteniéndose asi un
valor para z;. Puesto que x3 puede tomar infinitos valores, estamos ante
un sistema compatible indeterminado. Un conjunto de soluciones puede
expresarse por («¢—3,1,a,1) con @ € R. Como sé6lo tenemos una incégnita
libre (a la que se denomina pardmetro) se dice que el sistema tiene un grado
de libertad. Nétese que el numero de grados de libertad es la diferencia
entre incégnitas y nimero de ecuaciones relevantes, esto es, ecuaciones
que no resultan eliminadas en el transcurso de la aplicacién del método
de Gauss.

T4 —To+2x3 — T4 = 1
—I1 + 21‘2 — X3 — T4 = —2
3x1 —4xs +5x3 — x4 = 4

Observemos que este sistema no puede ser determinado, puesto que tene-
mos mas incégnitas que ecuaciones. Procediendo como antes,

1 -1 2 -1 1 Pyt Fy 1 -1 2 -1 1
F3—3F

—1 2 -1 -1|-2 —_— 0 1 1 -2] -1

3 —4 5 —1 4 0 -1 -1 2 1

Si a la fila tres le sumamos la fila dos (obsérvese que tienen signos opuestos)
la tercera ecuacién resulta irrelevante, de manera que llegamos a un
sistema triangular de dos ecuaciones con cuatro incégnitas, tratandose por
tanto de un sistema compatible indeterminado. En este caso tenemos dos
grados de libertad, lo cual significa que las soluciones del sistema quedan
determinadas escogiendo dos pardametros; en este caso dejamos libres x3 y
x4. La solucién general puede expresarse como

(=3a+38,-1—a+28,a,8), a,feR
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En definitiva, hemos visto a través de ejemplos como el método de Gauss es
capar de reflejar el caracter de un sistema, es decir, si es o no compatible, y el
ntmero de grados de libertad que posee.

A continuacién vamos a centrarnos en un tipo de sistemas que jugard un
papel muy relevante a lo largo del texto.

Sistemas Homogéneos

Definicion 3.2

Un sistema de la forma (3.1) se dird homogéneo, si el término independiente
b; =0, paratodoi=1,...,m.

Es inmediato comprobar que todo sistema homogéneo es compatible, pues la
n-upla (0,...,0) es solucién del mismo (cominmente denominada solucién tri-
vial). Por otra parte, la aplicacién del método de Gauss a un sistema homogéneo
basta realizarla sobre la matriz de los coeficientes, puesto que la columna co-
rrespondiente al término independiente se mantiene siempre nula. Si después
de la triangulacién por Gauss y la posterior eliminacién de filas nulas la matriz
resultante es cuadrada (es decir, el niimero de grados de libertad del sistema es
cero), el sistema es compatible determinado, y su tnica solucién es la trivial.
En otro caso, el sistema sera compatible indeterminado.

Proposicién 3.1

Dado el sistema homogéneo
1171 + a2 + a1, = 0
2121 + a2z + - - A2p Ty, = 0
(3.2)
Um1%1 + GmaT2 + - GmnZn = 0
si (Z1,...,Zn) es solucién, entonces (aZi,...,aT,) también es solucién del
sistema, Vo € R.
Del mismo modo, si (Z1,...,Z,) € (¥1,-..,9n) son soluciones de (3.2),
entonces la n-upla (Z1 + 91, . . ., Zn + Un) también es solucién de (3.2).

La demostracién de este resultado es trivial y se deja como ejercicio al lector.
Obsérvese que la tesis del resultado es cierta con independencia de que el sistema
sea o no determinado.
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Las soluciones de un sistema homogéneo son relevantes en relacién con las
soluciones de uno no homogéneo, como pone de manifiesto el siguiente resultado.

Proposicion 3.2

Si (Z1,...,%y) es solucién del sistema (3.1), entonces todas sus restantes so-
luciones se escriben de la forma (Z; + aq, ..., %, + o), donde (aq,...,ay) es
solucién de (3.2), su sistema homogéneo asociado.

Demostracion:
Si (xf,...,2,) es cualquier otra solucién de (3.1) entonces podemos escribir

(@), ... xl) = (Z1,...,%n) + () — T1,..., 2}, — Tp)

Si ahora ponemos (ayq, ..., ap) = (¥} —Z1,...,2, —T,), es inmediato comprobar
que esta n-upla es solucién de (3.2). De manera que hemos podido escribir
cualquier solucién del sistema no homogéneo como suma de una soluciéon dada, la
que se conoce como solucion particular, mas una solucién del sistema homogéneo

asociado.
[

Como consecuencia de este resultado podemos afirmar que si el sistema (3.1)
es compatible, entonces tiene tantas soluciones como su correspondiente sistema
homogéneo (3.2).

Ejemplo 3.2

Consideremos el sistema (111) del ejemplo 3.1. Su sistema homogéneo asociado
es

Ty —To+2x3—x24 = 0
—r1+2r0—w3—24 = 0
3r1 —4x9+5x3 —x4 = 0

Si resolvemos el sistema homogéneo mediante el método de Gauss obtendremos
como solucién general: (—3a + 35, —a + 28, a, ).

Imaginemos ahora que conocemos una soluciéon particular del sistema no
homogéneo, por ejemplo (0,—1,0,0). Cémo llegamos a conocer esta solucién
particular no es relevante aqui; supongamos que, simplemente, la conocemos.
Entonces, segin afirma la proposicién 3.2 la solucién del sistema no homogéneo
es

(0,—-1,0,0) + (—=3a+ 38, —a + 28, a, B)

que obviamente coincide con la obtenida en el ejemplo 3.1.
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Regla de Cramer

La regla de Cramer' nos da la solucién directa de un sistema cuadrado
compatible determinado mediante el calculo de ciertos determinantes. Tiene su
utilidad pues nos proporciona una expresién cerrada de la solucién del sistema,
aunque en la practica no es muy tutil cuando el sistema es grande pues obliga al
célculo de determinantes de tamano excesivo.

— )

)

Si A € M,(K) es regular y x, b € M, x1(K), el sistema Ax = b es
compatible determinado y

1451 ,
zj=—+, 1<j<n
J |A| =7 =
donde A; es la matriz
all .. bl CEEEEY aln
Aj =
anl ... bn ... ann

es decir, la matriz obtenida de A al sustituir la columna j por el segundo
miembro del sistema.

Demostracion:

Como se vio en la nota 2.2, como A es regular, la solucién de Ax = b es
x = A~'b. Usando el Teorema 2.5, x = ﬁ adj(A)”b. Siguiendo con la notacién
empleada en la demostraciéon del Teorema 2.5, el producto matricial anterior
puede escribirse por

biciy + -+ bpcin

1
X =—
Al
blcnl + -+ bncnn
Es decir,
1
T; = 7(1910'1 + -+ bnc'n)v
J |A‘ J J
[A;

expresién que coincide con | A“ desarrollado por la j-ésima columna.
]

1Debe su nombre al matemaético suizo Gabriel Cramer que la publicé y popularizé en 1750,
aunque el resultado ya habia sido publicado dos afios antes por el escocés Colin Maclaurin.
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Ejemplo 3.3

Resolver el siguiente sistemas:

201 4+ 322 = 8
r1+2x3 = 1
2332—l‘4 =
r1+x4 = 4
En este caso,
2 3 0 0 8
1 0 1 0 1
A= b=
0 2 0 -1 1
1 0 0 1 4

Desarrollando el determinante de A por la tercera columna obtenemos

2 3 0
Al=-10 2 -1|=-1
10 1

Puesto que |A| # 0 el sistema tiene solucién unica. Calculando los determinantes
de las correspondientes matrices A;, 1 < j < 4 se tiene,

8 3 0
= a 8§ 3 0
1 2 0 -1
4 0 1
4 0 0 1
2 80
1 11 s 0
|As| = =—10 —1| = =2
01 0 -1
4 1
1 40 1
2 3 8 2 3 6
3 6 0
1 01 C:=Ci |1 0 O
| 45| = = =—2 1 -1|=0
02 1 -1 0 2 1 —
0 3 1
1 0 4 1 1 0 3
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2
|A4|: =—10
1

SO N O W
O N W

8
1
1
4

= O = N
o O = O

Por tanto, z1 =1, 20 =2, 23 =0y x4 = 3.

TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

Teorema 3.2 (Teorema de Rouché-Frobenius?)

Consideremos el sistema lineal Ax = b, con A € M, xn(K), x € M, «1(K)
v b € M,,x1(K). Denotemos por A a la matriz ampliada del sistema, esto es la
matriz formada por A junto con el segundo miembro b. Entonces, el sistema es
compatible si y sélo si rango(A) = rango(A).

Maés aun, el sistema serd determinado si rango(A4) = n (n° de incégnitas) e
indeterminado si rango(4) < n.

Noétese ademas, que el nimero de grados de libertad del sistema vendra dado

por n — rango(A).

Demostracion:

Por el momento sélo probaremos que la condicién es necesaria. La prueba de la
suficiencia la posponemos hasta el tema siguiente (cf. nota 4.1).

Si el sistema es compatible, entonces deben existir escalares x1,...,z, € K
tales que Ax = b, donde, como es evidente, (x); = z;. Consideremos ahora la
matriz ampliada A € Mk (n+1y (la tltima columna corresponde a la matriz
b), y sobre ella efectuamos la operacién entre columnas siguiente:

Cry1 — 2101 — - — 2, Cy

2El nombre se debe al matemitico francés Eugeéne Rouché, que lo enuncié en 1875 y a
Frobenius. Poco después de su publicacién, el francés Georges Fontené se atribuyé la primera
demostracion del mismo, y Frobenius, en 1905, acredité la demostracién a Rouché y Fontené.
Sin embargo, el nombre por el que se conoce el resultado (especialmente en los pafses de
habla hispana) se debe al matematico hispano-argentino Julio Rey Pastor, que lo refirié de tal
forma. En otros paises es conocido como Teorema de Rouché-Fontené o Teorema de Kronecker-
Capelli.
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Dicha operacién da como resultado la matriz

aip - Qin
a1 o a2n
M =
Am1  **+ Gmp | O

y por la aplicacién sucesiva de (1v) del Teorema 2.4 se tiene que rango(A) =

rango(M), que trivialmente es igual al rango(A).
[

Ejemplo 3.4

Discutir la compatibilidad del siguiente sistema mediante el Teorema de
Rouché-Frobenius.

xr1 + 2.’E2 =]
201+ 20+ 323 = 2
3r1 +x9+5x3 = 3
La matriz ampliada se escribe,
1 2 01
A= 2 1 3|2
31 5|3

Es facil comprobar que rango(A) = 2, pues

13 2 0
0 2 1 3/=0
- #0 y
1 5
y rango(A) = 2, pues
1 2 1
2 1 2[=03
3 1 3

Por tanto se trata de un sistema compatible indeterminado (rango(A) < n° de
incégnitas).

Es importante prestar atencién a la resolucion de este tipo de sistemas.
Puesto que rango(A) = 2, esto nos indica que solo dos ecuaciones y dos
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incégnitas son relevantes en la resolucion del sistema, y por tanto el nimero de
grados de libertad es uno (es decir, el nimero de incégnitas menos el niimero de
ecuaciones relevantes). Por otra parte, jcudles de estas incgnitas y ecuaciones
son las relevantes? La respuesta nos la da el menor basico: es decir, las ecuaciones
e incégnitas asociadas a las filas y columnas del menor béasico; en este caso, las
dos primeras ecuaciones y las dos primeras incégnitas.

Para resolver el sistema, consideramos el resto de incégnitas como parame-
tros, esto es

xr1 + 21‘2 = 1
2.’E1 + Xy = 2 —3a
donde hemos puesto x3 = a. Ahora tenemos un sistema cuadrado cuya matriz

de coeficientes tiene determinante no nulo (ya que se trata del menor bésico),
asi pues podemos usar Cramer en su resolucién obteniendo:

1 2 1 1
|A‘ =S —3, |A1‘ = = 6o — 3, |A2| = = -3«
2-3a 1 2 2-3«a

Luego las soluciones del sistema vienen dadas por (1 — 2a, o, ).

Ejemplo 3.5 N

Discutir el sistema
axr + 2z

2
dor+2y = 1
r—2y+bz = 3

en funcién de los valores de a y b y resolverlo cuando sea compatible indetermi-
nado.

3Nétese que no es necesario comprobar el valor del determinante

—
o w O
W N =

puesto que no estad formado a partir de filas y columnas bésicas.
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La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son
0 2|2

A=15 20 A=| 5 2 0|1

-2 b 1 -2 b |3

Para estudiar el rango de A vemos que las dos primeras filas y las dos tltimas
columnas conforman un menor de orden dos distinto de cero (con independencia
de los valores de a y b), de modo que al menos el rango de A es dos. Estudiando

a 0 2
[A|=15 2 0|=2ab—24
1 -2 b
observamos que los valores de a y b que hacen que |A] = 0 son los que
verifican ab = 12. En conclusidn, si ab = 12, rango(A) = 2 y en caso contrario

rango(A) = 3.

Veamos ahora qué pasa con A: obviamente, si ab # 12, como A no puede
tener rango cuatro, rango(A) = 3 y el sistema serd compatible determinado.
Nos resta por ver qué pasa si ab = 12. Orlando el menor de orden dos de A con

la dltima columna de A,

[\

=4b— 16

[u—y

-2 b 3

De modo que, si b = 4 (y como ab = 12 eso significa que a = 3), entonces

rango(A) = 2 y el sistema es compatible indeterminado. Si b # 4, (y ab = 12)
el sistema es incompatible. Resumiendo
ab # 12 sistema compatible determinado
b=4, a =3 sistema compatible indeterminado
en otro caso sistema incompatible
Resolvamos ahora para a = 3 y b = 4. Consideramos el menor de orden dos
escogido previamente y usamos la incégnita correspondiente a la columna que

no aporta rango como pardmetro (en este caso la primera, o sea, la variable x);
pasando los pardmetros al segundo miembro,

2z = 2-3«
2y = 1-ba«a
La solucién es (a, 1_25a7 %)

101
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ALGEBRA LINEAL NUMERICA

Es muy frecuente que un gran nimero de problemas matemaéticos prove-
nientes de diversos campos precisen, en algiin momento de su resolucién, tener
que tratar con sistemas lineales con un gran nimero de ecuaciones e incégnitas.
El tamano de tales sistemas los vuelve imposibles de resolver a mano, por lo
que es necesario acudir a algoritmos numéricos programados en un ordenador
para obtener su solucién. El Algebra Lineal Numérica se encarga de estudiar y
analizar métodos para resolver estos sistemas computacionalmente.

Basicamente se distinguen dos tipos de métodos: directos e indirectos. Los
primeros tratan de obtener la solucion del sistema tras un numero finito de
pasos, mientras que los segundos construyen una sucesion de valores que van
convergiendo a la solucién del sistema. Antes de pasar a describir algoritmos de
ambos métodos hemos de prestar atencién a la forma en la que los ordenadores
trabajan con los nimeros, pues es crucial en determinados aspectos de los
métodos numéricos.

Errores de redondeo

Los ordenadores trabajan con la denominada aritmética de coma flotante en
la que cada numero es representado en la maquina de una forma determinada
que permite almacenar nimeros reales extremadamente grandes y pequenos
de forma compacta. Para nosotros, lo mas importante de este hecho es que
las maquinas tienen que trabajar con un numero limitado de cifras decimales.
Por ejemplo, una computadora no puede* tratar con el niimero % = 2.6, pues
dependiendo del numero de cifras significativas que maneje la méaquina, el
numero se almacenard solo con una cantidad finita de cifras, lo cual induce
un determinado error. Estos errores se pueden producir, bien por truncamiento,
es decir, en lugar de considerar % consideramos 2.6666, (si nuestra mdquina
considerara sélo cuatro cifras significativas) truncando la expansién decimal, o
bien por redondeo, en el que almacenariamos el digito de cuatro cifras decimales
mas préximo al niimero en cuestién, es decir, en este caso almacenariamos
2.6667. En ambos casos hablamos de errores de redondeo.

Si bien los errores de redondeo no parecen ser importantes, mas aun cuando el
nimero de cifras significativas con el que trabaja una computadora actualmente
se sitiia en 16 6 32, hay que tener cuidado con los mismos pues pueden aparecer

diferencias notables. Por ejemplo, si calculamos exactamente los valores

1

1
= 15000, =" = —30000
8 2.6666

8 12,6667

4Esto no es totalmente cierto: hemos visto cémo el médulo SymPy de Python permite
trabajar con nimeros como si fueran simbolos, y por tanto es posible realizar ciertos calculos
de forma exacta.



3.3 = Algebra Lineal Numérica

ila diferencia entre ambos valores es de 45000! (es lo que se denomina el error
absoluto, que corresponde al valor absoluto de la diferencia entre los valores). En
este caso, tal disparidad de valores se debe al hecho de que los denominadores
de las fracciones calculadas son muy pequenos. En tales casos, una pequena
diferencia de valores en los denominadores provoca diferencias enormes en los
resultados. Uno de los retos del Algebra Lineal Numérica consiste en el diseno
métodos que reduzcan en la medida de lo posible los errores generados por el
redondeo, asi como tratar de estimar estos errores cuando ocurren.

Medir el error cometido mediante los errores absolutos hace que perdamos
perspectiva. Por ejemplo, si estamos midiendo la longitud de un tornillo cuyo
valor real es de 5 mm., y el aparato de medicién nos proporciona 4 mm. estamos
cometiendo un error absoluto de 1 mm. Si la medicién es la de un campo de fitbol
que tiene 100 m. de largo, y nuestra medicién es de 99 m. estaremos cometiendo
un error absoluto de 1 m. Es evidente que el error absoluto en el segundo caso
es mucho mayor que en el primero, pero jcudl de las dos medidas es mejor? En
el primer caso nos equivocamos en 1 mm. de cada 5mm., mientras que en el
segundo, el error es de 1 m. de cada 100 m. Es decir, es necesario relativizar el
error en funcién del tamafio de las cantidades con las que estamos trabajando.
Por eso se trabaja con el error relativo que corresponde al cociente entre el error
absoluto y la cantidad a aproximar. Asi pues, en la medicién del tornillo estamos
cometiendo un error de % = 0.2, mientras que al medir el campo de fitbol hemos
cometido un error relativo de 1—(1)0 = 0.01 (bastante menor que el anterior). Es
habitual usar porcentajes cuando trabajamos con errores relativos, de modo que,
teniendo en cuenta que éstos vienen dados en tantos por uno, multiplicamos por
100 para obtener el tanto por cien de error (un 20 % para el primer caso y un
1% para el segundo).

Métodos directos

El método directo mas conocido para la resolucién de sistemas es el método
de Gauss que vimos en la seccion 2.2. Con este método, tras un ndmero
finito de pasos llegamos a la solucién exacta del sistema, siempre y cuando
no cometamos errores de redondeo. Tales errores, tal y como acabamos de
ver, pueden tener consecuencias importantes, de ahi que se hayan desarrollado
estrategias encaminadas a minimizar estos efectos no deseados.

Para ver de qué manera afectan los errores de redondeo al método de Gauss,
veamos un ejemplo en el que los cdlculos los haremos de forma similar a como
los realiza un computador. Para ello serd necesario explicar de forma muy
resumida cémo funciona la aritmética de coma flotante. Basicamente se trata
de representar los nimeros reales mediante una expresion del tipo

z=m-10°

donde m es la denominada mantisa y e es el exponente.® La mantisa es de la

5En realidad los ordenadores trabajan en base 2, pero por simplicidad en la exposicién,
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forma m = 0.dyds---dp con d; # 0, mientras que k es el nimero de cifras
significativas. Asi, si por ejemplo, el computador que estamos usando emplea 4
cifras significativas, el ntimero 22.385 se representa por 0.2238-102, mientras que
0.00023 se representa por 0.23-10~3. La operacién suma (o resta) de dos ntimeros
en coma flotante es realizada por los computadores de una forma peculiar: si
queremos sumar r = mj - 10°* con y = mg - 10°2, con e; > es, haremos lo
siguiente

x4y =mq-10% +mq-10° = (m1 + mo - 10°27°1) . 104
Por ejemplo,
22.385 4 0.00023 = 0.2238 - 10% +0.23 - 1073
= (0.2238 4 0.23 - 107°) - 10% = 0.2238023 - 10*

que con 4 cifras significativas es 0.2238 - 102.
Veamos como afectan estos célculos a la resolucién de un sistema:

Ejemplo 3.6

Consideremos el siguiente sistema:

0.000lzy + 22 = 2
1 +x9 = 3
cuya solucién exacta es 1 = 190909090 ~ 1.0001 y x5 = 199999997 ~ 1.9999. Supongamos

que nuestro computador trabaja con aritmética de coma flotante con 4 cifras
significativas. Las operaciones del método de Gauss son:

0.1-107% 0.1-10 | 0.2-10
0.1-10 0.1-10]0.3-10
Fo—104F, 0.1-1073 0.1-10 0.2-10
——D
0 —0.9999 - 10° | —0.2-10°

Resolviendo queda 1 = 0 y x3 = 2, de modo que la solucién numérica para x;
tiene un error relativo aproximado del 100 %.

A qué se debe esta enorme diferencia? Observemos que en este ejemplo, la
Unica operacién que lleva a cabo el método de Gauss es Fy — ﬁﬂ. Como
podemos apreciar, estamos dividiendo por un nimero cercano a cero, lo cual,
en virtud del comentario hecho antes, distorsiona los resultados.

nosotros usamos la base 10.
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. Qué ocurre si en lugar de resolver el sistema tal y como lo tenemos, lo
resolvemos intercambiando previamente las ecuaciones? En este caso

0.3-10
0.2-10

Fa10-F, (0.1~10 0.1-10
S

0.1-10 0.1-10
0.1-107% 0.1-10

0 0.0999 - 10

0.3-10
0.1997 - 10
Ahora las soluciones son x1 = 1.0009 y x2 = 1.9990. Vemos ahora que el mayor
error relativo cometido no llega al 0.1 %.

Si revisamos con atencién las operaciones que realiza el método de Gauss
sobre un sistema observamos que, en cada iteracién, con objeto de triangular el
sistema, es preciso multiplicar por el cociente entre el elemento de la columna que
queremos anular y el elemento de la diagonal que usamos como referencia. Este
elemento es el denominado pivote. En el primer caso del ejemplo 3.6, el pivote
era 0.0001, que al ser préximo a cero hace que las divisiones por éste conlleven
errores mayores de lo que cabria esperar. Por el contrario, en el segundo caso
del mismo ejemplo, al intercambiar las ecuaciones entre si, el pivote es ahora 1,
y no se producen distorsiones al dividir por él.

Puesto que el intercambio de filas en la matriz de un sistema no altera
las soluciones del mismo, el conocido como método de Gauss con estrategia de
pivoteo parcial, consiste sencillamente en intercambiar las ecuaciones de orden
con objeto de que el pivote resulte ser el de mayor valor absoluto de entre todos
los posibles, que es lo que se ha hecho en el ejemplo 3.6. Vedmoslo en un nuevo
ejemplo.

Ejemplo 3.7

Resolvamos el siguiente sistema usando el método de Gauss con y sin
estrategia de pivoteo parcial usando aritmética de coma flotante con 4 cifras
significativas y comparemos resultados

-2z +4y—162 = —-38
4z +2y+42 = -10
16x +40y —42z = 55

Noétese que la solucién exacta es x = 2, y = 2.5, z = 3.25.
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Sin estrategia de pivoteo,

-2 4 -16 | —38
14 2 41 -10
16 40 —4 99

FotTF —0.2-10 04-10 —0.16-10% | —0.38-102
L, 0 0.3-102 —0.108- 103 | —0.276 - 103

0 0.72-102 —0.132-10% | —0.249 - 10°

—0.2-10 0.4-10 —0.16-10% | —0.38- 102
B LN 0 0.3-102 —0.108-10% | —0.276 - 10
0 0 0.1272-10% | 0.413 - 103

Resolviendo obtenemos: x = 2.033, y = 2.4666 y z = 3.2468.

Procedamos ahora usando el método de Gauss con estrategia de pivoteo
parcial. En lugar de escoger como pivote el —2, usaremos el de mayor valor
absoluto de la primera columna, esto es 16, por lo que procedemos en primer
lugar intercambiando las filas primera y tercera,

2 4 —16]| -38 16 40 —4 | 55
14 2 4|-10 | 2250 14 2 4 | -10
16 40 —4| 55 2 4 —16| —38
F»—0.875F, 0.16-102  0.4-10?2 —0.4-10 0.55 - 102
AR ~0.33-102  0.75-10 | —0.5812- 102
0 0.9-10  —0.165-10% | —0.3112- 102

El siguiente paso serd elegir el pivote para la segunda columna. Debemos mirar
cual, de entre los elementos de la segunda columna que quedan por debajo
de la diagonal (no es posible escoger como pivote el de la primera fila, pues
perderiamos el cero ya obtenido), tiene mayor valor absoluto. Observamos que
ahora no es necesario intercambiar filas pues el pivote de mayor valor absoluto
ya se encuentra en la segunda fila. Asf:

0.16-10%2 0.4-102 —0.4-10 0.55 - 102
0 —0.33 - 102 0.75 - 10 —0.5812 - 102
0 0 —0.1445 - 102 | —0.4696 - 102

F3+40.2727F5
e (et o
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y resolviendo obtenemos z = 1.9981, y = 2.4993 y z = 3.2498.
Vemos que la aproximacién en el segundo caso es un poco mejor que en el
primero. ;Puede el lector calcular los errores relativos de las dos aproximaciones?

En definitiva, con la técnica del pivoteo parcial se pretende que los errores
de redondeo cometidos de forma natural por las computadoras queden mini-
mizados. Existe una versién similar al pivoteo parcial, denominada método de
Gauss con estrategia de pivoteo total que, en lugar de elegir como pivote el
elemento de mayor valor absoluto de la columna, selecciona el de mayor valor
absoluto considerando todas las filas y columnas a partir del elemento diago-
nal que corresponda. Si bien computacionalmente el pivoteo total proporciona
mejores resultados, su implementacién precisa de un renombrado de variables
(cuando nos vemos obligados a intercambiar columnas entre si) que lo hacen
menos popular que la técnica del pivoteo parcial.

Factorizacion LU

Es frecuente en las aplicaciones que tengamos que resolver una cierta canti-
dad de sistemas del tipo Ax = b en los que la matriz A permanece fija, pero el
segundo miembro cambia (véase la seccién 3.5). La factorizacion LU consiste
en escribir la matriz A como el producto de dos matrices, una triangular inferior
L y una triangular superior U de manera que A = LU.5

Si conocemos una factorizaciéon de la matriz A de este tipo y queremos
resolver el sistema Ax = b, entonces podemos proceder del siguiente modo:

Ly=Db
Ux=y

Ax =b <= LUx =b <

Es decir, en primer lugar resolvemos un sistema con matriz L y segundo miembro
b, denotando por y su solucién, y a continuacién, resolvemos el sistema con
matriz U y segundo miembro y, cuya solucién sera x, la solucién del sistema
original.

. Qué ventaja supone resolver los sistemas Ly = b y luego Ux = y en lugar
del sistema original Ax = b? Si observamos las matrices de estos sistemas, L es
una matriz triangular inferior, de manera que la resolucién de un sistema con
esta matriz se reduce a un sencillo y rapido proceso de subida. Por su parte, U
es triangular superior de manera que el sistema Ux =y se resuelve facilmente

SEl nombre proviene de las siglas en inglés L por lower (inferior) y U por upper (superior).
Aunque el método béasico ya era conocido por Gauss, fue el norteamericano Myrick Hascall
Doolittle a finales del s. XIX quien lo formul6é de manera algoritmica.

107
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mediante una bajada.” En definitiva, una vez conocida la factorizacién LU de
una matriz A, cualquier sistema se va a poder resolver realizando primero un
proceso de subida y luego uno de bajada, lo cual es enormemente ventajoso
desde el punto de vista computacional.

El célculo de la factorizacion LU se lleva a cabo de forma sencilla a través del
método de Gauss y de las matrices elementales introducidas en la seccién 2.3.
Recordemos que las matrices elementales permiten expresar las transformaciones
que se llevan a cabo en el método de Gauss como producto de matrices.

Veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 3.8

Si aplicamos el método de Gauss a la matriz

S
Il
S W =

2
1
1

—_ N

olviddndonos del segundo miembro, las operaciones elementales sobre esta ma-
triz se escriben,

1 2 1 1 2 1 1 1 2 1
_ Fs3+ = F:

301 2 | 220 o 5 1| 252 |0 =5 -1 | =U

01 1 0 1 1 0o 0 2

Noétese que la matriz final es triangular superior y la denotamos por U. Cada
una de las operaciones realizadas tiene su correspondiente matriz elemental:

1 0
Fy —3F, — E12(—3) = -3
0 0
0 0
Fs+iF, — Ex(3)=(0 1 0
0+ 1

Es decir, en términos de matrices elementales, el método de Gauss ha realizado

la multiplicacién
EQg(%)Elg(f?))A = U

"Esto es lo andlogo de una subida, s6lo que en lugar de empezar por la tltima ecuacién,
comenzamos por la primera.
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Noétese ademas que cada una de las matrices elementales empleadas es trian-
gular inferior.®Ademas, el producto de matrices triangulares inferiores es una
matriz triangular inferior, y la inversa de una triangular inferior, también es
triangular inferior. Asf pues, la matriz Ea3(1)E12(—3) y su inversa son matrices
triangulares inferiores. Por tanto, podemos escribir

A= (E23(%)E12(_3))_1 U= (EIQ(_?’))_I (E23(%))_1 U

Denotando por L = (Eya(—3))"" (Egg(%))il, que es una matriz triangular
inferior, obtenemos la factorizacién LU de A. Es decir, hemos escrito A como
un producto de una matriz triangular inferior y una matriz triangular superior.

En realidad, para calcular la matriz L no es necesario calcular las inversas
de las matrices elementales y luego los productos entre las mismas, pues estas
operaciones se pueden hacer de forma mads simple. Por una parte, las inversas
de las matrices elementales son inmediatas; mas concretamente se tiene que

(Eij(A))*l = E;j(—)), (E;(\) " = Ei(3)

Es decir, las inversas de matrices elementales son también matrices elementales.
Por tanto, efectuar el producto de tales matrices equivale a realizar la correspon-
diente operacién que representan sobre la matriz identidad (atencién al orden
de la multiplicacién). En el caso que nos ocupa:

Ea3(—1) E12(3)
25 7

o O =
S W o=

0
0
1

o O =

0
1
0

— o O
A= = O
A= = O

obteniéndose de este modo la matriz L buscada.

Mas aun, calcular la matriz L no requiere tener en cuenta todo lo anterior,
sino simplemente prestar atencion a las operaciones llevadas a cabo en el método
de Gauss. Lo vemos en el siguiente ejemplo.

8Este hecho se cumple para todas las matrices elementales de tipo (11) y (II1), siempre que
t < k, pero no es cierto para las de tipo (1) (véase la Definicién 2.11).
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Ejemplo 3.9

Llevaremos a cabo en primer lugar la

Resolver mediante una factorizacion LU el sistema siguiente:

CE17£C2+213 =)
201 +zo+ 23 = 3
3r1 —x9+x3 = 3

factorizaciéon LU de la matriz de

coeficientes:

1 -1 2

A=1 2 11

3 -1 1

La operaciones a realizar son:

1 -1 2 Fy_2F, 1 -1 2 -1 2
SRR B =N PR LR R
3 -1 1 0 2 -5 0 2 -5

1 -1 2

B2Blo 1 -1 ] =U
0 0 -3

Para construir la matriz L simplemente “coleccionamos” las operaciones “inver-
sas” de las realizadas en la matriz identidad, comenzando desde el final:

10 0 100\ 10 0
_ = F.

0 1 o | B2t 1o0o]=2%10 30
F3+2F, 3F-

00 1 2 1 0 2 1
Fy—2F, 1 0
F3—3F; 2 0 :L
F>+2F;
F34+8F1 \ 3 1

Obsérvese que hemos escrito encima la operaciéon que marcaba el método de
Gauss, y debajo y en negrita, la operacion inversa que hemos realizado.

Podemos comprobar ficilmente que LU = A. Para resolver ahora el sistema
inicial resolvemos primero el sistema Ly = b. Es decir,

100 i 2
2 3 0 v | =1 3
3 2 1 s 3
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cuya solucién es y; = 2, yo = f%, Y3 = f%; luego resolvemos Ux =y, es decir,
—1 2 I 2
-1 ] = —%
0 -3 I3 —%
con solucién z; = %, To = % y T3 = g

Es importante resaltar el hecho de que la factorizacion LU de una matriz
no es unica, puesto que el método de Gauss tampoco lo es. Por otra parte, hay
que mencionar que en determinados sistemas el proceso llevado a cabo no es
posible. Por ejemplo, si el elemento a;; = 0, para aplicar el método de Gauss
es preciso intercambiar filas de la matriz, lo cual lleva consigo la introduccién
de una matriz elemental que ya no es triangular, lo que nos conduciria a una
matriz L no triangular inferior. En realidad esto no supone un problema grave,
pues el remedio consiste en intercambiar desde el principio el orden de las filas
de la matriz (es decir, intercambiar el orden de las ecuaciones) para no tener que
introducir matrices no triangulares en el proceso. En tales casos, las matrices L
y U obtenidas no son una factorizaciéon de la matriz original, sino de una matriz
en la que se han intercambiado algunas de sus filas. Vedmoslo en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.10

Encontrar la factorizacién LU de la matriz

b

Il
NN O
— R N
— W Ot

Observemos cémo el primer pivote no nos sirve, lo cual nos obliga a cambiar el
orden de las filas de la matriz. Asi, aplicamos el método de Gauss a la matriz

2 4 3 2 4 3 ) 3
A=|o25 |20 2 5 |222 (02 5)=v
2 11 0 -3 -2 0o 0 i

2
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mientras que

10 0 3 1 0 0 1 00

001022y 1o B0 10]=1
Fs—%Fg F3+F1

0 0 1 0 -3 1 1 -§ 1

Se tiene por tanto que LU = A’ o también LU = PA donde P es la matriz
correspondiente al intercambio entre las filas uno y dos, es decir

0
P=11
0

e s R
= o O

Este tipo de matrices es conocido como matriz de permutacion.

Sistemas mal condicionados

Hemos visto al comienzo de esta seccién que cuando tratamos de resolver un
sistema lineal numéricamente es preciso tener en cuenta la aparicion de errores
de redondeo provocados por la aritmética de coma flotante con la que trabajan
las computadoras. Pero no son éstos los tinicos errores con los que debemos
contar. Es frecuente que en el planteamiento de un sistema lineal, la recogida
de datos que conduce al mismo esté afectada por errores de precision, es decir,
que en lugar de estar resolviendo un sistema Ax = b, tenemos un sistema
ligeramente distinto A% = b, denominado generalmente sistema perturbado. La
cuestion en este caso es ver si el hecho de que la diferencia entre el sistema
original y el perturbado sea pequena conduce a que la diferencia entre sus
soluciones también lo sea. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.11 N

Consideremos el sistema

204+3y = 5
2+107)z+3y = 5

cuya solucién es x = 0, y = g Modificamos ligeramente el sistema anterior para
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tener:
2r+3y = 5
24107z +3y = 5+1077
La solucion exacta es ahora x = 1, y = 1. Obsérvese que la modificaciéon

realizada al sistema es minima (estamos perturbando sélo el segundo miembro
muy ligeramente), sin embargo la solucién del sistema original es muy distinta
a la del sistema perturbado.

El anterior es un tipico ejemplo de lo que se conoce como un sistema mal
condicionado,’ en oposicién a lo que se denomina un sistema bien condicionado,
en el que pequenas perturbaciones en los datos del sistema conducen a pequenas
variaciones en su solucién. En lo que sigue veremos que el condicionamiento de
un sistema depende esencialmente de un parametro denominado numero de
condicion.

Para hablar del ntimero de condicién es preciso hablar antes de normas,
concepto que introduciremos detenidamente en el tema 8. Por el momento nos
bastard tener una idea intuitiva de lo que es una norma vectorial. Esencialmente
una norma es una “medida” del tamaiio de un vector;'® mds concretamente, se
define la norma de un vector x, que se notard como ||x||, como un nimero real
que verifica las siguientes propiedades:

(1) ||x[| >0,y ||x|]| =0 siysolosix=0.
(1) [|Ax[] = [A ], VA € K.
() [+ yll < [l + [lyll

Para vectores en K", el ejemplo més conocido es la norma euclidea o norma
2, definida por

Ixllz = /|21 ]2 + - + |zal2, six = (z1,...,75)
Otras normas habituales son la norma 1:
Ixlly = lza] + -+ + [zn]
v la norma infinito o norma del supremo:

[[%[loo = max{fasl, ..., [zn[}

9E] concepto de condicionamiento fue introducido por el matemético inglés Alan Turing
en 1948 en un trabajo titulado Rounding-off errors in matriz processes, convirtiéndose en el
fundador del Algebra Lineal Numérica moderna.

10Hablaremos de vectores a partir del tema siguiente aunque seguramente el lector ya esté
familiarizado con ellos.
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Definicion 3.3 N

Sean || - ||a ¥ || - |l& dos normas vectoriales en K™ y K™, respectivamente. Se
denomina norma matricial en M., «,,(K) inducida por dichas normas vectoriales
a

AX P'S
) = sup 12x]a
x£0 |1%[l&

En general, es habitual que las normas vectoriales consideradas sean la misma
(aunque en diferentes espacios) por lo que evitaremos los subindices en las
normas para no recargar la notacién.

Es facil, a partir de la definicién, probar que una norma matricial satisface
las propiedades (1)—(I11) que definen una norma. Por otra parte, es inmediato

comprobar que
[Ax|| < [[Afl[lx[, VvxeK? (3.3)

También se puede probar que si || - || es una norma en M, (K) inducida por
normas vectoriales, entonces

[AB| < [|A[lIBl, VA,B e My(K)

Definicion 3.4

Sea A € M,,(K) regular y || - || una norma matricial inducida por una norma
vectorial. Se define el ndmero de condicion de A como

w(A) = | Al A

Si A es singular, se define xk(A) = co

La definicién se puede extender para el caso de matrices no cuadradas, pero
no la usaremos aqui. El niimero de condicién de una matriz nos da una medida
del condicionamiento del sistema: cuanto mayor es, peor es el condicionamiento.
Maés concretamente, supongamos que tenemos un sistema cuadrado con matriz
regular Ax = b y el correspondiente sistema perturbado Ax = b + Ab, en el
que consideramos una variacién del segundo miembro “pequena”. La idea es
analizar la diferencia entre la solucion del sistema original x y la del sistema
perturbado Xx.

Restando ambos sistemas:

Ax=Db

= A(x—x)=Ab
Ax=b+ Ab
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y puesto que A es invertible, multiplicando por A~! y usando (3.3)

x—x=AT'Ab= |x—x|| < |[A7"] |Ab]|

b
Por otra parte (usando nuevamente (3.3)), || 4x| = ||b]| = [Ix|| > ||||A|| Luego,
% —x|| _ [AM[|AD] -1 |Ab |AD
< < AT AL = r(4) (3.4)
]l [l bl Ib]]

La cantidad ||Xx — x|| es el error absoluto entre la solucién del sistema original

y la solucién del sistema perturbado, mientras que el cociente ”’ﬂ;ﬂ‘” es el error

: Ab . .
relativo. Por su parte, ”||b\|” es el error relativo de la perturbacién que hacemos

del sistema. En consecuencia, lo que (3.4) pone de manifiesto es que el error
relativo al resolver un sistema estd acotado por el ntimero de condicién de
la matriz multiplicado por el error relativo de la perturbacién. Si se supone
que la perturbacién es pequena y el nimero de condicién también, el error
cometido serd pequefio. Si por el contrario, el nimero de condicién es grande no
podemos esperar a priori que el error cometido sea pequeno (aunque en algin
caso concreto si que lo pueda ser).

En el ejemplo 3.11, lo que esta ocurriendo es que el nimero de condicién
de la matriz del mismo es grande. Nos remitimos a la secciéon 3.4 en la que
calculamos el nimero de condicién para esta matriz.

Métodos iterativos

Hemos hablado ya de los métodos directos para resolver sistemas, que son
aquéllos con los que se pretende llegar a su solucién tras un ndmero finito
de pasos. En esta seccion presentaremos un par de métodos iterativos que
construyen una sucesién de valores que deben tender hacia la solucién del
sistema. Cuando esto ocurre diremos que el método converge y en caso contrario
que diverge. El funcionamiento de los métodos iterativos es siempre el mismo,
solo cambia el modo en el que se construye cada iteracion. Asi, se parte de una
aproximacién inicial x(?), donde el superindice hara referencia al elemento de la
sucesién, a partir de la cual debemos poder construir un nuevo elemento x(!)
que se aproxime aun mas a la solucién del sistema, reiterandose el procedimiento
un determinado ntimero de veces. Si el método converge, al cabo de un cierto
namero de pasos el término de la sucesiéon obtenido deberia ser una buena
aproximacion a la solucién buscada. Este tipo de métodos es bastante eficaz
para matrices grandes vacias, esto es, con una gran cantidad de ceros.
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Método de Jacobi !

Supongamos que tenemos el sistema de n ecuaciones con n incognitas si-

guiente
1121 + @122 + - Fa1pT, = b1
a21%1 + A22%2 + -+ a2pTy, = ba
Ap1T1 + Qp2To + - + AppTy = bn

en el que todos los elementos diagonales a;; # 0. Dada una aproximacién x(®),
se construye x(t1) del siguiente modo:

ket 1 (k) (k)
x = — (b1 — aq2x — = A1y,
1 ai ( Lo ' )
k1) _ 1 _ k) _ .. _ (k)
T2 T a9 (b2 @211 @2ndn ) (3.5)
(k1) _ 1 b — (k) _ k) _ .. _ (k)
n ann ( n — Gn1Ty An2Tsy a"»”*lxn*)

Es decir, basicamente obtenemos la componente i-ésima de la nueva aproxima-
cién resolviendo la ecuacién i-ésima en esa misma variable. Dicho de otro modo,
en cada iteracién resolvemos n ecuaciones, cada una de ellas con una tnica
incognita.

Ejemplo 3.12

Aplicar el método de Jacobi al sistema

1021 — 20 + 223 = 6

—x1 + 11z — 234+ 324 = 25 (36)
2’1)1 71]524’10!173 — T4 = —11
3xg —x3+8ry = 15

Consideramos x(©) = (0,0,0,0). La iteraciones del método son:

(k1) _ 1 (k) (k)
] =10 (6+:c2 — 2z4 )

1
2y = (254 21 + 25" — 32(7)

Hntroducido por el matematico alemén Carl Gustav Jakob Jacobi en 1845.
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1
x§k+1) :E (—11 — ngk) + mgk) + $51k)>

L
2 =2 (15— 325" + oY)

Asi, para calcular x() sustituimos los valores de las componentes de x(?) en el
esquema anterior, obteniendo x(1) = (0.6,2.2727,—1.1,1.875). A continuacidn,
repetimos el proceso sustituyendo los valores obtenidos de x(!) para calcular
x| ete.

x(?) = (1.0472,1.7159, —0.8052, 0.8852),

x) = (0.9326,2.0533, —1.0493, 1.1308),

Al cabo de diez iteraciones se tiene que x('9) = (1.0001, 1.9997, —0.9998, 0.9997).
Nétese que la solucién del sistema es (1,2,—1,1), lo que nos confirma que el
método estd convergiendo.

Método de Gauss-Seidel 2

Si miramos el método de Jacobi con atenciéon podemos observar que la

construccién de cada componente de x**1) usa sélo la informacién obtenida
. k+1
de x(*); sin embargo, a la hora de calcular acE b ya conocemos los valores de

:C;-kﬂ) para j < i. El método de Gauss-Seidel simplemente aprovecha este hecho.

Asi, al igual que antes, comenzarfamos con una aproximacién inicial dada x(©
) b b
y en cada iteracién, conocida la aproximacién x(¥) calculamos x(*+1) mediante:

k1) 1 (k) (k)
x =— (b1 —a2zy  — - — a1px,
1 o ( 1 122 1 )
(k1) _ 1 (k+1) (k)
x =— (by —agz — s — Qop Ty,
2 o < 2 21471 2 )
1
x§k+1) == (bi _ aﬂxgk—&-l) . ai’iilxgli-il-l) . ai,¢+1$§i)1
. amxg“))

2Introducido por el alemén Philipp Ludwig von Seidel en 1874.
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1
ngﬂ) == (b _ amxgH ) an2xék+1) C = Qe wglk*ll))
nn

Es de esperar que el método de Gauss-Seidel converja mas rapidamente que
el método de Jacobi, aunque no siempre es asi. Lo que si se puede probar es que
converge, al menos, igual de rapido que el de Jacobi.

Ejemplo 3.13

Aplicamos el método de Gauss-Seidel al sistema (3.6). Iniciando desde el
mismo valor x(*) = (0,0,0,0), la iteracién a realizar es

x§k+1) _ 11O (6 n mgk) B 2x:())k)>

xék+l) _ 111 (25 n $§k+l) I x(k) 3x(k))
2D 11O (_11 — oz (D 4 gD xik))
xikﬂ) _ é <15 _ 3xék+1) i xékJrl))

(1)

Al igual que antes, para obtener z; ’ sustituimos los valores de las componentes

de x(© de las que partimos; pero para calcular :z:( )

wg ), de manera que la usamos en lugar de z; ©) . Asi, procedemos con las demds

componentes en cada iteracién, obteniéndose

, ya conocemos la componente

x(M) = (0.6,2.3272, —0.9872,0.8788),
= (1.0301,2.0369, —1.0144, 0.9843),
= (1.0065, 2.0035, —1.0025, 0.9983),
= (1.0008, 2.0002, —1.0003, 0.9998)

Vemos que en este caso, con la mitad de iteraciones obtenemos una precision
similar a la obtenida con el método de Jacobi.

Por otra parte, es importante resaltar que la convergencia de ambos méto-
dos no estd asegurada. Se pueden dar condiciones suficientes para que ambos
métodos converjan. Una de las mas habituales es la diagonal dominancia.
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3.4 = Calculo con Python

Se dice que una matriz A € M,,(K) es diagonal dominante (por filas) si

lazl = > laggl, Vi

J#i

= R N

Es decir, en cada fila, el elemento diagonal en médulo (o valor absoluto) es
mayor que la suma de los médulos del resto de elementos de esa fila. El mismo
concepto se puede aplicar por columnas. Se puede probar que si una matriz es
diagonal dominante, los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen.

a
CALCULO CON PYTHON

Como hemos comentado con anterioridad, la necesidad de resolver sistemas
de ecuaciones lineales de gran tamano dio lugar al Algebra Lineal Numérica
de la que hemos descrito unas pinceladas en la seccién anterior. Python, como
lenguaje de programacién que es, es un entorno adecuado para programar los
diversos algoritmos que hemos visto, sin embargo, no queremos dedicar nuestra
atencién en este texto al aprendizaje de la programacién (aunque se verdn
algunos ejemplos) sino al uso de algunas de las herramientas que Python tiene
incorporadas para resolver sistemas de ecuaciones.

La solucién de sistemas de ecuaciones desde NumPy es sencilla; basta invocar
la funcién linalg.solve con la matriz del sistema y el segundo miembro: por
ejemplo, el cédigo

>>> from numpy import matrix,linalg
>>> a=matrix(’2. 1 1; 1 2 1 ; 11 2 )
>>> b=matrix(’1; 2; 3°)
>>> linalg.solve(a,b)
matrix ([[-0.5],

[ 0.5],

[ 1.511)

resuelve el sistema

2 1 1 T1
1 2 1 Ty | =
1 1 2 T3

cuya solucién es 1 = —0.5, 20 = 0.5y z3 = 1.5.

Si la matriz es no cuadrada o singular, obtendremos un error.
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Por su parte, SymPy nos ofrece mas sofisticacién, permitiendo resolver
sistemas indeterminados, aunque su utilidad es escasa si el sistema es grande.
Por ejemplo,

1| >>> from sympy import Matrix,solve_linear_system
2| >>> from sympy.abc import x,y,z

s|>>> A=Matrix([[-2,1,1,0],[1,-2,1,0],[1,1,-2,0]])
4|>>> solve_linear_system(A,x,y,z)

5| {x: z, y: z}

corresponde a la solucién de

—2r+y+z = 0
r—2y+z = 0
z+y—2z = 0

que es un sistema compatible indeterminado con solucién: (o, o, @).

Vemos que es necesario pasar como argumento la matriz ampliada del sistema
y los nombres de las variables que reciben la solucién.

Otra opcién para resolver un sistema pasa por el uso del médulo rref ()
de SymPy que ya vimos en el tema anterior. Este médulo permite hacer una
reduccion tipo Gauss de una matriz, y por tanto nos estd proporcionando de
forma indirecta la solucién de un sistema.

1| >>> from sympy import Matrix

2| >>> a=Matrix ([[2,1,1,1],[1,2,1,2],[1,1,2,31]1)
3|>>> a.rref ()

4| (L1, 0, 0, -1/2]

s| [0, 1, 0, 1/2]

¢l L0, O, 1, 3/2]1, [0, 1, 21)

corresponde a

2
1
1

— N

1 0 0
1 10
2 0 1

W N =
=
NI N M=

Si miramos la dltima columna de la matriz resultante, ésta es precisamente
la solucién del sistema. Como ya comentamos, rref () realiza una reduccion
tipo Gauss, hasta obtener una matriz diagonal, con unos en la diagonal (en este
caso, la matriz identidad). Luego el segundo miembro del sistema (la dltima
columna) resulta la solucién (véase el ejemplo 2.10).

La factorizacién LU de un matriz también es posible, aunque no esta definida
en NumPy, sino en un moédulo habitual para el calculo cientifico conocido como
SciPy.!3

13

WWW.SCipy.org
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>>> from numpy import matrix

>>> from scipy import linmnalg

>>> a=matrix(’2. 1 1; 1 21 ; 11 2 ?)
>>> p,l,u=linalg.lu(a)

>>> p
array ([[ 1., 0., 0.1,
[ 0., 1., 0.1,
[o., o., 1.1D
>>> 1
array ([[ 1. s , 0. 1,
[ 0.5 s 1. s 0. 1,
[ 0.5 , 0.33333333, 1. 11)
>>> u
array ([[ 2 , 1. , 1. 1,
[ o. , 1.5 , 0.5 1,
[ 0. , 0. , 1.33333333]11)
es decir,
2 1 1 1 0 0 2 1 1
_ 1 3 1
1 2 1 = 5 1 0 0 5 3
1 1 4
1 1 2 5 3 1 0 0 3

Obsérvese el tipo de llamada (linea 4): la funcién lu proporciona tres
resultados (las matrices P, L y U, por ese orden), que son almacenadas en
las variables p, 1 y u, que, como ya hemos visto, corresponden a la matriz de
permutacién P y las matrices L y U que verifican PA = LU. N6tese que en este
caso P es la matriz identidad.

Si por el contrario escogemos el médulo SymPy:

>>> from sympy import Matrix
>>> A=Matrix([[0,3,2],[1,0,-3],[-2,1,-1]11)
>>> 1,u,p=A.LUdecomposition ()

>>> 1

[ 1, 0, 0]
[ o, 1, 0]
[-2, 1/3, 1]
>>> u

[1, o0, -3]
[0, 3, 2]
[0, 0, -23/3]
>>> p

[[1, 0]]

vemos que la llamada difiere con respecto a la descomposiciéon LU de SciPy.
En este caso se obtienen L, U y P, en ese orden, teniendo en cuenta que P no
viene dada en forma de matriz, sino a través de los indices de las filas que han
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permutado (en este caso la primera con la segunda). En definitiva:

010 03 2 100 10 -3
100 10 =3 |=( 010 03 2
00 1 -2 1 -1 -2 11 00 -2

Por otra parte, NumPy también permite el cdlculo del niimero de condicién
de una matriz:

>>> from numpy import matrix,linalg
>>> a=matrix(’2 3; 2+1le-7 3’)
>>> a
matrix ([[ 2. , 3. 1,

[ 2.0000001, 3. 1D
>>> linalg.cond(a)
86666667 .760877177

esto es,

2 3
K ~ 86666667.76
241077 3

indicdndonos el mal condicionamiento de la matriz del ejemplo 3.11.

Finalmente, veamos un pequeno programa para realizar las iteraciones del
método de Jacobi mostrado en la seccién anterior. Con objeto de implemen-
tar el cédigo de forma eficiente en Python, hay que evitar en la medida de lo
posible la aparicién de bucles, pues éstos ralentizan enormemente la ejecucion
de los programas. Para evitar bucles la mejor opcién es “vectorizar” las opera-
ciones que involucran un arreglo o matriz, pues éstas se computan mucho mas
rapidamente.

Asi pues, vamos a reinterpretar las operaciones del método de Jacobi del
siguiente modo. Si observamos el segundo miembro de (3.5) vemos que corres-
ponde al producto de los inversos de los elementos diagonales de la matriz A,
por un paréntesis que corresponde a la diferencia entre b y el producto de la
matriz A, sin los elementos diagonales, por x.

Veamoslo del siguiente modo: sea D la matriz diagonal, cuya diagonal es la
misma que la de la matriz A, y sea A = A — D. El sistema Ax = b se puede
escribir como

(A+D)x=b=Dx=b—-Ax=—=x=D"'b—- D '4Ax

Observando el tltimo término, vemos que corresponde exactamente con el
segundo miembro de (3.5). Por tanto, las iteraciones del método de Jacobi ahora
son:

x+D) = p=lp — D=1 Ax® (3.7)
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Definimos entonces una funciéon en Python que, introducidas la matriz del
sistema, el segundo miembro, una aproximacién inicial y el niimero de iteraciones
a realizar, devuelve el valor de la 1ltima iteracién calculada:

from numpy import diagflat,zeros,linalg
from sys import exit
def jacobi(a,b,x0=None,iter=10):

if a.shape[0]!=a.shape[1l]:
exit(’la matriz no es cuadrada’)
elif (b.shape[1]!=1) or (b.shape[0]!=a.shape[0]):
exit(’el segundo miembro no es correcto’)
if x0 is None:
x0=zeros ((a.shape [0],1))
elif (b.shape!=x0.shape):
exit(’dato inicial incorrecto’)

d=diagflat(a.diagonal ())
if (linalg.det(d)==0):
exit (’hay elementos diagonales nulos’)
atd=d.Ix*(a-d)
c=d.Ix*b
for i in range(iter):
x=c-atd*x0
x0=x

return x0

Las dos primeras lineas realizan la importacion de las funciones necesarias
para el programa. Destacamos en este cédigo la apariciéon de la instruccion
exit () del médulo sys, que permite abandonar la ejecucién del mismo. Dicha
instruccién es usada entre las lineas 5-8 en caso de que se cumpla alguna de las
condiciones if expuestas. Estas condiciones comprueban que los argumentos de
entrada son correctos: en concreto, se analiza si el dato a es una matriz cuadrada
y si el dato b es una matriz columna con la misma dimensién que a. Si no se
cumple alguna de estas condiciones la ejecucion del programa se detiene con la
impresion del mensaje correspondiente.

Otra novedad del cédigo es la apariciéon de argumentos por defecto en la
llamada a la funcién (linea 3). Puesto que es habitual que la aproximacién
inicial sea una matriz de ceros, podemos omitir la aproximacién inicial en la
llamada a la funcién, y en ese caso, el programa crea una aproximacion inicial
nula (lineas 9-10). En caso de que si se haya introducido una aproximacién
inicial se comprueba que ésta tiene las dimensiones adecuadas.

La linea 14 crea la matriz d correspondiente a la diagonal de la matriz del
sistema. Para ello se ha usado el atributo diagonal() con el que se obtiene
una matriz fila correspondiente a la diagonal de la matriz a, y con la funcién
diagflat se construye una matriz diagonal, cuyos elementos diagonales son los
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de la matriz fila usada como argumento.

A continuacién, en las lineas 17 y 18 se construyen los elementos para la
iteracién, segin hemos visto en (3.7). Nétese también que comprobamos que la
matriz d es invertible calculando su determinante.

Llegados a este punto es interesante notar que, hasta el momento, no se
han realizado méas que pequenas comprobaciones y calculos preparativos. Las
iteraciones del método de Jacobi se llevan a cabo en las lineas 19-21. Observar
también que en cada iteracién, actualizamos el valor de la aproximacién, para
poder calcular la siguiente.

Para poder usar esta funcién precisamos los datos del sistema y cargarla
previamente. Suponiendo que el cédigo anterior es guardado en un archivo de
nombre jaco.py, el siguiente cddigo muestra cémo resolver el ejemplo 3.13

1| >>> from numpy import matrix

2| >>> from jaco import jacobi

3|>>> a=matrix(’10 -1 2 0; -1 11 -1 3; 2 -1 10 -1; 0 3 -1 87)
4|>>> b=matrix(’6; 25; -11; 15°’)

5| >>> jacobi(a,b)

¢ |matrix ([[ 1.0001186 1],

7 [ 1.99976795],
8 [-0.99982814],
9 [ 0.99978598]1)

En el ejercicio 23 proponemos al lector la elaboracién de un cédigo similar
para el método de Gauss-Seidel.

BB
APLICACION: RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Como hemos comentado anteriormente, los sistemas de ecuaciones lineales
aparecen frecuentemente en muchas aplicaciones de las Matematicas y muy
especialmente en la resolucién de ecuaciones diferenciales. Aunque este es un
tema que se escapa de los conocimientos tipicos de los lectores a los que
va dirigido este texto, creemos importante mostrar como surgen sistemas de
ecuaciones lineales con un gran ntimero de ecuaciones e incégnitas a través de
un ejemplo sencillo.

No es nuestra intencion entrar en profundidad en demasiados aspectos acerca
de las ecuaciones diferenciales; basta decir que se trata de ecuaciones en las que
la incégnita es una funcién (y no simplemente un conjunto de valores), y que
dicha funcién se haya afectada bajo alguna operacién que involucra la derivacién.
Un ejemplo tipico de ecuacién diferencial puede ser:

u'(x) =0, z€(0,1)

Es decir, se trataria de buscar una funcién u definida en el intervalo (0,1) de
forma que su segunda derivada sea cero, en cualquiera de sus puntos. Con unos
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conocimientos béasicos de derivacion podemos ver que cualquier funciéon de la
forma u(x) = ax + b, para cualesquiera valores a y b, es una solucién de dicha
ecuacién. Con objeto de poder encontrar una unica solucién de la ecuacién, es
habitual completarla con alguna condicién adicional, como puede ser el valor de
la funcién en los extremos del intervalo:

u(0) =1, u(l) =3

Con estas condiciones podemos determinar los valores de a y b resultando que
a=2yb=1. Asi pues, la funciéon que cumple la ecuacién diferencial junto con
las condiciones en los extremos es la recta u(z) = 2x + 1.

Esta ecuacion diferencial junto con las condiciones adicionales, denominadas
condiciones de contorno, modelan, por ejemplo, la distribuciéon de temperatura
de una varilla unidimensional de longitud 1 que no estd sometida a ninguna
fuente de calor, y en cuyos extremos existe una temperatura dada por los
valores de las condiciones de contorno. Si anadimos una fuente de calor sobre la
varilla, medida a través de una funcién f(z), que se supone conocida, el modelo
matematico que nos proporciona cémo se distribuye el calor en la varilla viene
dado por:

—u(x) = f(z), z€(0,1)
u0)=ca, u(l)=p

donde « y 8 son las condiciones de contorno, que se suponen dadas.

(3.8)

Para ciertas funciones f es posible calcular analiticamente la solucién de esta
ecuacién diferencial (integrando dos veces f), pero en general puede ser dificil,
o incluso imposible, encontrar una expresién explicita para u. En estos casos
es necesario acudir al Anélisis Numérico. En primer lugar hemos de rebajar
nuestra pretensién de encontrar la solucién como una funcién, con sus infinitos
valores en el intervalo (0,1), y buscar en su lugar un nimero finito de valores
de la misma; esto es lo que se conoce como discretizacion.

La discretizacién pasa por considerar un conjunto finito de puntos en el
intervalo de partida (0, 1). Lo més habitual consiste en tomar una serie de puntos
uniformemente espaciados, que denominamos nodos. Para ello tomamos n € N
y h = -1 el denominado paso de discretizacion, y creamos los n + 2 puntos

58
siguientes del intervalo (0,1):

r;=th, 0<i<n+1

Observemos que g = 0 < 1 < 23 < -++ < &, < Tpy1 = 1. La intencién es
encontrar los valores de la solucién de (3.8) en estos nodos. Por ejemplo, ya
sabemos que u(zg) = a y u(Tn4+1) = S, y por tanto nos quedan por encontrar
u(x;), 1 <14 < n,esdecir, n valores que seran nuestras incégnitas. Por otra parte,
parece evidente pensar que cuantos mas puntos consideremos en la discretizacion
mejor sera la aproximacion de la solucién que obtengamos.

El siguiente paso consiste en escribir la ecuacién —u”(z) = f(z) en funcién
de esos valores. La cuestién es cémo evaluar u”. Es conocido que el valor de



m Tema 3 = Sistemas de ecuaciones lineales

la derivada en un punto = se puede aproximar por cocientes incrementales del
tipo:
o (2) ~ u(xz +t) — u(x) - u(z —t) —u(x) ~ u(x+1t) —u(z—1t)
t t 2t
y de forma similar se puede obtener una aproximacién de la derivada segunda:

u(x +t) —2u(z) +u(x —t
) e M 1) = 20(@) =1
t2
Estas expresiones son més precisas cuanto més pequeno es t. Si ponemos t = h
en la ultima expresién y evaluamos en un nodo x;,

ey o W) — 2u(@;) + u(wiog)
u (‘Tl) ~ h2
debido a la definicién que hemos tomado de los nodos. Con objeto de simplificar
la notacién pondremos u(x;) = wu;, y de forma similar f(z;) = f;.
Lo que hacemos a continuacién es sencillo: sustituimos la ecuaciéon en x por
la evaluacién de la misma en cada uno de los nodos obteniendo el siguiente
problema discreto:

_ Uig1 — 2Ui + Uiy
12

Dado que ug = a, un41 = By fi, 1 < i < n son valores conocidos, estamos
ante un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas. Vemos por tanto cémo
una discretizacién de una ecuacién diferencial desemboca de forma bastante
natural en la resolucién de un sistema lineal, que serd tanto més grande, cuanto
mayor sea el valor de n, lo que a su vez conducird, en principio, a una mejor
aproximaciéon de los valores de la solucién.

En este punto es preciso hacer alguna puntualizacién: una discretizacién de
una ecuacién diferencial cualquiera no siempre conduce a un sistema lineal, y
no siempre la soluciéon de un problema discreto proporciona una buena apro-
ximacion del problema original; el Analisis Numérico requiere prestar atencién
a determinados aspectos que quedan fuera de nuestro interés en este texto. En
lo que respecta a este ejemplo, si es posible probar que, para un buen nimero
de funciones f, la discretizacién realizada es coherente con nuestra intuicion
inicial; cuanto mayor es n, mejor es la aproximacién obtenida a la solucién de
la ecuacion diferencial.

Prestemos ahora un poco méas de atencién al sistema (3.9): si escribimos una
a una sus ecuaciones resulta,

—ug + 2u1 — U = h2fy
—u1 + 2ug — usg = h2f2
—Up—2 + 2Up_1 — Uy = h2fn—1

—Up—1 + 2un —Up+1 — h2fn
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que escribimos en forma matricial como

2 -1 0 0 --- 0 0 uq fit+a
-1 2 -1 0 Uy I2
= h? (3.10)
0 0 0 0 -+ 2 —=1]|]ups fr—1
0O 0 0 0 --- -1 2 Up fntB

La matriz del sistema tiene propiedades interesantes. Es lo que se conoce como
una matriz vacfa, esto es, con muchos ceros, que ademds tiene una estructura
especial. Ademads de ser simétrica, es una matriz banda, y mas concretamente
tridiagonal. Este tipo de matrices son frecuentes en la aproximacién numérica
de ecuaciones diferenciales y ecuaciones en derivadas parciales, y dadas sus
especiales caracteristicas, reciben un tratamiento numérico especial en el que
no entraremos.

Para terminar, veamos cémo resolver un ejemplo con Python.

Resolvamos numéricamente la ecuacién diferencial

—u"(z) = 4n?sen(27z), x € (0,1)
u(0) =u(l) =0
Vamos a crear una funcién (al estilo de la funcién mandelplot del tema 1)

de tal forma que, dado n el niimero de nodos, la funciéon f y los valores de
contorno « y 3, proporcione la solucién de (3.8).

#! /usr/bin/python

from numpy import pi,linspace,sin,diag,ones,linalg,append
from matplotlib.pyplot import plot,show,grid, axis

def calor(m, f, alfa, beta):

x=linspace (0.,1.,n+2)

h=1./(n+1)

fx=h**2*xf(x[1:n+1])

fx [0]+=alfa

fx[n-1]+=beta

a=diag(2.*ones(n)) + diag(-1.*xones(n-1),1) + diag(-1.*
ones(n-1) ,-1)

u=linalg.solve(a,fx)
u=append (alfa,u)
u=append (u,beta)

return u,x
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f= lambda x: 4*pix*2xsin(2*pi%*x)
n=40

alfa=0.

beta=0.

u,x=calor(n,f,alfa,beta)
g=lambda x: sin(2*pix*x)

plot(x,u,’k-’,marker="%")
plot(x,g(x),’r--")

grid (True)
axis([0,1,-1.2,1.2])
show ()

Analicemos con detenimiento el cédigo. Tras la habitual importacién de
funciones de los médulos apropiados (nétese por ejemplo la importacién de la
constante pi o la funcién seno desde NumPy), definimos la funcién calor, entre
las lineas 6-19, que es la que se encarga de resolver la ecuacién diferencial.

En primer lugar creamos los nodos en el intervalo (0, 1) a través de linspace.
Esta funcién crea un arreglo formado por n+2 valores entre 0 y 1. A continuacién
calculamos el paso de discretizacién y en la linea 10 construimos el segundo
miembro de (3.9). Nétese que evaluamos la funcién dato del problema en los
nodos de un solo golpe, sin necesidad de usar un bucle, excluyendo los valores de
los extremos pues no son necesarios. En las lineas 11 y 12 rectificamos el primer
y el dltimo valor de este arreglo segiin indica el segundo miembro de (3.10), y
en la linea 13 construimos la matriz del sistema usando una combinacién de la
funcién diag.

Veamos esta construccién con més atencién: diag(2.*ones(n)) crea una
matriz diagonal cuya diagonal principal estd formada por 2.*ones(n), que
corresponde a un arreglo de dimensién n formado por unos (esto es lo que hace
ones(n)), y que estd multiplicado por 2. Es decir, es una matriz diagonal con
2 en la diagonal. A esta matriz se le suma diag(-1.*ones(n-1),1); esta claro
qué es -1.*ones(n-1), mientras que el segundo argumento de diag desplaza
una diagonal hacia arriba el lugar donde se sitian, en este caso, los —1. Algo
similar hace diag(-1.*ones(n-1),-1), pero en lugar de desplazar hacia arriba,
lo hace hacia abajo. Ahora es inmediato ver que la suma de estos tres términos
es la matriz de (3.10).

Finalmente, la linea 15 resuelve el sistema, mientras que las lineas 16 y 17
incorporan los valores en los extremos a la solucién obtenida. En la linea 19 se
produce la salida de la funcién, en la que devolvemos tanto la solucién u como
los nodos x, con objeto de poder dibujarlos si es necesario.

La ejecucion de la funcion se lleva a cabo entre las lineas 22 y 27. En la linea
22 definimos la funcién dato del problema, en este caso, f(x) = 472 sen(27z).
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—e— Calculada | 1+

—e— Calculada {

1
Exacta Exacta
0 1 0f |
-1 4 1k |
| | | | | | | | | | | |
0O 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
(a) n=10 (b) n =40

Figura 3.1: Solucién de la ecuacién del calor

Si bien se podria haber creado dicha funcién mediante

def f(x):
return 4*pi**2xsin (2*pix*x)

la funcién lambda simplifica esta definicién. Entre las lineas 23 y 25 fijamos el
resto de pardmetros de nuestro problema, y en la linea 27 llamamos a la funcién
calor para resolver el problema.

Con objeto de comprobar la precisiéon del método empleado para resolver
la ecuacién diferencial, hemos comparado la solucién obtenida con la solucién
exacta, que en este caso conocemos y es g(x) = sen(2mzx). Para ello hemos
dibujado ambas soluciones con la funcién plot del médulo matplotlib. En la
figura 3.1 se puede ver el resultado para un par de valores de n distintos.

(6]
EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Resolver los siguientes sistemas mediante el método de eliminacién de
Gauss:

T +ax9s+2x3 = 6 r1+2x9 = 3
(a) T —+ 21‘2 + 2:173 = 9 (b) —XT2 —+ &3 = 1
r1 + 225 + 373 10 31 +22+523 = 0
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Usar la Regla de Cramer para resolver los sistemas:

2r—y—2z = 4 r4+y+2z = -1
() 3x+4y—2z = 11 (b) 2z2—y+22 = —4
3r—2y+4z = 11 dr+y+4z = =2

Un sistema de ecuaciones de matriz A € Myyg tiene 5 grados de libertad.
Calcula rango(A).

Utilizar el teorema de Rouché-Frobenius para realizar un estudio del
ntmero de soluciones de los siguientes sistemas y resolverlos:

2261—|—.T2 = 5
3r1+2xs+x4—25 = 0
(a) (b) -z =
T+ 2x3+x5 = 3
r1+2x2 = 0
Ty +2x9—23 = 1 n 5
x xr3 — & =
(c) TtTs = 2 (@ "t
Tot+ax3+1xry4 = 2
$1+3$2 = 3

En los siguientes apartados se da un ntimero x y una aproximacion z*.
Encontrar los errores absoluto y relativo en cada caso.

(a) z=5; 2% =0.49 x 10L.

(b) = = 0.704645; z* = 0.70466 x 10°.
Resuelve el siguiente sistema mediante eliminacién gaussiana con y sin
pivoteo parcial, usando aritmética de coma flotante con cuatro cifras significa-

tivas. Después encuentra la solucién exacta y calcula los errores relativos de los
valores calculados:

2x1 + %xz + %1‘3 = 1
1+ 209 —x3 = 0
6x1 4+ 229 + 223 = —2

Hallar la factorizacién LU de las siguientes matrices

11 1 2 1 -1 10
1213 -1 2 -1 2
(a) (b)
13 2 1 1 -2 5 2
2 2 11 0 2 2 4
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Demuestre que el sistema

r1+2x9 =50
T, + 1.02622, =20

estd mal condicionado si se usa aritmética de coma flotante con dos cifras
significativas. ;Cudl es el error relativo cometido si lo comparamos con la
solucién exacta?

Obtener las tres primeras iteraciones del método de Jacobi para los
siguientes sistemas usando x(%) = (0,0,0):

3r1 —x9+x3 = 1 101 —2z2 = 9
(a) 3x1 4+ 629 + 223 = (b) —x1 + 1029 — 223 = 7
3x1+3x0+Txs = 4 —2x9+ 1023 = 6

Repetir el ejercicio 9 empleando el método de Gauss-Seidel.

Problemas

¢ Puede existir una pardbola que pase por los puntos (0,1), (1,3), (2,15)
v (3,37)?

;Para qué valores de m el sistema

2r—y+2z = 0
c+my—z = 0
r+y+z = 0
tiene soluciones no triviales?
Estudiar el sistema:
dx+2y+2z = I
2r+4y+2z2 = Ny
20 4+4y+8z = Az

segun los valores del pardmetro A.

Discutir la compatibilidad de los sistemas siguientes segiin los valores
de los parametros m y n.

3r—Ty = m r—my+z = 0
r+y = n r+y—2z2 = 0

(a) (b)
5c—13y = 5Hm—2n nr—2y—5z = 0
r+2y = m+n-—1 2z4+y+2z = 0
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Construir un sistema lineal de tres ecuaciones y cuatro incégnitas tal
que su solucién sea (1 — 2a — 38, «, 1 + 23, B).

Un sistema con tres incognitas y un grado de libertad tiene como
soluciones las ternas (1,0,1) y (2,—1,—1). Encuentra todas las soluciones del
sistema.

Encuentra la matriz cuadrada P tal que al multiplicar a la derecha por
(2,9,2)T da (y,2,2)T. ;Cudl es su inversa?

Resolver los siguientes sistemas usando la factorizaciéon LU:

r—y+z = 4
r+y = 5
—x+2y—2+2t = -3
(b) —y+52z =
r—y+>5z+2t = 16
x+2y—2z = T
2042246t = 8

Comprobar que el sistema

T1 —To—T3— T4 —25=0
.’1?2—.’1?3—.1?4—.1‘5:0
$3—.’134—$5=O
I47£C5:O

Is = 1
esta mal condicionado, si se considera el sistema perturbado

371—1‘2—,@3—,%4—.’175:0
—%x1+x2—x3—x4—x5:
7%5171+173717471‘5:0
1 —
—{5%1 + Ta — Ts =

1
—1i571 +x5=1

Ejercicios tedricos
Probar la Proposicién 3.1

Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Un sistema compatible indeterminado puede tener el mismo nimero de
ecuaciones e incognitas.

(b) Un sistema de n + 1 ecuaciones con n incégnitas tal que el rango de su
matriz ampliada sea n 4+ 1 puede ser indeterminado.
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(¢) Un sistema compatible determinado puede tener més incégnitas que ecua-
ciones.

(d) Un sistema compatible determinado puede tener mds ecuaciones que
incognitas.

Construir un sistema lineal de matriz no nula con més incégnitas que
ecuaciones que no tenga solucion. ;Cudl es el menor ntimero de ecuaciones e
incognitas que puede tener?
*[FE] Considérese el sistema de ecuaciones Ax = b con A € M,(K),
x,b € M, x1(K). Compruébese que las iteraciones del método de Gauss-Seidel
equivalen a realizar las iteraciones

xFH) — ¢ — px(F)

conc=(D+L)"'by M= (D+L)"'U, donde D, L y U son, respectivamente,
una matriz diagonal, cuya diagonal corresponde a la diagonal de A, una matriz
triangular inferior que corresponde a la parte triangular inferior de la matriz A,
y una matriz triangular superior que coincide con la parte triangular superior
de A, de tal modo que A=D+ L+ U.

Ejercicios adicionales

Elaborar un programa en Python para resolver un sistema de ecuaciones
usando el método de Gauss-Seidel empleando la descomposicién que aparece en
el ejercicio 23.

Modifica adecuadamente el cédigo de la pagina 127 para poder resolver
una ecuacion diferencial del tipo:

—u"(z) +u(z) = f(z), x€(0,1)
u0)=a, u(l)=p






4 Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales' son probablemente las estructuras mateméticas
mas comunes que podemos encontrar. Todos los fenémenos calificados como
“lineales” en multitud de contextos estan vinculados de algiin modo a un espacio
vectorial, lo que da una idea de su importancia. Por otra parte, son estructuras
muy sencillas que entranan una interesante diversidad de propiedades, algunas
de las cuales veremos en este tema.

Posiblemente el lector habra manejado con anterioridad el concepto de
vector, bien sea como elemento geométrico para determinar direcciones, o bien
como un objeto que permite representar determinadas magnitudes fisicas como
la velocidad o la fuerza. En estos casos, el vector se representa como una “flecha”
que determina unas caracteristicas propias como son su mddulo, direccion
y sentido.? Esta representacién es util para “visualizar” ciertos conceptos y
propiedades, pero es completamente inadecuada cuando tratamos con otro tipo
de objetos que también son vectores, como veremos a lo largo de este tema.

LA ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL

Con objeto de poder tratar cualquier tipo de vector con independencia de su
naturaleza, usando simplemente las propiedades intrinsecas que poseen debido
a su pertenencia a un espacio vectorial, hemos de hacer un esfuerzo en tratar
todos estos conceptos de forma abstracta; la definiciéon de espacio vectorial es
una buena muestra de ello. Emplazamos al lector para que trate de entender el
significado de la definicién a través de los ejemplos que le siguen.

LE] origen del concepto estd vinculado a los trabajos de matematicos del s. XVII en geo-
metria analitica, matrices y sistemas de ecuaciones lineales, aunque la formulacién axiomética
actual se debe al matemadtico italiano Giuseppe Peano a finales del s. XIX, que habia estudiado
profundamente la obra del alemdn Hermann Grassmann de mediados del mismo siglo, en el
que de manera no formal se establecen las ideas principales de lo que hoy conocemos como
Algebra Lineal.

2El concepto de segmento orientado o bipoint se debe al italiano Giusto Bellavitis en el
s. XIX, aunque el nombre de vector fue introducido por el irlandés William Rowan Hamilton.

135




m Tema 4 = Espacios vectoriales

Definicion 4.1 \

Un conjunto V se dice que es un espacio vectorial sobre el cuerpo K (o un
abreviadamente un K-espacio vectorial) si existen en él las siguientes operacio-
nes:
una operacién interna (suma):

+: VxV — Vv

(xy) — x+y
y una operacién externa (producto por escalar):
KxV — V
(,x) — a-x
verificando:
() u+v=v+u
(M u+(v+w)=(u+v)+w
(m) u+0=0+u=u
(Iv) u+(—u)=0
(v) 1-u=
(Vi) - (8-u) = (af)-u
(vi) (a+pB)-u=a-u+p-u
(vt

)
) u
)
)
)
)
)
) a

(ut+v)=a-uta-v

Obsérvese que la definicién necesita de la existencia de un determinado
cuerpo K (nosotros usaremos R é C) y en funcién de éste puede variar la
estructura del espacio. Si K = R se llama espacio vectorial real y si K = C se dice
espacio vectorial complejo. Por simplicidad hablaremos simplemente de espacio
vectorial (en adelante e.v.) sin hacer mencién al cuerpo, siendo el contexto en
el que trabajemos el que determine el cuerpo a usar (de forma genérica K).

Como se puede observar, la estructura de e.v. solo precisa de la existencia de
un par de operaciones, y de que éstas satisfagan una cuantas propiedades que
imaginamos que el lector puede claramente identificar. A través de los ejemplos
que siguen a continuaciéon nos daremos cuenta de que practicamente cualquier
conjunto en el que se puedan realizar operaciones numéricas tiene estructura de
e.v.
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A los elementos de un e.v. se les denomina wvectores.® Los denotaremos por
letras en negrilla, u, v,...El punto correspondiente al producto por escalares
serd habitualmente omitido.

Ejemplo 4.1

(1) R™ es un e.v. (real) con las operaciones siguientes:

(m17"'7wn)+(y17"‘7yn) = (x1+y17"'7$n+yn)
a-(z1,...,2,) = (Qx1,...,0zy)
En particular, R (para n = 1), es un espacio vectorial sobre si{ mismo. Sin
embargo, si el cuerpo escogido es C, en lugar de R, entonces R™ pierde la

estructura de e.v., pues la operaciéon producto por escalar de un elemento
de R™ con un nimero complejo no resulta, en general, un elemento de R™.

(1) Mpxn(K) es un e.v.sobre K con las operaciones suma y producto por es-
calar dadas en la Definicién 2.5 (tal y como confirman las Proposiciones 2.1
y 2.2).

(1) R* = {(a,)5%, : sucesiones reales} es un e.v. con las operaciones

(an)nzy + (bn)ply = (an + bn)3y
o (an)pzy = (aan)ily
(v) Pglz] = {ao+arz+---+anz™ : a; € R}, es decir el conjunto de polinomios

con coeficientes reales de grado menor o igual que n, en la variable x, es
un e.v. con la suma y el producto habituales.

(v) C([a,b]) = {f : [a,b] — R : f continua} también es e.v. con la suma y
producto habituales entre funciones.

(vi) C es un C-espacio vectorial, y también es un R-espacio vectorial, pero la
estructura de ambos espacios es distinta, como se vera posteriormente.
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Notese que ademas de los tipicos espacios R™ hay una multitud de espacios
vectoriales de naturaleza bien distinta formados por elementos de los méas diverso
(funciones, polinomios, matrices, sucesiones, etc.). Lo mas destacado del hecho
de que estos conjuntos sean espacios vectoriales es que las propiedades que
vamos a tratar en este tema y los siguientes son aplicables a la estructura de

3Insistimos en el hecho de que, a partir de ahora, cualquier elemento de un e.v. es un vector.
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estos espacios, y por tanto funcionaran en todos ellos con independencia del tipo
de conjunto con el que tratemos. Es por ello la necesidad de abordar de manera
abstracta estos conceptos.

En contraste, veamos algunos conjuntos que no son espacios vectoriales.

(1)

(1)

Ejemplo 4.2

PR*[x] = {ao + a1z + - - - + anx™ : a; € R, a, # 0}, es decir, el conjunto de
polinomios con coeficientes reales de grado exactamente n en la variable z,
no es un e.v. puesto que el producto del escalar 0 por cualquier polinomio
de grado exactamente n nos proporciona el polinomio nulo, que ya no tiene
grado exactamente n. Es decir, el producto por escalar con un elemento
del conjunto no proporciona elementos del mismo conjunto, lo que lleva a
que la dicha operacién no esté correctamente definida en este conjunto.

M3(R) = {A € Ma(R) : det(A) = 0}, no es un espacio vectorial puesto

que las matrices
1 0 0 0
0 0 Y 0 1

pertenecen a dicho conjunto, pero no asi su suma.

R = {(an)3%; : sucesiones reales con limite [}. Se propone al lector
encontrar la causa. ;jExiste algin valor de [ para el cual este conjunto
sf es un e.v.?

Quizas estos ejemplos lleven a confusién en el lector, pues todos ellos son
subconjuntos de conjuntos mayores que si son espacios vectoriales. Pero ahi esta
la clave de la comprension de una estructura matematica: ésta es una propiedad
del conjunto, no de algunos de sus elementos.

A continuacién probaremos algunas propiedades simples que satisfacen los

e.V.

Proposicion 4.1

Sea V un e.v. Se verifican las siguientes propiedades:

(1) El elemento neutro de un e.v. es unico.

(1r) El elemento opuesto de un e.v. es unico.
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(m) 0-u=0,YVueV.

(rv) El elemento opuesto de u es (—1) - u.

(V) @-0=0, Va € K.

Demostracion:

Si bien la demostracién de estas propiedades es muy sencilla, el lector puede
encontrarse con algunas dificultades en su comprension, principalmente por no
estar familiarizado con la abstraccién matematica precisa para llevarlas a cabo.
En cualquier caso, es cuestiéon de practica conseguir entender los procedimientos
habituales de demostracion.

(1)

(111)

(1v)

(V)

Supongamos que 07 y 02 son dos elementos neutros y probemos que ambos
elementos son en realidad el mismo. Debido a la propiedad de neutralidad:

0; +02 =01y 02+0; =02

Por la conmutatividad
0, +05 =05+ 04
y por tanto 0; = 09

Usamos la misma técnica que en el apartado anterior: si vi y vo son dos
elementos opuestos de u, entonces

(u+vy)+va=(va+u)+vi=0+vy=vy
(u+vy)+vi=(u+vy)+ve=0+vy=vy

y como (u+vy)+ve = (u+va)+ vy, se tiene que vy = vs.

u=1-u=(0+1)-u=0-u+1-u=0-u+u. Nétese que toda esta cadena
de igualdades se deduce de las propiedades que definen la estructura de
e.v.

Como consecuencia de lo anterior u =u+ 0 - u, luego 0 - u es el elemento
neutro, es decir, 0.

u+(—1)-u=(1+(-1))-u=0-u=0, de donde se deduce que (—1) -u
es el opuesto de u.

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,luego a-0 =0, y esto es vélido Va € K.
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Notese que el elemento nulo del e.v. es denotado genéricamente como 0, pero
éste depende del tipo de espacio en el que nos encontremos. Por ejemplo, en R™,
este elemento es el (0,...,0), en M, (K) serd la matriz nula y en Pg[z] serd
el polinomio nulo, esto es p(z) = 0. En este ultimo caso es importante que el
lector entienda lo que esto significa: el polinomio nulo es aquel cuyos coeficientes
son todos nulos, es decir, la expresién p(z) = 0 no es una ecuacién en la que
z es una incdgnita, sino una igualdad que tiene que ser cierta para todo z, de
modo que el polinomio que la verifica es el polinomio nulo.

INDEPENDENCIA LINEAL

Definicion 4.2

Sea V une.v. y sean v,vy,..., Vv, vectores de V. Se dice que v es combinacion
lineal (0 que depende linealmente) de vy, ..., vy, si existen o, ..., a, € K tales
que

vV=oq1Vy+ -+ a,vy,

Se dira combinacion lineal no nula si algin o; # 0.

Sin duda alguna, una de las principales ventajas del Algebra Lineal es su
simplicidad, debido precisamente a que las operaciones que podemos llevar a
cabo con los vectores se reducen esencialmente a combinaciones lineales entre
ellos. Como veremos, este concepto nos acompanara, durante el resto de temas.*

Proposicion 4.2 N

(1) El vector nulo es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores.

(11) Un vector cualquiera v siempre es combinacién lineal de cualquier conjunto
de vectores que contenga al propio v.

La demostracion es muy sencilla: se trata de escribir el vector nulo en el
primer caso, o el vector v en el segundo, como combinacién lineal de cualesquiera

4Practicamente todos los conceptos que se estudian en este tema aparecen, aunque de
forma implicita, en la obra central de Grassmann Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer
Zweig der Mathematik de 1844. No es hasta 1910 cuando el matematico aleman Ernst Steinitz
ofrece una presentacién rigurosa y practicamente definitiva de ellos.
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otros vectores. ;Se le ocurre al lector como hacerlo?

Definicion 4.3

Se dice que los vectores vi,...,v, son linealmente dependientes (l.d.) si
podemos escribir el vector 0 como combinacion lineal no nula de ellos. Dicho de
otro modo, si existen escalares a;,...,a, € K no todos nulos tales que

O=a1vy + -+ apvy

En caso contrario se dird que los vectores son linealmente independientes (l.i.),
lo que ocurrird si cualquier combinacién lineal de los vectores v; igualada al
vector nulo, implica que todos los escalares deben ser nulos, es decir,

O=avi+ ---+a,vy, —=a1=--=a, =0

Probablemente el lector estard acostumbrado a entender la independencia
lineal en un sentido geométrico (por ejemplo en R?, dos vectores son indepen-
dientes si no son paralelos). Sin embargo el concepto se hace més dificil de
entender si trabajamos con otro tipo de espacios. La siguiente proposicién nos
permite entender la definicién anterior a través de una serie de propiedades de
las que cabe destacar (1), la cual expresa a la perfeccién el significado de la
dependencia lineal de vectores.

Proposicion 4.3

(1) Si viq,..., Vv, son vectores linealmente dependientes, existe algin v; que
es combinacion lineal de los demas.

(1) Todo conjunto finito de vectores entre los cuales se encuentre el vector 0
es linealmente dependiente.

(1) Todo conjunto finito de vectores linealmente independientes no puede
contener un subconjunto propio linealmente dependiente.

Demostracion:

(1) Por la definicién de dependencia lineal existe una combinacién lineal no
nula de estos vectores tal que

avi+ -+ a,v, =0
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(111)

Dado que la combinacién lineal es no nula, debe existir al menos un o; # 0.
Despejando de la expresién anterior v; es claro que

1
Vi = o (—a1vy—--- = Qj—1Vji—1 — Qj41Vjip1 — - — n Vi)
J

de modo que v; es combinacién lineal del resto.

Obviamente, si el vector nulo forma parte de un conjunto de vectores,
existe una combinacién lineal no nula de estos (la formada por todos los
escalares nulos, menos el que multiplica al vector cero) que proporciona el
vector nulo. Luego el conjunto es 1.d.

Para probar este hecho usaremos una técnica de demostracién conocida
como reduccion al absurdo, la cual consiste en suponer lo contrario de
lo que queremos demostrar y deducir de aqui una contradiccion, lo que
prueba que nuestra suposicién es falsa, y por tanto el resultado es cierto.

Supongamos entonces que tenemos un conjunto de vectores {vq,...,v,}
que es l.i. en el que existe un subconjunto propio que es l.d. Por simplicidad
en la notacién pongamos que el conjunto l.d. estd formado por los primeros
k vectores, con k < n. Puesto que estos vectores son l.d., existe una
combinacién lineal no nula,

avi+ -+ apve =0
con algun «; # 0. Entonces es evidente que
avi+ -+ apve+0- v+ 4+0-v, =0

Esto es una combinacién lineal de los vectores v, .. ., v, igualada al vector
nulo, pero en el que hay escalares no nulos, lo cual es imposible, pues estos
vectores son l.i. De esta contradicciéon se sigue que nuestra suposicién sobre
la existencia de un subconjunto propio l.d. es falsa.

El siguiente resultado nos proporciona un método sencillo para detectar la
dependencia o independencia de vectores de K™ (y como luego veremos, también
se podra usar en otros espacios).

g Teorema -1

Sea A € My, xn(K) con rango(A4) = r. Entonces existen r filas (o columnas)
de A linealmente independientes, esto es, hay r vectores de K" correspondientes
a sus filas (o de K™ correspondientes a sus columnas) linealmente independien-
tes, de manera que el resto se expresa como combinacion lineal de éstas.
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Demostracion:

Consideremos A = (a;;) una matriz de rango r. Para simplificar la notacién
supongamos que un menor de orden 7 no nulo se obtiene con las primeras r filas
y columnas,® es decir,

air v Gl
#0 (4.1)
Ar1 o Qpp
Dividiremos la demostracién en dos pasos.
(1) Probemos en primer lugar que los vectores de K™ correspondientes a las
r primeras filas de A, es decir,
a; = (a11, ..., 1), -y & = (Ap1, -+, Arp)

son l.i.

Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que dicho conjunto
de vectores es 1.d. Por (1) de la Proposicién 4.3 debe existir uno de ellos
que sea combinacién lineal (no nula) de los restantes. Supongamos que es
el a;. Entonces,

a; =omay + -+ aj-13;-1 + 18541 + -+ oy
Realicemos ahora la siguiente operacién en el menor basico dado en (4.1)
Fj - 041F1 — Oéj_le_l - Oéj+1Fj+1 — arFr

Puesto que las filas del menor coinciden con los vectores a;, obtenemos
que la fila j-ésima del menor es nula, y por tanto su determinante es cero,
lo que es una contradiccién con nuestra hipotesis inicial, y asi los vectores
deben ser 1.i.

(1) Veamos que el resto de filas depende linealmente de las r primeras.
Consideremos k y [ tales que r < k < m, 1 <[ < n, y el menor béasico de
(4.1) al que orlamos con la fila k-ésima y la columna [-ésima, esto es

aip 0 Qi Q1
Gr1 o Qe Gy
ag1 - Qkr Gkl

Esta claro que si [ < r el determinante es nulo pues tendria dos columnas
iguales; y si l > r, entonces corresponderia a un menor de orden r+ 1, que
también es nulo gracias a la hipdtesis inicial (esto es, rango(A4) = r).

5Esto no supone restriccién alguna puesto que sabemos que el rango de una matriz no se
altera por intercambio de filas y/o columnas.
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Desarrollemos ahora este determinante por su tltima columna. Tendremos
0= (71)T+2a11|A1| + -+ akl|Ar+1|

Ahora bien, observemos que los A; son siempre iguales, con independencia
del [ escogido, y ademds |A, 1| # 0. Por tanto, para cada I = 1,...,n,
podemos escribir (despejando ag;)

14|

" |Ar+1|

A
ap = (1)r+1a1l|1|4j_1 +.--4a
T

pero esto es lo mismo que

a1 = Q1011+ -+ orlr
Qkn = Q101p + -+ QG
i A , g
donde a; = (—1)"** i J‘ +"1| . De aqui se deduce que a; es combinacién lineal
”
de aj,...,a,, y esto es cierto para cada k, r < k < n.

Un argumento similar se emplea para la demostracién por columnas.

Como consecuencia de este resultado podemos probar ahora la suficiencia en
el Teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 3.2).

Si rango(A) = rango(A), eso significa, en virtud del Teorema 4.1, que la
dltima columna de la matriz A, es decir el vector b, es combinacién lineal de

las n primeras columnas de A

a1 A1n
P )
Am1 Amn
Esto es, existen escalares x1,...,x, € K tales que
by ar a1n
=1 4+ tz,
b am1 Amn
es decir,
by = anzi+---+ a1,

bm = Am1%T1+ -+ AGnpTn
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luego el sistema es compatible.

Ejemplo 4.3

(1) Estudiar la dependencia o independencia lineal de los vectores de R3:
vi=(1,1,3), va =(0,1,2) y v3 = (1,2,5).
Como hemos visto, basta estudiar el rango de la matriz cuyas filas (o
columnas) corresponden a las coordenadas de los vectores dados, i.e., nos
preguntamos por el rango de la matriz

—_ o

1 3
1 2
2 5
Como

1 1
0 1

1
1
2

70 vy

=

3
2/=0
5

los vectores vi y va son linealmente independientes y el vector vs es
combinacion lineal de ellos.

Notese que también se tiene que los vectores vo y vs son independientes
(y v1 es combinacién de ellos), pues la matriz formada por las dos dltimas
filas también tiene rango dos.

(11) Comprobar que el conjunto de vectores de Pg[z], {1,x,...,2"}, es lineal-
mente independiente.

Notese que en este caso no podemos construir matriz alguna, por lo
que es preciso acudir a la definicién de independencia lineal. Es decir, si
consideramos una combinacién lineal de estos vectores igualada al vector
nulo, debemos deducir que los escalares son todos nulos. En efecto,

ag+ajx+ - Fas” =0

es una igualdad entre polinomios (jno una ecuacién en z!, pues el vector
nulo de los polinomios es el polinomio cero). La unica posibilidad de que
estos dos polinomios sean iguales es que sus coeficientes lo sean, luego
ag = a1 = -+ = a, = 0, es decir los escalares son todos nulos, lo cual
prueba la independencia.
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(1i1) Comprobar que el conjunto de vectores de C([0, 27]), {1, sen® z, cos® x}, es

l.d.

Sabemos por la férmula fundamental de la trigonometria que cos?z +
sen?z — 1 = 0. Luego tenemos una combinacién lineal no nula de estos
vectores igualada al vector cero de este espacio (la funcién nula).

Definicion 4.4

Se denomina rango de un conjunto de vectores al mayor ntimero de ellos que
son linealmente independientes.

Loégicamente, en el caso de vectores de K", el rango de un conjunto de
vectores coincide con el de la matriz que forman.

Una primera consecuencia del Teorema 4.1 es la siguiente:

En K", todo conjunto de vectores formado por n + 1 vectores es linealmente
dependiente.

La demostracion es inmediata, pues el rango de una matriz formada por
n + 1 vectores de K™ es, como méaximo, n. Al no poder tener rango n + 1, los
vectores no pueden ser independientes.

BASES Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

El concepto de base es posiblemente el elemento mas importante con el que
nos encontramos en un espacio vectorial. Antes de llegar a él precisamos de la
siguiente definicién.
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Definicion 4.5

Sea V un e.v. Un conjunto de vectores vy, ..., v, se dice sistema generador
(o conjunto generador) de V si cualquier vector u € V se puede poner como
combinacion lineal de ellos.

En cierto modo, podemos entender un sistema generador como la “semilla” o
los “padres” de un espacio vectorial, de tal modo que, realizando combinaciones
lineales con sus elementos somos capaces de construir cualquier otro vector del
espacio.

(1)

(1)

Ejemplo 4.4

En R2, el conjunto {(1,0), (0,1)} es un sistema generador. Para compro-
barlo escogemos un vector arbitrario de R?, (x1,z3) y tratamos de escri-
birlo como combinacién lineal de los anteriores. Esto es,

(z1,22) = a(1,0) + 5(0,1)

Un simple cédlculo nos demuestra que o« = x1 y 8 = z3. Es decir, dado
cualquier vector somos capaces de encontrar una combinacién lineal de
elementos de nuestro conjunto que nos permiten obtener el vector dado.

El conjunto formado por (1,0) y (2,0) no es sistema generador de R?, pues
si tratamos de repetir lo anterior

(331, '7;2) = a(l’ 0) + /8(27 O)a

se obtiene que x5 = 0. Es decir, no cualquier vector de R? es combinacién
lineal de los anteriores (lo son tinicamente aquellos vectores cuya segunda
componente es cero), y por tanto no generan todo el espacio.

El concepto de sistema generador tiene una enorme trascendencia, pues nos
va a permitir estudiar las propiedades de un espacio “mirando” solo a sus
generadores. Sin embargo adolece de un pequefio problema que se muestra en
el siguiente resultado.
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Lema 4.4

Sea S un sistema generador de un e.v. V. Si § = §; US,, con §1 y So
conjuntos disjuntos® tales que los elementos de Sy se escriben como combinacién
lineal de los elementos de &7, entonces S; es sistema generador.

Demostracion:
Consideremos § = {uy, ..., u;, W41, ..,y }, donde

81:{1117...,111}, 82:{ul+17-"7um}

y supongamos que cada u;, [ +1 < j < m es combinacién lineal de los vectores
de Sy, es decir,

l
u; = E TijU;
i=1

Como S es sistema generador, dado u € V' cualquiera, u es combinacién lineal
de los u;, 1 <7 < m. Entonces,

m l m l m l
u = E aju; = E a;u; + E aju; = E aju; + E Qa E T4,
J=1 J=1 j=1

j=l+1 J=l+1 i=1
l l m l m
= E aju; + E g QT | Uy = o + E QEpTrj | ug
j=1 i=1 \j=l+1 k=1 Jj=l41

es decir, u es combinacién lineal de los elementos de ;. Como el razonamiento
se ha hecho para un vector u arbitrario, significa que es cierto para todos, y por

tanto &7 es sistema generador.
(]

Lo que prueba este resultado es que si tenemos un conjunto que es siste-
ma generador en el cual existe uno o méas vectores que son combinacién lineal
de otros vectores del conjunto, podemos suprimirlos y seguimos teniendo un
sistema generador. Dicho de otro modo, en los sistemas generadores podemos
encontrarnos vectores que no son necesarios para generar el espacio, pues si los
eliminamos, seguimos teniendo un sistema generador. Esto plantea un inconve-
niente a la hora de trabajar con un sistema generador, pues puede haber vectores
en el mismo que sean innecesarios. Para resolver este pequeno problema aparece
el concepto de base.

6Esto es, S1 NSy = 0.
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Definicion 4.6

Sea V un e.v. Un conjunto finito de vectores {ej,...e,} es una base de V
si es un conjunto linealmente independiente y sistema generador.

A la vista de lo comentado anteriormente, para evitar los problemas de
“exceso de vectores” en los sistemas generadores lo que hacemos simplemente
es quedarnos con aquellos que sean linealmente independientes (recuérdese (111)
de la Proposicién 4.3).

Ejemplo 4.5

(1) En R™, el conjunto {eq,...,e,} donde e¢; = (0,...,1,...,0) (un 1 en la
componente i) es una base de R™.

En efecto, para ver que es l.i. sélo debemos estudiar el rango de la matriz
formada por los vectores. Es inmediato comprobar que dicha matriz es la
identidad, que tiene rango n, por lo que el conjunto es l.i.

Para ver que es sistema generador tratamos de escribir un vector arbitrario
de R™ como combinacion lineal de ellos:

(X1, 2n) =161+ -+ age,

Un simple célculo nos lleva a que x; = «;, Vi. Luego este conjunto también
es sistema generador.

(11) El conjunto {1,z,...,2"} es una base de Pg[z].

o o6 o006 )

es una base de Mz (R).

(11) El conjunto

Se propone al lector que demuestre que los dos ultimos conjuntos son base
de sus respectivos espacios.

Todas las bases que aparecen en el ejemplo 4.5 son denominadas bases
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canonicas, por la especial simplicidad con la que generan el espacio. Obsérvese
la facilidad en la comprobacién de que cada uno de ellos es sistema generador.

g Teorema 4.3

Sea B = {uy,...u,} una base de un e.v. V. Entonces Yu € V existen unos
Gnicos ayq, ..., a, € K tales que
u=aou; + -+ ayu, (4.2)
Demostracion:

Puesto que B es una base, en particular es un sistema generador, y por tanto la
existencia de los «; esta trivialmente garantizada.

Veamos que son unicos. Para ello supongamos que existen «;, 8;, 1 <i<n
tales que

u=qou; +- -+ a,u,
uzﬁlul+"'+ﬁnun
Restando ambas expresiones,
0= (a1 —B)ur + -+ (an — Bn)u,

Esto es una combinacién lineal de los elementos de B igualada al vector cero.
Como el conjunto B es 1.i., se tiene que

a1 ===y~ =0

Luego a; = ; Vi, de donde se tiene la unicidad.

Definicion 4.7

A los escalares g, ..., a, de (4.2) se les denominan coordenadas de u en la
base B, y se notard por
up = (aq,...,an)8
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Cuando no haya posibilidad de confusiéon omitiremos el subindice.

La trascendencia de este resultado es enorme, pues lo que nos asegura es
que las bases son sistemas generadores que generan el espacio de forma tnica.
Es decir, cada vector tiene asociado un tnico “identificador” (una especie
de D.N.I.), que son sus coordenadas, que corresponden a los escalares de la
combinacién lineal respecto de la cual escribimos el vector.

Ejemplo 4.6

(1)

(111)

Consideremos el vector (1,—2,3) € R3. ;Cudles son sus coordenadas
respecto de la base canénica de R3, B. = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}?
Bastara observar que

(1,-2,3) = 1-(1,0,0) + (=2) - (0,1,0) + 3 - (0,0,1)

En general, las coordenadas de un vector x = (x1,...,x,) € R™ respecto
de la base candnica de este espacio son precisamente (z1,...,Zy,).

[ Cuéles son las coordenadas del vector (1,—1,0) respecto de la base
B ={(2,0,1),(1,1,2),(0,0,—1)}? En este caso hemos de encontrar unos
escalares aq, ag, a3 tales que

200 +ax =1
(1, —1,0) = 041(270, 1)+O¢2(1, 1,2)—‘1-0[3(0,0, —1) = ay = —1

a1+2a2—0¢3:0

de donde se obtiene oy = 1, as = —1, ag = —1, es decir (1,—1,0) =
(1771771)8

. Cudles son las coordenadas del polinomio 1+ 3z — 22 € PZ[z] respecto
de la base canénica {1, r,2%}. Nuevamente escribimos

1+3z—-22°=1-1+3 -2+ (-2)-2?

resultando que las coordenadas son (1,3,—2). Nétese cédmo los vectores
de PZ[z] pueden identificarse con vectores de R3. Reciprocamente, si nos
dan un vector de P%[z] cuyas coordenadas respecto de la base canénica son
(—1,0,2), en realidad nos estan dando el polinomio 222 —1. Es fundamental
resaltar la importancia del orden de los vectores de una base. Si en lugar
de usar la base canénica {1, x, 22} estamos usando la base {22, x,1} (jque
no es la mismal), entonces el vector (—1,0,2) corresponderia al polinomio
2 —z2,

151
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Gracias al uso de coordenadas, estudiar la dependencia lineal de un conjunto
de vectores que no estén en K™ resulta mas sencillo que lo que hicimos en (11) del
ejemplo 4.3. Por ejemplo, para ver si el conjunto {z? + 1,1+ 23, —z} C P[] es
o no l.i., podemos simplemente escribir los vectores mediante sus coordenadas
respecto de la base canénica, resultando {(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,—1,0,0)} y
estudiar el correspondiente rango de la matriz (como si fueran vectores en R*):

rango

[ I
\
= o O
o O =
S = O
Il
w

lo que indica que son independientes.

Veamos a continuacién algunos consecuencias interesantes del hecho de que
existan bases en un e.v.

Proposicion 4.5

Supongamos que el e.v. V posee una base formada por n elementos. Enton-
ces, todo conjunto de m vectores, con m > n es l.d.

Demostracion:
Sea {uj,...u,} una base de V. Sean X, ...,Xp,Xp4+1, n+ 1 vectores de V. Por
el teorema anterior, cada x; es combinacién lineal uinica de la base, luego

n
xi =y ayuy, i=1...,n+1 (4.3)
j=1

Veamos que estos n+ 1 vectores son 1.d. Para ello consideramos una combinacion
lineal igualada al vector nulo:

a1Xy) + -+ pXp + Qpp1Xn41 = 0

Usando (4.3),

(03] (Z a:1juj> +ootay <Z $njuj> + Qnpr (Z $n+1,juj> =0
j=1 j=1 J=1

Agrupando términos,

n+1 n—+1
<Z O[j.%'j1> up 4+ -4 <Z ajxjn> u, = 0
7j=1 7j=1
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Como uy,...,u, forman base, son l.i., por tanto cada uno de los escalares de la
anterior combinacion lineal es nulo, esto es

a1 r11 + o+ ATyt + Q1 Tpg1,1 =0

Q1 T1p + -+ W Tpn + Apn41Tn+1n = 0

Ahora bien, esto es un sistema homogéneo de n ecuaciones con n + 1 incégnitas
(los «;). Como el rango de la matriz de los coeficientes es estrictamente menor
que el numero de incégnitas, es un sistema compatible indeterminado; por tanto
posee solucién distinta de la trivial. Es decir, existen «; no todos nulos tales que
se verifica (4.3). Luego el conjunto formado por x1,...,Xp, X,+1 es L.d.

Asi, hemos probado que cualquier conjunto de n + 1 vectores siempre es 1.d.,
luego si m > n, cualquier conjunto de m vectores también es L.d. (cf. (111) de la
Proposicién 4.3).

|

Este resultado admite una prueba més sencilla si usamos coordenadas res-
pecto de una base y el Teorema 4.1. ;Podria el lector llevarla a cabo?

Como consecuencia inmediata de este resultado, se tiene el siguiente:

g Teorema 4.4

Todas las bases de un e.v. poseen el mismo niimero de elementos.

Definicion 4.8

Se llama dimension de un espacio vectorial V' al nimero de elementos de
cualquiera de sus bases, y se notard por dim(V).

Por convenio se considera que el espacio vectorial V' = {0} tiene dimensién
cero.
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Ejemplo 4.7 \

Atendiendo al ejemplo 4.5, es inmediato obtener las dimensiones de los
espacios mas comunes:

(1) dim(Pg[z]) =n+ 1.
() dim(K"™) = n.
(1) dim(Mxn(K)) =m - n.

Una vez que hemos establecido la importancia de las bases veamos céomo de
una forma sencilla podemos comprobar que un conjunto es base de un e.v.

Proposicion 4.6

Sea V es un e.v. de dimensién n. Todo conjunto de n vectores l.i. forma una

base de V.
Demostracion:
Puesto que {vy,...,v,} es un conjunto Li. de V| para probar que es una base
s6lo es necesario comprobar que se trata de un sistema generador.

Sea entonces u € V. Por la Proposicién 4.5, el conjunto {vi,...,v,,u} es
1.d. Por definicién de dependencia lineal existen o, . .., u,, @1 N0 todos nulos
tales que

avi+ -+ ap vy Fappu=0

De todos ellos, a,,+1 no puede ser nulo, pues si lo fuera, tendriamos una
combinacién de los v; igualada al vector cero, y como éstos son l.i., todos los
escalares tendrian que anularse. Al ser a;, 11 # 0, podemos escribir

a1 (7%

v'll
(6770 (07705
Es decir, hemos escrito un vector arbitrario u como combinacién lineal de los

v;, por tanto son sistema generador, como queriamos demostrar.
[ |

La consecuencia de este resultado es bien simple: para comprobar que un
conjunto es base sélo necesitamos que sea lLi. y que tenga tantos elementos
como la dimensién del espacio en el que nos encontremos; automaticamente
serd sistema generador y por tanto base.

Para finalizar esta secciéon veremos una serie de resultados que nos dicen
qué podemos hacer cuando tenemos conjuntos con més o menos vectores que la
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dimension del espacio.

Proposicién 4.7 (Ampliacién de bases)

Sea V' un espacio vectorial de dimV = n. Si {vy,...,vi} con k < n, es un
conjunto Li. entonces existen n — k vectores, Vi1, ..., vy, tales que el conjunto
{Vi,- ., Vi, Vki1,--.,Vn} €s una base de V.

Demostracion:
Como k < n debe existir al menos un vector vi1 que sea Li. con vy,..., vy (en

caso contrario cualquier vector se escribiria como combinacién lineal de ellos, y
por tanto tendrfamos un conjunto Li. que es s.g., es decir una base). Repetimos
el proceso anadiendo un nuevo vector vgyo al conjunto Li. {vy,..., Vg, Vie1}.
El proceso termina cuando juntemos n vectores, ya que tendriamos n vectores

Li. en un espacio de dimensién n.
|

Ejemplo 4.8

Dado el conjunto de R3, (1,0,1),(2,1,1), ampliarlo hasta conseguir una base
de este espacio.

Comprobamos en primer lugar que son 1.i. Para ello sélo es necesario estudiar
el rango de la matriz correspondiente

1 01 9 1 0 £0
rango = ues
5 2 11 P 2 1
Para ampliar a una base, precisamos 3 — 2 = 1 vector que sea li. con los

anteriores, es decir, tal que el rango de la matriz

1 0 1
rango | 2 1 1 =3

ap Q2 O3

En este punto, es evidente que podemos tomar infinitos vectores distintos que
completan a una base. En tales casos conviene tomar vectores “sencillos”, que
tengan un gran nimero de ceros, Una posibilidad serfa el vector (0,0, 1). N6tese
que esta eleccién se ha hecho en funcién de un menor de orden dos distinto de
cero formado por los vectores dados.
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Proposicion 4.8

Si S es un sistema generador de un e.v. V de dimensién n, entonces existe
S1 un subconjunto de S que es base de V.

Demostracion:

Sea u; € S, u; # 0 (siempre existird tal vector, a menos que V = {0}, en
cuyo caso no hay nada que probar). Consideremos ahora us € S 1.i. con u; (un
tal elemento siempre existe, pues en caso contrario el resto de elementos seria
combinacién lineal, y por tanto u; ya seria sistema generador, y Li., es decir,
una base). Reiteramos el procedimiento hasta obtener un conjunto de vectores

de S 1.i. Por el comentario anterior, este conjunto serd una base de V.
]

El siguiente corolario resume los resultados anteriores:

— )

Si V es un e.v. con dim V' = n, se tiene:

(1) Todo conjunto de n vectores Li. es una base.
(1) Todo conjunto con més de n vectores es l.d.
(1) Todo sistema generador tiene al menos n elementos.
)

(rv) Todo sistema generador de n elementos es una base.

Los resultados anteriores hacen referencia a las propiedades de las bases,
pero en ningiin momento hemos establecido que tales bases existan en cualquier
espacio vectorial. De hecho, hemos de distinguir entre dos tipos de espacios,
aquellos en los que existen bases, que son los espacios de dimension finita, y
espacios en los que no existen bases, que son los espacios de dimension infinita,
que definimos a continuacién.

Definicion 4.9

Un conjunto infinito de vectores de un e.v. V es l.i. si cualquier subconjunto
suyo es l.i. Si existe un tal conjunto se dird que V es de dimensidn infinita.
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Ejemplo 4.9

(1) Pglx] = {polinomios con coeficientes reales en la variable z} es un espa-
cio vectorial de dimensién infinita. Basta comprobar que la familia

es linealmente independiente.

(1) En C([0,27]), la familia {sen(nz), cos(nz)}nen es Li., luego C([0,27]) es
un espacio de dimensién infinita.

Es importante resaltar que en los espacios de dimension infinita no existen
coordenadas, pues no hay bases.
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La importancia de los espacios de dimension infinita es grande, sin embargo
constituyen un paso maés en el estudio de estructuras matemaéticas, por lo que
practicamente no son considerados a lo largo del texto.

a
CAMBIOS DE BASE

Si atendemos a (11) del ejemplo 4.6 vemos que un mismo vector tiene
coordenadas distintas respecto de diferentes bases. En esta seccién pretendemos
relacionar las coordenadas de un vector cuando usamos bases distintas. Para
ello consideremos dos bases de un e.v. V' de dimensién n:

B={e,....ey}, B ={el,....e,}

Cada uno de los vectores de B’ se puede escribir como combinacién lineal de los
vectores de B de forma tinica (cf. Teorema 4.3), es decir,

el =aner+---+anie, n
1 / P— .. .
ie. e} = E a;;€; (4.4)
/ i=1
e, = ain€1 + -+ apnen

Con las coordenadas de cada uno de los vectores de B’ construimos la matriz
A € M,(K), dada por A = (a;;). Es importante observar cémo esta construida
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dicha matriz: la columna j-ésima de A corresponde a las coordenadas
del vector e;. respecto de la base B. A esta matriz se le denomina matriz
del cambio de base de B' a B, y se notard por M§, 6 M(B'; B).

1 Qué relacién mantienen las coordenadas de un vector respecto de ambas
bases?
Escribamos las coordenadas de un vector respecto de la base B por xp y sus
coordenadas respecto de B’ por xp/. Es decir,

n n
Xp = inei, Xp = Zx;e;- (4.5)
i—1 =1

Usando (4.4),

n n n n
Xpr = $j a;;€; | = a:jaij €e;
j=1 =1 Jj=1

i=1

Comparando el dltimo término de la expresién anterior con (4.5) (puesto que
las coordenadas son tnicas), resulta que

n
2 : !
€Tr; = aijxj
Jj=1

Si ahora recordamos la definicién del producto de matrices, resulta que
_ /B
XB = MB/XB/ (46)

que son las denominadas ecuaciones del cambio de base de B’ a B.

La notacion de las ecuaciones del cambio de base puede ser un tanto confusa
pues estamos habituados a escribir los vectores x = (x1,...,,) como una ma-
triz fila. Sin embargo, la expresién (4.6) sélo tiene sentido cuando expresamos X
y Xp' como vectores columna (para poder hacer correctamente la multiplicacién
matricial). En todo lo que sigue, en cualquier operacién que involucre la multi-
plicaciéon matricial de vectores consideraremos éstos como matrices columna, de
modo que cuando tengan que ser multiplicados por filas usaremos su traspues-
ta, es decir, x*. Cuando no haya multiplicaciones, seguiremos escribiéndolos por
filas.
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J

Con las notaciones anteriores, la matriz del cambio de base de B’ a B es
invertible y su inversa es la matriz del cambio de base de B a B'.

Demostracion:
Puesto que los vectores de B’ son 1.i., ya que forman base, si escribimos la matriz
de sus coordenadas respecto de la base B, esto es la matriz A, debemos tener
que rango(A) = n. Esto es, |A| # 0, y por tanto A es invertible.

Sea ahora A’ = Mg/, con A" = (a;;), donde, por definicién,

Usando (4.4) se tiene que

n n n n
/ /
€; = E aij E Qi€ = E aijaki €L
i=1 k=1 k=1 \i=1
n
Como las coordenadas son tnicas, g akiagj = dij, donde d; es el simbolo de
i=1
Kronecker.
Pero esta suma representa al elemento jk de la matriz AA’. Es decir,

AA" =1, luego A’ es la inversa de A.
[

Ejemplo 4.10

(1) Consideremos la base canénica de R3, B, = {e1, es,e3} con
e; =(1,0,0), e2=(0,1,0), e3=1(0,0,1)
y el conjunto B = {u;, us,us}, con
u; =e;t+e3, uUz=ey Uz3=€z+es

Para encontrar las ecuaciones del cambio de base de B a B, o viceversa,
primero tenemos que encontrar la relacién entre los vectores de ambas
bases. Dado que los vectores de la base B estan escritos respecto de la
base canédnica, esto es,

u; = (1,0, 1), Ug = (0, 1,0), us — (O, 1, 1)
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obtenemos de forma inmediata la matriz del cambio de B a B, es decir,

B. _
Mg =

—_ O

0
1
0

= = O

Para encontrar las coordenadas del vector x = 3u; + 2uy = (3,2,0)5 en
la base candnica hacemos uso de las ecuaciones del cambio de base, esto
es Xp, = MngB. Asi,

XB, —

— o

S = O

= = O
Il

Si ahora tenemos un vector x = (2,1, —3) respecto de la base canénica

) ) )
jcémo calcular sus coordenadas respecto de la base B? En este caso
podemos buscar escalares tales que

(2,1,-3) = a1(1,0,1) + @2(0,1,0) + a3(0,1,1)

y resolver el sistema, tal y como hicimos en (1) del ejemplo 4.6; o bien
usamos las ecuaciones del cambio de base del siguiente modo:

[ R

0
1
0

= o= O
>
[0y
|

y resolvemos el sistema, resultando x = (2,6, —5)5. Nétese que el sistema
anterior equivale a

=il

1 0 0 2
Xp = 0 1 1
1 0 1 -3

que corresponde al cambio de base inverso. Es decir, la matriz Mgc es
Bey—1
(Mpg*)

(11) Consideremos ahora las bases

B = {61,62,93}, By = {111,112,113}, Bs = {V17V2,V3}
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donde
u; = 2e; + ey Vi =us + ug
Uy = €1 — €y v2:u1—2u2
Uz —€e; —e3 V3:2UQ—U3

y el vector x = e; + es + e3. ;Cudles son las coordenadas de este vector
en cada una de las bases?

Observemos en primer lugar que las coordenadas de x en la base B; son
inmediatas: xg, = (1,1,1). Para calcular las coordenadas en las otras
dos bases haremos uso de la informacién proporcionada para construir las
matrices de cambio de base. Dado que nos dan los vectores de la base By
en funcién de los vectores de la base B, es facil encontrar la matriz del
cambio de base de By a By (poniendo las coordenadas por columnas):

2 1
Mgt=11 -1 o0
0o 0 -1
Y por el mismo motivo,
0 1 0
Mg2=|1 -2
1 0 -1

Para obtener las coordenadas de x en la base By usamos la matriz del
cambio de base del siguiente modo; denotando por xpz, = (21, %2, z3)

2 1 1 I 1
-1 0 o | =1 |=x5=(10-1)
0 0 -1 T3 1

Y procediendo de igual modo, si xp, = (y1,¥Y2,Y3),

0 1 0 Y1
-2 2 Y = 0 | =xp,=(0,1,1)
1 0 -1 Y3 -1

i Podria el lector encontrar la matriz del cambio de base de By a B3?
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5]
SUBESPACIOS VECTORIALES

La ltima seccién de este tema estd dedicada a los conjuntos que méas vamos
a usar de ahora en adelante, los subespacios vectoriales.

Definicion 4.10

Sea V un e.v. sobre un cuerpo K y W C V un subconjunto suyo. Se dice
que W es un subespacio vectorial (o variedad lineal) de V' si W es un espacio
vectorial sobre K con las operaciones definidas en V.

La definicién de subespacio vectorial es un tanto confusa, pues en realidad no
es mas que un espacio vectorial que “vive” dentro de otro, que habitualmente
denominaremos espacio ambiente. Puesto que las operaciones definidas en el
espacio ambiente satisfacen las propiedades oportunas para ser e.v. (véase la
Definicién 4.1), la clave para que un subconjunto W sea subespacio vectorial es
que las operaciones se mantengan definidas dentro del conjunto, es decir, que la
suma de vectores de W sea un vector de W y que el producto de un escalar por
un vector de W permanezca en W. El siguiente resultado expresa justamente
esto.

Proposicion 4.9

W es un subespacio vectorial si y sélo si au+pv € W, Vu,v e W, «, g € K.

La demostracién es inmediata, y se propone como ejercicio al lector.

Ejemplo 4.11

(1) El conjunto {(x1,z2) € R? : 5 = 0} es un subespacio vectorial de R?.

Para comprobarlo, consideremos un par de elementos cualesquiera del con-
junto. Dada la naturaleza del mismo, dos elementos genéricos del conjunto
seran algo del estilo (,0), (y,0). Tomemos ahora una combinacién lineal
arbitraria de estos dos elementos:

OL(I,O) + B(yvo) = (ax + 52170)

Es evidente que el elemento (az+py, 0) pertenece al conjunto, cualesquiera
que sean « y [3; esto prueba que dicho conjunto es subespacio vectorial.
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(1) El conjunto {(x1,z2) € R? : 25 = 1} no es subespacio vectorial de RZ.

Si tratamos de repetir el argumento anterior considerando un par de
elementos arbitrarios del conjunto, (z,1), (y,1), ahora vemos que una
combinacion lineal de los mismos,

a(z, 1) + By, 1) = (ax + By, o + B)

no es, en general, un elemento del conjunto. En concreto, si tomamos
valores o y (8 tales que a + 8 # 1, la combinacién lineal resultante no
pertenece al conjunto, y por tanto éste no es subespacio vectorial.

(11) PR[x] es un subespacio vectorial de Pg[z].
(1v) Pgr[z] es un subespacio vectorial de C(R).

(v) {0} es un subespacio vectorial de cualquier e.v.

Definicion 4.11

Sean uy, ..., ug vectores de un e.v. V. Se define el conjunto

k
W =L(uy,...,u;) = (uy,...,u;) = {Zaiui:aieK}
i=1

es decir, el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales que se pueden
hacer con los vectores dados. Este conjunto se denomina subespacio engendrado
por uy, ..., Ui y a tales vectores se les denomina sistema generador de W.

Proposicion 4.10

W = L(uy,...,u;) es un subespacio vectorial de V.

Demostracion:
Para la prueba usaremos la Proposicion 4.9. Sean u, v € W, y sean «, 8 € K.
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Veamos que au + v estd en W. En efecto,

k k k
au+ v =« (Z aiui> + 8 (Z ﬂiui> = Z(O&Ozi + Bﬁi)ui eWw

i=1 i=1 =1
]

Notese que denominamos sistema generador a un conjunto de vectores de
V' que no es sistema generador de V, sino de un subespacio. Pero el nombre es
consistente con el significado de sistema generador: un conjunto que genera el
subespacio.

Ejemplo 4.12

(1) En R3, estudiar el espacio vectorial generado por los vectores u; = (1,0, 1),
u; = (-1,1,0) yus = (1,1,2).

Puesto que estos tres vectores conforman un sistema generador de L =
(u1,ug,u3), en primer lugar estudiamos la dependencia lineal entre los
mismos. Asi,

1 0 1 1 o 1 0 1
rango| —1 1 0 | =2 pues ‘ - #0 y |-1 1 0/=0
1 1 2 1 1 2

lo que significa que los vectores u; y us son l.i y que uz es combinacion
lineal de ellos. Es decir, u; y uy generan todo L, y puesto que son l.i.
forman una base de L. La dimensién de L serd por tanto 2 (el nimero de
elementos de una base), y (u, uz,us) = (ug, us).

Es importante que el lector asimile correctamente estos conceptos que
pueden ser un tanto confusos al principio. Obsérvese que el conjunto
{uy,uz} es base de L pero no es base de R® (pues genera L, pero no
R3). Podemos incluso usar coordenadas en L; por ejemplo, el vector
us = 2u; + ug, tiene coordenadas (2,1); respecto de la base dada en
L. Aunque pueda parecer extrano que s6lo haya dos coordenadas, hemos
de tener en cuenta que el subespacio L es de dimensién 2.

(1) Sea ahora L = L(uj,us,u3z), con uy = (1,0,1), ug = (1,1,1) y ug =
(0,1,2). Nuevamente estudiamos el rango del conjunto de vectores dado,

rango

S = =
= = O
N = =
Il
w
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lo que indica que los tres vectores son Li. Como estamos en R3, cuya di-
mensién es 3, estos vectores forman una base (recuérdese el Corolario 4.5).
Es decir, este conjunto de vectores es sistema generador de todo el espacio
R3, luego L(uy,us,uz) = R3.

Hemos visto como construir subespacios a partir de un conjunto de vectores.
El siguiente resultado nos muestra otra forma habitual de definir subespacios.

)

Sea A € M,xn(K), con rango(A) = r. El conjunto de soluciones del
sistema homogéneo Ax = 0 es un subespacio vectorial generado por cualesquiera
k = n — r soluciones linealmente independientes del sistema.

Demostracion:
La idea de la demostracién consiste en construir un conjunto de soluciones
independientes que genere a todas las demads; de este modo, el conjunto de
soluciones serd un subespacio vectorial.

Por simplicidad en la notaciéon supondremos que un menor de orden r distinto
de cero estd formado por las primeras r filas y las primeras r columnas. Es decir,

aip - Qip
#0 (4.7)

ar1 Tt Ay

Como ya vimos en el Teorema 4.1, las restantes filas son combinacién lineal de
las r primeras, es decir, el sistema

1121 + -+ 1%y + 00 F A1 Ty = 0

arlxl+"'+arrxr+"'+arn$n:0

tiene las mismas soluciones que el sistema original. Entonces, pasando las
incégnitas x,41,..., Ty al segundo miembro,

1171 + -+ a1,y = —0Q1p41Tr41 — 0 — QIpTp

ar121+ -+ Ay = —Qprr41Lr41 — °° — Aprpdn
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este sistema es un sistema de Cramer cuya matriz de los coeficientes coincide
con el menor basico dado en (4.7).

Denotemos por B a la matriz que corresponde a este menor, y consideremos
los n — r vectores de R” siguientes

ar,r+1 Ain
b1 = : o by =
ar,rJrl Qyp
Es fécil comprobar que el sistema (4.8) se puede escribir como
T
B = *br—o—ll’r—o—l - bnxn
x”’

o lo que es lo mismo,

Tl
= _B_lbr+1xr+l - = B_lbnxn (49)

Lr

(recordemos que existe la inversa de B gracias a (4.7)).
Consideremos ahora el vector de R™

—B1 'br+1 }r filas

S1 = 0
n — r filas
0
es decir, hemos resuelto (4.9) para 2,41 = 1, Tppa = -+ = 2, = 0, ¥
analogamente los vectores
B l.b...
T+7
0
Sj =
1 {—Filar+j
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para j = 2,...,n —r, obtenidos al resolver (4.9) para T,11 = -+ = Tppj_1 =
Tppjp1 = =Tp =0y zpp; = L.
Entonces,
(1) Es evidente por construccién que los vectores si, . .., S,_, son solucién del

sistema original.

() {s1,...,8p—r} es Li.

Para ver esto basta observar la matriz obtenida poniendo dichos vectores
por filas. Las n — r ultimas filas de esta matriz corresponden exactamente
a I,,_,, luego ahi tenemos un menor de orden n — r distinto de cero.

(rm1) {s1,...,Sp—_r} es un sistema generador de las soluciones del sistema origi-
nal.
Para probar esto consideremos una solucién del sistema, p = (p1, ..., Pn)-

La construccién anterior nos lleva a que p satisface

p1
B = _bT+1pT+1 — - —bupn
Pr
pero teniendo en cuenta cémo son las soluciones si,...,Sn_p es facil

comprobar que
P =Dr4+181 +* + PnSpn—r

es decir, cualquier solucién del sistema es combinacion lineal de los vectores
S1,...4,Sp—r.

Esto demuestra que {si,...,s,—.} es una base de las soluciones del sistema
homogéneo dado, y de aqui se sigue el resultado.
|

Como consecuencia de este resultado, las soluciones de un sistema lineal
homogéneo conforman un subespacio vectorial de dimensién n—rango(A), siendo
n el nimero de incégnitas y A la matriz de los coeficientes. Obsérvese que
la dimension del subespacio coincide con el numero de grados de libertad del
sistema (nimero de incégnitas menos nimero de ecuaciones relevantes).
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Ejemplo 4.13

Encontrar una base del conjunto de soluciones del sistema homogéneo:

To + T3+ Tg4 + Ty
€ryp — T2 =
1+ T3 +x4+25 =

T1+2x2+2x3+T4+2x5 =

o O o o

En primer lugar estudiamos el rango de la matriz asociada a fin de conocer la
dimension del subespacio generado por las soluciones.

_ = = O
— =

=
e e =
_ = O =

Obsérvese que las columnas tercera, cuarta y quinta son iguales, por lo que
las dos ultimas no influyen en el rango. De manera que el rango no puede ser
superior a tres. Un simple calculo demuestra que el determinante

0 1 1
1 -1 0/#0
1 11

de lo que deducimos que rango(A) = 3. La dimensién del espacio generado serd
por tanto 5 — 3 = 2. Para encontrar una base de las soluciones, pasamos al
segundo miembro las incégnitas correspondientes a las columnas que no forman
parte del menor bédsico encontrado (al igual que en (4.8)); en este caso x4 y
x5, y eliminamos las ecuaciones que no forman parte del menor bésico, por ser
redundantes. Esto es,

To +T3 = —XT4— T
0

—Z4 — T

T — T2

xr1 + o+ x3

Ahora resolvemos el sistema usando la técnica empleada en la demostracion del
teorema anterior. Es decir, para
T2 + I3 = —]. T = 0
=1, z5 =0 — xr1 — Ty = 0 = 29=0

1 +r94+23 = —1 r3 = —1
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luego la solucién es (0,0,—1,1,0), y para

To + T3 = -1 T =
r4=0, 25=1— T4 — Ty = 0 = x9=0
I1+£ZZ2+.Z‘3 = 71 x3:—1

la solucién es (0,0,—1,0,1). Por tanto, las soluciones de este sistema coinciden
con el subespacio de dimensién 2:

L = L((0,0,—1,1,0),(0,0,—1,0,1))

Ejemplo 4.14

En R3 consideramos el sistema
T+ Ty = 0
T2 = 0
Obtener una base del subespacio formado por sus soluciones. ;jPertenece el
vector (—1,1,0) a dicho subespacio?

En este ejemplo es esencial prestar atencién al espacio en el que se encuentran
las soluciones del sistema, y que viene resaltado en el enunciado: R3. De no
haber sido especificado, habriamos supuesto, de forma natural, que el espacio
corresponderfa a R2, pues vemos solo dos incégnitas en el sistema. Al tratarse

de un sistema en R?, hemos de considerar tres incégnitas (a pesar de que no las
veamos). La matriz del sistema es por tanto

11
A= 0
0 1 0

cuyo rango es dos, y de donde deducimos que la dimensiéon del espacio de
soluciones es 3 — 2 = 1. Para obtener una base hemos de resolver el sistema
usando un pardmetro al que daremos un tnico valor (igual a 1). Al igual que
hemos hecho en el ejemplo anterior, los parametros deben ser las incognitas
correspondientes a las columnas de la matriz que no forman parte del menor
que proporciona el rango de la misma, es decir, en este caso, x3:

r1+2x2 = 0 } z1 =0

=

rz3=1—

i) 0 13220
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es decir, una base de soluciones estd formada por el vector (0,0, 1).

En cuanto a la pertenencia del vector (—1,1,0), la forma més sencilla de
comprobarlo consiste en ver si el vector (—1,1,0) verifica las ecuaciones que
definen el subespacio, esto es, ©1 + x5 = 0, lo cual se cumple, y 2 = 0, que no
se cumple. Puesto que no verifica todas las ecuaciones, este vector no esta en el
subespacio.

También podriamos haber razonado comprobando que el vector (—1,1,0) es
independiente con la base que hemos obtenido, de modo que no esta en dicho
subespacio.

g Teorema 4.8

Reciprocamente, todo subespacio vectorial de K™ de dimensiéon k£ puede
determinarse a través de las soluciones de un sistema lineal homogéneo.

Demostracion:
Sea L = L(wy,...,Wg), con {wi,...,wg} un conjunto Li. donde denotamos
por w; = (ai1,...,aim), 1 <i<k.

Consideremos ahora x es un vector de L de coordenadas (z1,...,z,). La

pertenencia de x al subespacio L significa que x es combinacién lineal de los
vectores w;, luego

ai a1n
aix - Qip
rango Lo = k =rango
ak1 - Qkn
ag1r -+ Qkn
xl DR xn

Es decir, todos los menores de orden k + 1 de la ultima matriz tienen que ser
necesariamente nulos. Asi pues, bastard orlar un menor béasico distinto de cero
(que por comodidad suponemos que se tiene en las k primeras columnas) con la
fila k + 1 y las restantes columnas, o sea,

aip o Qg G1k+1 ailp v Qg Q1 k42

ag1 -+ OQgk Ak k+1 ag1 - Ak Qg k42

Ty o Tk Tk41 xry o Tk T2
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ailr 0 Alg Qin

=0
ag1 - Gkk Qkn
‘Tl PR xk? xn

Cada uno de estos determinantes proporciona una ecuacién lineal y por tanto
se genera de este modo un sistema lineal homogéneo de n — k ecuaciones, cuyas
soluciones son vectores de L.

|

A un sistema de ecuaciones homogéneo cuyas soluciones determinan un
subespacio se le denomina sistema de ecuaciones implicitas de ese subespacio.

Ejemplo 4.15

Consideremos el subespacio L = ((1,1,1),(0,1,0)) y encontremos una base
y un sistema de ecuaciones implicitas del mismo.

Dado que
1 11
rango =¥)
(0 1 0)

los vectores que generan el subespacio son Li. y por tanto forman una base. Para
encontrar un sistema de ecuaciones implicitas debemos pedir que

1 1 1 1 1 1
rangol 0 1 0 |=2=(0 1 0|=0=x3—21=0
T ) I3 T i) T3

Asi pues, el sistema formado por la ecuaciéon z; — x3 = 0 es un sistema de
ecuaciones implicitas de L.

Ejemplo 4.16

Procedamos de forma anéloga con el subespacio L = L(wy, wa, w3), donde
W1 = (1317171)a Wo = (_37270a 1)7 W3 = (_2a3a172)

Sabemos que

—

11

dim L =rango [ —3

W N
[ s T

1
1 | =2 con rango
2
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luego una base de L vendra dada por los vectores wy y ws. Para encontrar un
sistema de ecuaciones implicitas procedemos como en el caso anterior:

1 1 1
-3 0 1] =0,
1 1 1 1
Tr1 X3 T4
rango( -3 2 0 1 | =2=
1 1 1
1 X2 T3 X4
2 0 1/=0

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones

1 —4rs+ 324 =0
To+x3—214 =0

Nétese que hay més menores de orden tres que no hemos considerado, (por
ejemplo, el formado por las tres tltimas columnas de la matriz) que darfan lugar
a otra ecuacion distinta. Sin embargo, el método del orlado garantiza que esta
ecuacién resultante es dependiente de las anteriores, y por tanto no es necesario

considerarla.

Ejemplo 4.17

Encontrar la dimensién y una base del subespacio
M = {p(z) € Pi[z] : p(1) = 0}

En este ejemplo nos enfrentamos con una forma diferente de definir un
subespacio vectorial. En lugar de proporcionarnos un sistema de generadores
(como en el ejemplo 4.12) o un sistema de ecuaciones homogéneo (como en el
ejemplo 4.13) nos dan una descripcién de los elementos que forman parte del
conjunto, a partir de la cual hemos de encontrar su dimensién y una base.

Para ello procederemos del siguiente modo: escogemos un elemento genérico
del espacio que contiene al conjunto, en este caso P%[z], para el que usaremos
las incognitas x; como coordenadas canodnicas, es decir, tomamos

p(x) =21+ 22 T+ 23 - 2
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y a continuacién imponemos sobre este elemento la descripcidon que define a los
elementos de nuestro conjunto. Esto es,

plr) e M=p(l)=0=ax1+22+23=0

De este modo se obtiene un sistema de ecuaciones homogéneo (en este caso
solo una ecuacién) para el que llevamos a cabo un tratamiento como en el
ejemplo 4.13. Puesto que el rango de la matriz de este sistema

A=(1 1 1)

es uno y dim(P%[z]) = 3, entonces dim(M) = 3—1 = 2 y resolvemos la ecuacién
con dos pardmetros:

ze=123=0— 121 =-1
-1

To=0, z3=1— 11

luego las soluciones son (—1,1,0) y (—1,0,1). Ndtese que estas soluciones
corresponden a las coordenadas respecto de la base canénica de P%[z], por lo
tanto, una base de M estd formada por {—1+ z, —1 + 2?}.
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Operaciones con subespacios

En lo que resta de tema vamos a trabajar con mas de un subespacio vectorial
del mismo e.v. Comenzamos viendo una propiedad interesante de los subespacios
vectoriales.

J

Sean Ly y Lo dos subespacios vectoriales de V. Si Ly C Ly y dim(Ly) =
dim(Ls) entonces Ly = Lo.

Demostracion:

Puesto que L; C Lo, s6lo hay que probar la inclusién contraria.” Sea x € Lo,
y B una base de L; formada por dim(L;) = k vectores. Como L; C Lo, el
conjunto B es Li. en Ly. Como ademés Lo también tiene dimensién igual a k, B
es un conjunto de k vectores L.i. en un espacio de dimensién k, es decir es una
base de Ly (véase el Corolario 4.5).

7Cuando queremos probar que dos conjuntos A y B son iguales, se suele proceder probando
la doble inclusién, es decir A C By B C A (véase el apéndice A).



Tema 4 = Espacios vectoriales

Al ser base de Lo, x se escribe como combinacién lineal de B, que a su vez
estd también en L, por tanto x € L;. De la arbitrariedad de x se sigue la

igualdad entre los espacios.
]

Noétese que la clave en la demostracion anterior estd en probar que la base
de L; también lo es de Lo. En definitiva, si un conjunto es base de dos espacios,
entonces ambos espacios son iguales (de hecho basta con que sea sistema
generador).

Definicion 4.12

Dados dos subespacios L1, Ly de un e.v. V se define la suma de Ly y Lo por
L+ Ly = {ul—l-llg g € Ly, uy GLQ}
Tgualmente definimos la interseccion de Ly y Lo por

Llﬂng{u:uELl,ueLg}

—~ )

Si Ly y Ly son subespacios vectoriales, entonces Ly + Lo y L1 N Ly también
son subespacios vectoriales.

Demostracion:
Usaremos la Proposicion 4.9. Siuy v € Ly 4+ Ly entonces

u=u;+uy, conuy € Ly, us € Ly

Vv=vi+vVy, convy €Ly vVvy€ELs
Entonces,
au+ fv = a(u; + us) + B(vy + va) = (aug + fvy) + (aus + Sva)

con
(acu;+pvi) €Ly v (aug+ fvy) € Ly

La prueba para la interseccién es idéntica y se deja al lector.
[

El siguiente resultado nos dice cémo obtener la suma y la interseccién de
subespacios a partir de las bases o los sistemas de ecuaciones implicitas.
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— )

Sean Ly y Lo dos subespacios de un e.v. V. Se verifica:

(1) Si By es una base de L; y By es una base de Lo, entonces Ly + Ly =
L(By U By), esto es, By U By es un sistema generador de L; + L.

(1r) Si Ax = 0 es un sistema de ecuaciones implicitas de L; y Bx = 0 es un
sistema de ecuaciones implicitas de Lo, entonces,

Ax =0
Bx=0

es un sistema de ecuaciones implicitas de L1 N Lo.
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La demostracién se deja como ejercicio para el lector (ejercicio 28).

L )

Si Ly y Ly son subespacios de un e.v. V se verifica:

Demostracion:
Sea {ey,...,e } una base de L1 NLy. Como Ly1NLy C Ly, Ly podemos encontrar
vectores f1,... i, g1,...8m, tales que

{e1,...,e;,f1,...,fx} esbasede Ly

{e1,...,e,81,...,8mn} esbasede Ly
Esta claro que si probamos que el conjunto

S=A{ey,...,e,f1,... £, 81, ...,8mn}

es una base de L; + Lo habremos terminado la prueba.

Es evidente, usando (1) del Teorema 4.11, que S es un sistema generador
de Ly + Lo. Veamos que también es l.i. Consideremos una combinacién lineal
igualada al vector nulo:

arer + - +agep + Bifi + 4 Bl + 7181+ 4 Ym8m =0 (4.10)
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Denotemos por v = ajey + - - -+ age; + B1fy + - - - + Bifi. Esta claro que v € Ly.
Por otra parte, podemos escribir

V=181~ — Ym8m

luego v € L. De modo que v € L1 N Ly. Como las coordenadas respecto de una
base son unicas,

Blm = Bemy =y =0 (4.11)
Finalmente, como ey, ..., e; forman una base, de (4.10) y (4.11) deducimos que
alz...:alzo.

]

Finalizamos la seccién con el concepto de suma directa de subespacios.

Definicion 4.13

Un e.v. V es suma directa de dos subespacios Ly y Lo si y s6lo si
Li+ L=V y LlﬂLQZ{O}

Se notard V = Ly @ Lo.

~ )

Son equivalentes:

(I) V =L, & Ls.

(1) Vv € V, v =v; + va, con vi € Ly, vy € Ly, tinicos.

Demostracion:

Probemos en primer lugar (1) = (I1).
Puesto que V' = L; + Lo, sélo es necesario probar la unicidad de la descom-
posicién. En efecto, supongamos que

V=vV]+Vy=1u; + Uy
Entonces, vi —u; =us — vy con vy —uy € Ly y us — vy € Ly, Es decir,
V] —uj, Uz — Vg EleLQZ{O}

De aqui se tiene que vi = u; y vo = us.
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Veamos la implicaciéon contraria. Esta claro por la definicién de suma de
subespacios (Definicién 4.12) que V = L; + Lo. Por otra parte, si v € L1 N Ly
podemos escribir

v=v+0=0+v
Ahora bien, como la descomposicién es tnica, sélo existe la posibilidad de que

v = 0; luego L1 N Ly = {0}.
(]

Ejemplo 4.18

Considérense los subespacios de R*

I = 1 +rxo+2x3+24 =0
' T3+ x4 =0
Ly ={((1,0,0,0),(0,0,0,1),(3,0,0,7))

Comprobemos que R* = L @ Lo.
Calculemos una base de cada uno de los subespacios dados. Para L; hemos
de resolver el sistema tal y como vimos en el ejemplo 4.13. La matriz del sistema

es
1 1 11
00 1 1

cuyo rango es claramente dos, por tanto dim(L;) = 4—2 = 2. Un menor distinto
de cero esta formado por las columnas dos y tres, lo que nos indica que debemos
resolver el sistema con los parametros x1 y z4:

Ty 4T3 = —T1 — T4 };\ =1, 24=0=25=-1, z3=0— (1,-1,0,0)

T3 = —T4 1 =0, x4 =1= x5 =0, 1’3:71%(0,0,71,1)

Luego una base de Ly es {(1,—-1,0,0),(0,0,-1,1)}

Por su parte, {(1,0,0,0),(0,0,0,1),(3,0,0,7)} es un sistema generador de
Lo, vy dado que

oS o O

N = O
Il
\)

10
rango | 0 O
30

una base de Lo es {(1,0,0,0),(0,0,0,1)}, y por tanto dim(Lg) = 2.
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Calculemos ahora Lj + Ls. Para ello, simplemente consideramos el conjunto
formado por la base de Ly y la base de Ly y estudiamos si son o no Li.:

-1 0

-1
rango

O = O =
= O = O

luego forman base. Asi pues dim(L; + Lo) = 4 y dado que estamos en R* se
tiene que L; + Ly = R* (véase el Teorema 4.9).

Por ultimo, estudiemos L N Lo. Para identificar este espacio necesitamos
juntar los sistemas de ecuaciones implicitas de ambos subespacios. Para Ly ya
lo tenemos, y para Ly procedemos como en el ejemplo 4.15:

1 0 0 O 1 0 O 1 0 0
rango 0 0 0 1 ]=2=|0 0 1|=0, 0 0 1]=0
r1 T I3 T4 r1y T2 X4 Tr1 X3 T4

que resulta:
To = 0, r3 = 0

Por tanto, un sistema de ecuaciones implicitas de L; N Ly vendrd dado por

T1+To+23+24=0

T3+ x4 =0
leLQE 3 4

:L‘QZO

.%‘320

Si miramos el rango de la matriz de coeficientes del sistema observamos que es
4, por tanto dim(L; N Lg) = 0, y eso significa que Ly N Ly = {0}.

En realidad si hubiéramos usado la férmula de la dimensién (Teorema 4.12)
podriamos haber llegado a esta conclusién mucho antes, pues sabiendo que
dim(Ly) = 2, dim(Ls) = 2 y que dim(L; + Lo) = 4 deducimos de inmediato
que dim(Ly N Ly) tiene que ser 0, y por tanto es el espacio nulo. Dado que se
cumplen las condiciones de la Definicién 4.13 se tiene que R* = L; @ Lo.

Finalmente, veamos como el concepto de suma e interseccién entre dos
subespacios se puede generalizar a més subespacios.




Definicion 4.14

4.6 = Calculo con Python

Dados Ly, ..., L, subespacios de un e.v. V, se definen

S

n

ZLl: Zvi:viGLi
i=1 i=1

(Li={veV:velL,Vi}
=1

S

En este caso la suma directa de n subespacios viene dada por

V:éLZ@V:iL“ L;N ZLk :{0},i:1,...,n
=1 =1

ki
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CALCULO CON PYTHON

Como el lector habra podido comprobar, los cédlculos necesarios para este
tema se reducen béasicamente a resolver sistemas homogéneos y calcular rangos,
lo cual ya se ha hecho en los temas anteriores. No obstante, si bien antes
trabajamos directamente con matrices, en este tema es méds frecuente trabajar
con vectores, que aunque pueden ser considerados como matrices fila o columna,
se perciben mas como arreglos. Asi pues, en esta seccién insistiremos un poco
méas en el manejo de estos elementos.

>>> from numpy import array,dot
>>> a=array(range (6))
>>> a
array ([0, 1, 2, 3, 4, 51)
>>> len(a)
6
>>> a.shape
(6,)
>>> b=a.reshape(2,3)
>>> b
array ([[0, 1, 2],
[3, 4, 511)
>>> b.shape
(2, 3)
>>> c=a.reshape(6,1)
>>> ¢
array ([[0],
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[11,
[2],
[31,
[41,
[511)
>>> b.T
array ([[0, 3],
[1, 47,
[2, 511)
>>> bxb.T
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>

ValueError: shape mismatch: objects cannot be broadcast to a
single shape
>>> b*b
array ([[ 0, 1, 4],
[ 9, 16, 25]11)
>>> dot(b,b.T)
array ([[ 5, 141,
[14, 50]11)
>>> dot(b.T,b)
array ([[ 9, 12, 15],
[12, 17, 22],
[15, 22, 29]11)
>>> dot(a,c)
array ([55])
>>> dot(c,a)
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
ValueError: objects are not aligned
>>> c.shape
(6, 1)

Vemos en la columna izquierda cémo podemos construir arreglos, bien di-
rectamente, bien disponiendo sus elementos en un orden distinto con el médulo
reshape. Lo més notable de la diferencia entre el uso de arreglos y matrices es
que el operador de multiplicacién * no corresponde a la multiplicaciéon matricial
de arreglos bidimensionales, de ahi el error que aparece en la linea 28. Si obser-
vamos la linea 31, vemos que la multiplicacién entre arreglos se realiza elemento
a elemento, y que la multiplicacién matricial se hace con la funcién dot.

Por otra parte, hay que tener cuidado pues no es lo mismo un arreglo
unidimensional, que un arreglo bidimensional que tenga una de sus dimensiones
igual a uno, como se aprecia en la linea 44. El producto matricial de ¢ por a
no se puede hacer pues c es un arreglo bidimensional de orden 6 x 1, pero a es
unidimensional (linea 8).

Sin embargo, cuando se trata de multiplicar por un vector, es decir, por un
arreglo unidimensional, la funcién dot permite cierta flexibilidad:
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>>> d=array((2,3,5)
>>> e=array ((5,9))
>>> f=d.reshape(3,1)
>>> dot(b,d)
array ([13, 43])
>>> dot (b, f)
array ([[13],

[4311)
>>> dot(e,b)
array ([27, 41, 55])

Para terminar, si bien comentamos anteriormente que no hay forma directa
de calcular el rango de una matriz, dimos una forma sencilla de obtenerlo
indirectamente con SymPy, y también se puede lograr con NumPy, usando una
funcién de 1inalg que veremos con mas detenimiento en un tema posterior.

>>> from numpy import array,linalg

>>> a=array
(rrz2,s3,1,-4,21,I11,2,1,-2,31,[2,3,0,2,11,[1,2,0,2,111)

>>> linalg.lstsq(a,a) [2]

4

La funcién usada es linalg.lstsq, y la llamada puede parecer un poco
extrana, pues precisa de dos argumentos, el primero de los cuales es el arre-
glo bidimensional cuyo rango queremos calcular, y el segundo no necesitamos
explicarlo aqui (se verd posteriormente en el tema 8); simplemente volvemos a
usar el mismo argumento. Esta funciéon proporciona cuatro resultados a través
de un arreglo (de forma similar al uso del médulo LUdecomposition en la sec-
ci6én 3.4), de los cuales el tercero (indice 2) es precisamente el rango de la matriz
introducida.

Dado que Python es un lenguaje modular construido a partir de funciones,
podemos aprovecharnos de ello para definir nuestra propia funcién rango que
podamos usar en cualquier momento, del mismo modo que tenemos a nuestra
disposiciéon el médulo NumPy. La forma de proceder es la misma que hicimos
para ejecutar el cédigo de la funciéon jacobi al final de la seccién 3.4.

Creamos un archivo con el contenido de la funcién.

from numpy import linalg

def rango(a):
x=1linalg.lstsq(a,a) [2]
return x

y lo guardamos con el nombre mimodulo.py. Lo maés efectivo es guardar este
fichero en alguna de las carpetas en las que el intérprete Python busca a la
hora de importar un médulo. Estas carpetas son las definidas en la variable de
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Figura 4.1: Asi se juega a Lights Out!

entorno PYTHONPATH que se puede obtener mediante la funcién path del médulo
sys, y légicamente depende del sistema operativo que se esté usando. La otra
opcién es guardar el archivo en la carpeta desde la que ejecutamos el intérprete.
Una vez guardado, se procederia asi,

>>> from numpy import array

>>> a=array([[1,0,1,0],[2,1,3,1],[0,1,1,1],[2,2,4,21])
>>> from mimodulo import rango

>>> rango(a)

2

APLICACION: LIGHTS OUT!, PRIMERA PARTE

Vamos a dedicar esta seccién al estudio algebraico de un juego electrénico
denominado Lights Out!, que podria traducirse por jApaga las luces!, y que
consiste en un tablero que consta de 5 x 5 casillas (o bombillas), cada una de
las cuales puede estar apagada o encendida. Al pulsar sobre cualquier casilla,
ésta cambia de estado, conjuntamente con las casillas adyacentes de su linea
horizontal y vertical. El juego consiste en, dada una configuracién inicial, ir
pulsando las casillas necesarias hasta conseguir apagar todas ellas. La figura 4.1




4.7 = Aplicacion: Lights Out!, primera parte

muestra un par de ejemplos del funcionamiento del juego.

Hemos de tener en cuenta dos observaciones importantes de la dindmica de
este juego: en primer lugar, al pulsar dos veces sobre la misma casilla el tablero
permanece en el mismo estado inicial; y en segundo lugar, es facil darse cuenta
de que el orden en el que se pulsen las casillas no afecta al estado obtenido.

Para analizar matematicamente el funcionamiento del juego hemos de situar-
nos en el contexto adecuado, que en este caso corresponde a un e.v. peculiar:
7%,

Recordemos que en la definicién de e.v. es preciso que exista un cuerpo
con el que realizar la operaciéon producto por escalar. Hasta ahora, los cuerpos
conocidos por el lector son Q, R y C, pero aqui vamos a necesitar un nuevo
conjunto que tiene esta estructura: Zo, definido como el conjunto de nimeros
enteros modulo 2.

En general Z,,, el conjunto de niimeros enteros médulo p, donde p € Z, esta
formado por todos los nimeros enteros en los que se da una cierta relacién de
equivalencia: diremos que a y b son equivalentes si el resto de la divisién de
ambos entre p es el mismo. Se notard por a = b (mod p). Por ejemplo 25 = 35
(mod 10), 6 3 = 1 (mod 2). Es decir, Z, es el conjunto cociente definido por
esta relacién de equivalencia (véase el Apéndice A).

A partir de aqui es facil observar que Z, = {0,1,2,...,p — 1}, es decir,
es un conjunto finito. Si ademds p es un numero primo, la operacién suma y
producto habituales en Z dotan a Z, de estructura de cuerpo. Por ejemplo, si
consideramos Z5 = {0, 1}, entonces la operacién suma en este conjunto es

0+0=0, 0+1=1, 140=1, 14+1=0 (4.12)

El lector quizés se pregunte por qué 1+1 = 0. La respuesta es sencilla, 1+1 = 2,
pero 2 = 0 (mod 2), pues el resto de la divisién de 2 entre 2 es 0; as{ funciona
lo que se denomina como aritmética modular. La operacién suma definida en
(4.12) junto con la operacién producto de enteros en este espacio Zy satisfacen
las propiedades adecuadas para que Z, sea un cuerpo.

Si ahora consideramos Z%, el producto cartesiano de Zy consigo mismo, n
veces, y lo dotamos de la suma y el producto escalar habituales, en el que
el cuerpo de escalares corresponde a Zs, entonces tenemos una estructura de
espacio vectorial. Este e.v. tiene la peculiaridad de constar solo de un nimero
finito de elementos (en concreto 2™).

Volvamos al juego: el estado de encendido o apagado de cada una de las
casillas del tablero se puede modelar en Zs, asignando un 0 a la casilla apagada
y un 1 a la casilla encendida. As{, la suma descrita en (4.12) corresponde al
cambio de estado de una casilla. Como tenemos 25 casillas, vamos a establecer
el estado de todo el tablero como un vector de Z2°, en el que consideraremos la
numeracion dada en la figura 4.2.

Asi, por ejemplo, el vector que describe el dltimo tablero de la figura 4.1 es

(1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0)
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Figura 4.2: Numeracion de las casillas

De este modo, un vector cualquiera de Z3° corresponderd a una configura-
cion determinada de luces encendidas y apagadas del tablero. El objetivo del
juego consistird entonces en, dada una configuracion inicial, encontrar qué com-
binacién de pulsaciones nos lleva a la configuracion nula.

Ahora bien, atendiendo a las observaciones que hicimos antes, si tenemos
una configuracién inicial b obtenida al presionar una serie de casillas en el
tablero inicialmente apagado, volviendo a presionar nuevamente esas casillas
conseguiremos apagar todo el tablero. Esta sucesiéon de pulsaciones, lo que se

denomina una estrategia, puede ser representada también por otro vector de
Z25
2

X = (],‘1,3;‘2, e 73324,3325)

en el que x; serd 1 si se ha pulsado la casilla ¢ y 0 si no se ha pulsado. Entonces,
dado b € Z2°, la estrategia ganadora verifica:

by = x1+x9+ 76

bg = .T1—|—.T2+I3+I7

b3 = Tyt a3+ x4+ T8
boy = x19+ T23 + T24 + T25
bas = x99+ T2a + T2s

Es facil reescribir el sistema anterior en forma matricial, Ax = b, donde la
matriz A € Mas(Zs) tiene la siguiente estructura de bloques

(4.13)

N

I
o o o ~ W
o o ~ I ~
o~ I ~ o
~ W ~ o o
W~ o o o
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donde 0 denota la matriz nula de tamano 5 x 5, I es la matriz identidad de
tamano 5 x5y B es

110 0 0
111 00
B=1]10 1110
0 01 11
0 00 11

Atendiendo al significado del producto de matrices, podemos observar que
Ax corresponde a una combinacién lineal de los vectores que conforman las
columnas de la matriz A, y en la que los escalares son los elementos del vector
x. Asi pues, b es una configuracién alcanzable si dicho vector es combinacién
lineal de los vectores columna de A. En la seccién 8.5 volveremos sobre este
juego para averiguar la forma de saber si una configuracién inicial puede ser
apagada o no de una forma més rapida.

B
EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente de-
pendientes o independientes. En caso de que sean linealmente dependientes en-
contrar una combinacién lineal no nula entre ellos que proporcione el vector
nulo:

() {(3,5,1),(2,1,3)}  (b) {(1,2,3),(1,3,2),(0, -1, 1)}
(¢) {(1,0,1,0),(2,1,3,1),(0,1,1,1),(2,2,4,2)}

En cada uno de los apartados del ejercicio 1 calcular el rango del conjunto
de vectores dado.

Estudiar si las siguientes familias de vectores son o no lLi.:

1 -1 1 0
o e

(b) {z—1,z+1,2* -1} C P§[z].
(c) {sen®(mz),cos?(mz),cos(2rz)} C C([0,1]).
Estudiar si los siguientes conjuntos son bases del espacio vectorial dado:

(a) {1,z +3,(z+3)% (x+3)*} en P[z].
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{0
(R TE TN

En R? se consideran los siguientes conjuntos:
A=1{(1,5,1),(2,1,0)}
c=1{@1,5,1),(2,1,0),(1,0,0),(0,0,1)}
Se pide:
(a) Probar que A es Li. y que C es un sistema generador de R?.

(b) Encontrar una base B que contenga a A y esté contenida en C.

Demostrar que el conjunto S = {x—i— 1,z —1,22 —1,2%2 + 1} es un
sistema generador de P%[z]. Encontrar un subconjunto S; de S que sea una
base de PZ|x].

Sea B la base canénica de R? y consideremos el conjunto
B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}
(a) Demostrar que B’ es una base de R3.

(b) Hallar las coordenadas del vector u = (3, —2,5) respecto de la base B'.

(c¢) Hallar las ecuaciones del cambio de base de B a 5.
Verificar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales:
(a) {(z1,...,2) ER" 12y + -+ -+ 1z, =0}.
(b) {(z1,...,zn) ER" : 2y + -+ 2z, =1}
(c) {p( ) € P3[x] : (x — 1) divide ap(m)}.

(d) COM(B) = {A € My(R): AB = BA donde B = (i ;) }

En R? consideramos el subespacio generado por los vectores (2,3,0) y
(4,6,1). ;Pertenece el vector (1,0,0) a este subespacio?

En R? consideramos los siguientes conjuntos:

A={(1,1,1),(0,1,0)} v B={(23,2),(1,0,1)}.
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(Es L(A) = L(B)?
En R* determinar la dimensién y una base del subespacio vectorial
formado por las soluciones de los siguientes sistemas:

T14+ 2z —23—24=0 T+ 2o+ 23— 24 =0
(a) b

r1 — 29+ 2x3 —24 =0 1+ 29+ 33+ 224 =0

3r1 +x9 +4x3 — 224 =0
T+ 229+ 33 +24 =0
201 —x9 + 23 —3x4 =0
1+ 22+ 223 =0

()

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 5. Para cada uno de los
subespacios siguientes calcular un sistema de ecuaciones implicitas:

(a) Ly = L((1,0,1,—1,1),(1,1,1,0,0)).
(b) Ly = L((0,1,2,1,0),(1,1,—1,-2,1), (3, —1,—7, -8, 3)).

Problemas

En un espacio vectorial V' se tiene una base B = {uj, us,us} y un vector

x cuyas coordenadas con respecto a BB son (1, —1,2). Demostrar que el conjunto
S ={u; +uz,u; +uy +uz}

es Li. y completar S a una base B’ tal que las coordenadas de x con respecto a

B’ sean (1,1,1).

Sabiendo que un vector v € R? tiene coordenadas (1,a) en la base

By ={(1,2),(4,-1)} y (6,5) en la base By = {(1,1),(1,—1)}, determinar las
coordenadas de v en la base candnica.

En P [z] consideremos el polinomio p(z) = ax®+bx?+cx+d con a # 0).

(a) Demostrar que el conjunto B = {p(z),p'(z),p" (z),p""(z)} es una base de
P [=].

(b) Si p(z) = 523 + 32% — 22 + 1, hallar las ecuaciones del cambio de base
de B a la base canénica de P3[z], y las coordenadas del vector ¢(z) =
1523 — 212% — 18z + 37 en ambas bases.

Consideremos los conjuntos de R3
B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}, B2 ={(0,1,0),(1,1,-1),(-2,0,1)}

(a) Probar que ambos conjuntos son bases de R3.
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(b) Determinar el conjunto de vectores de R3 que poseen las mismas coorde-
nadas respecto de ambas bases.

*[EH Consideremos {e;,es,...,e,} la base canénica de R" y los vectores
Uy =€ —€;, Up =€3 —€3,...,Up—-1 =€p —€p_1, Up =€y
(a) Demostrar que los u; forman base en R".

(b) Encontrar las coordenadas del vector x = 71 ; e; con respecto a la base
formada por los u;.

;Para qué valores de o y 3 el conjunto W = {p(z) € P2[z] : p(0) =
a, p'(0) = B} es un subespacio vectorial? Para los valores obtenidos obtener
una base y la dimensién de dicho subespacio.

Determinar la dimension del subespacio vectorial formado por las solu-
ciones de los siguientes sistemas, en funcién del pardmetro m € R:

r+m?y+mz=0 d—m)xz+(1-m)y+2=0
(a) mr+y+mz=0 (b) (m—1Dz+2m—-1)y+22=0
m2x +my +mz =0 B—m)x+my—z=0

Calcular la dimensién y una base de los siguientes espacios:
(a) W = {p(z) € Pi[z] : p(0) = 0, p(2) = 0}.

(b) El subconjunto de Max3(R) tales que la suma de los elementos de cada
columna suman cero.

En R* se consideran los pares de subespacios que siguen. Hallar la
dimensién y una base de L1, Ly, L1 + Lo y L1 N Ly. ;En qué casos se tiene que

RY=L, @ Ly?
(a) Ly =L((1,1,1,1),(1,—1,1,—1),(1,3,1,3));
Ly = L((1,2,0,2),(1,2,1,2),(3,1,3,1)).

(b) L, = L((l, —1,2, 1)7 (0, 1, -1, 3), (2,0, 1, 71));
2%1—%2—3153:0
L=
xr1 — 2x9 + 63 — 624 =0

31+ 229+ 323 — 24 =0
(¢) L1 =4 —z1+b5z3+24=0
6x1 +4x9 + 623 — 224 =0
Ly = { o =0
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Hallar la suma y la interseccién de cada uno de los siguientes pares de
subespacios. Estudiar, cuando proceda, su suma directa:

(a) V1 = COM(A) donde A = ((2) ;), Vo ={A € M2(R) : tr(4) =0}

Nota: el espacio COM(A) se definié en el ejercicio 8, mientras que tr(A)
denota la traza de un matriz, definida como la suma de sus elementos
diagonales.

(b) W1 es el conjunto de matrices simétricas en Mo (R),
V5 es el conjunto de matrices antisimétricas en My (R).

(c) Vi ={p(z) € Pi[x] : (z — 1) divide a p(z)},
Vo = {p(z) € P3[z] : (x + 1) divide a p(x)}.

*(d) V1 es el conjunto de funciones f : R — R pares en C(R),
Vs es el conjunto de funciones f : R — R impares en C(R)

Nota: C(R) denota el conjunto de funciones continuas en R.

Sean Ly y Lo dos subespacios vectoriales de un e.v. V tal que dim(V) =5
y dim(L;) = dim(L2) = 3. (En cudles de las siguientes situaciones se cumple
que para todo vector u € V', existen vectores wy € L1 y wy € Lo tales que
u=wp+ Wg?

(a) Siempre, aunque los vectores wi y wo pueden ser no dnicos.
(b) Cuando dim(L; N Ly) = 1.
(¢) Cuando dim(L; N Ly) = 2.

)

(d) Cuando V = Ly + Lo, en cuyo caso los vectores wi y wo son tnicos.

Ejercicios tedricos

Definimos en R? las operaciones suma y producto por un escalar real
del siguiente modo:

(z1,22) + (Y1, 92) = (21 + y1,22 + y2),  a(21,22) = (a®21,0%22), a €R
Estudiar si, con estas operaciones, R? es un espacio vectorial.

*[F Probar que C? es un espacio vectorial real y calcula su dimensién. ;Es
diferente si se considera C? como e.v. complejo?

I Sean los polinomios p;(z), p2(), ..., pr(x) y supongamos que
pi(a1) p2(a1) --- pr(ar)

pi(az2) pa(az) -+ prlaz)

pi(ax) p2(ar) -+ prlax)
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para ciertos ntiimeros reales a; distintos entre si. Demostrar que el conjunto de
polinomios dado es linealmente independiente en Pg|x].

[FH Sea A € M, (K) una matriz no singular y {vy,...v,} un conjun-
to de vectores de K" linealmente independientes. Probar que el conjunto
{Avy,...Av,} es linealmente independiente. ;Es cierto el resultado si A es
singular?

Probar el Teorema 4.11.

Sea V un espacio vectorial. Probar que si la dimensién de la suma de
dos subespacios de V' es una unidad mayor que la dimensién de su intersecciéon
entonces la suma coincide con uno de ellos y la interseccién con el otro.

Si Ly y Lo son subespacios de un e.v. V tales que V = Ly @ Lo, probar
que si By y Bs son bases de Ly y Ls, respectivamente, entonces 81 U By es base
de V.

Ejercicios adicionales

Considérese un juego idéntico a Lights out! pero con un tablero formado
solo por cuatro casillas, como el siguiente:

Al pulsar sobre una casilla, cambia el estado de esa casilla, asi como sus adyacen-

tes (en horizontal y vertical). Plantear el sistema de ecuaciones correspondiente
a este tablero y averiguar si existe solucién para la siguiente configuracion inicial:

(]
il

resolviendo el sistema mediante el método de Gauss, usando la aritmética
modular descrita en (4.12).



5 Aplicaciones lineales

Las funciones constituyen sin duda alguna el objeto matemético de mayor
interés y uso en cualquier disciplina en la que las matematicas tengan un minimo
de presencia. En este tema iniciaremos el estudio de las funciones relacionadas
con los espacios vectoriales, méas conocidas como aplicaciones lineales.

APLICACIONES LINEALES ENTRE ESPACIOS VECTORIALES

Bésicamente podemos decir que una aplicacion lineal es aquella que respeta
la estructura de espacio vectorial:!

Definicién 5.1

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Una aplica-
cién f: V — W se dice lineal si verifica:

fx+y)=fx)+f(y), vxyeV
flax) =af(x) Vx,eV, VaekK

De forma equivalente, f es lineal si y sélo si f(ax + By) = af(x) + B8f(y),
Vx,y € V, Va, 5 € K.

Como puede verse en la definicién, una aplicacién lineal no es mas que una
funcién definida entre espacios vectoriales que respecta la linealidad, es decir, la
imagen de una combinacién lineal es la combinacion lineal de las imagenes. A
pesar de su simplicidad, su importancia es enorme en multitud de disciplinas.
Veamos algunos ejemplos:

1Las transformaciones lineales ya aparecen en la ya citada obra de Grassmann que pasé
casi desapercibida en su época, aunque el concepto de linealidad aparece frecuentemente con
anterioridad en numerosas aplicaciones.
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Ejemplo 5.1

(1) La aplicacién nula, definida por

Ovt

< <
Ll
o <

es lineal.

(11) La aplicacién identidad dada por

Ivl \%4
v

< <

L]

es lineal.

(1) La simetria plana de eje la recta y = z, cuya ecuacién es

o R2 — R2
(z,y) — (y,7)

es una aplicacion lineal.

(1v) La aplicacién derivada es lineal:
d: Prlz] — Pglz]
p(x) — p'(2)
Algunos ejemplos de aplicaciones no lineales:
fi: R — R

xr — z?

fo: R — R

r — Ssenx

Notaremos por £L(V, W) al conjunto de aplicaciones lineales de V en W (tam-

bién llamadas homomorfismos). Si V. = W se dice que f es un endomorfismo,
y al conjunto de tales aplicaciones se le denota por L(V).

Se dice que f : V — W es un isomorfismo si es lineal y biyectiva. También
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se dice que f es un automorfismo si es un endomorfismo biyectivo.

Propiedades

De la definiciéon de aplicacién lineal se deduce facilmente que la imagen
de una combinacién lineal de vectores es igual a la combinacién lineal de las
imégenes, es decir,

! (Z%m) = Z%’f(ui) (5.1)

Algunas consecuencias inmediatas son:

Proposicion 5.1

Si f:V — W es lineal, entonces,
(1) f(0)=o.
(1) f(=u) =—f(n).

(1r1) Si L es un subespacio vectorial, f(L) = {f(v) : v € L} también es un
subespacio vectorial.

La demostracion de este resultado es elemental y se propone al lector como
ejercicio.

Proposicion 5.2

Sea L un subespacio de dimensién k y f una aplicacién lineal, entonces f(L)
es un subespacio de dimensién menor o igual que k.

Demostracion:
Sea {e1,...,er} una base de L. Si y € f(L) entonces existe x € L tal que
f(x) =y. Como x € L, podemos escribir que x = > | a;e;. Usando (5.1),

y=1rf <Z Oéiez) = aif(e:)
=1 i=1

esto es, y es combinacién lineal de los vectores f(e1), ..., f(er). Por tanto
estos vectores forman un sistema generador de f(L). Del Corolario 4.5 se sigue

el resultado.
[
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El siguiente resultado es esencial para la determinaciéon de una aplicacién
lineal, y ademés pone de manifiesto la importancia de las bases en los e.v.

Sea B = {ey,...,e,} unabasede V. Sean wy, ..., w,, n vectores cualesquiera
de W. Entonces existe una tnica aplicacién lineal f : V. — W tal que
fle))=w;, 1 <i<n.

Demostracion:

Sea v € V. Para definir f(v) procedemos como sigue. Puesto que B es una base
de V existen unos tnicos o tales que v =Y "i" | a;e;. En tal situacién definimos

Fv) =) aw
=1

Es facil comprobar que f es lineal y puesto que las coordenadas respecto de una

base son unicas, f estd definida de manera tnica.
]

Como consecuencia, podemos afirmar que para determinar completamente
una aplicacion lineal basta conocer las imagenes de los elementos de una base
del espacio de partida. Con esta simple informacién (la imagen de unos cuantos
vectores) podemos obtener la imagen de cualquier otro vector del espacio.

Ejemplo 5.2

Supongamos que conocemos que una aplicacién lineal satisface

f(1,0) =(2,1,3), f(0,1) = (4,-1,0)

Vamos a determinar la aplicacion. En primer lugar se trata de una aplicacion
f:R? — R3, y puesto que sabemos los valores de la aplicacién sobre una base de
R?, esto es, conocemos la imagen de {(1,0), (0,1)}, podemos calcular la imagen
de cualquier vector (x1,x2).

En efecto, usando coordenadas se tiene que

(xl,l‘g) = 1‘1(1,0) + $2(0, 1)
luego,
f(z1,22) = f(z1(1,0) + z2(0,1))
=21 f(1,0) + 22£(0,1) = 21(2,1,3) + 22(4,—1,0)

= (21’1 o 41’2,IE1 — $2,3$1)
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MATRIZ DE UNA APLICACION LINEAL.

Ya hemos visto que para determinar completamente una aplicacién lineal
nos basta con conocer las imagenes de una base del espacio de partida. A
continuaciéon vamos a usar esta idea para describir con mayor eficacia una
aplicacién lineal.

Consideremos V' 'y W dos e.v., f : V — W una aplicacién lineal, y sean

B={uy,...u,} vy B ={vi,...vn}

bases de V' y W, respectivamente.
Dado un vector x € V podemos escribir x = } 7 ; z;u;, usando sus
coordenadas. Entonces

1) =3 i f(w) =y (5.2)
j=1

Obviamente y € W, de modo que, haciendo uso de la base de W,y = >"i%, y;v;.
El objetivo que perseguimos es relacionar las coordenadas del vector de partida
x con las coordenadas del vector de llegada y.

Nétese que cada vector f(u;) € W, por lo tanto, puesto que tenemos una
base de W, es posible escribir

f(uj) :Zaijvia j=1...,n
i=1

es decir, a;5, 1 <4 < m son las coordenadas de la imagen de f(uj) en la base
de W.
Usando esta tltima observacién en (5.2) se tiene que

f(x) = Zﬂﬁj (Z aij"i) = Z ( xjai]) Vi = Zyivi
i=1 j=1 i=1

j=1 i=1

Como las coordenadas son Unicas, vemos que

n
Yi = E Ljij
J=1

Si ahora consideramos la matriz A = (a;;) entonces la igualdad anterior no
es mas que el producto de la matriz A por las coordenadas del vector x. Es
decir, f(x) = Ax.

A la matriz A se le denomina matriz de f en las bases By B’, y se denota
por Mg/( f). Es importante observar cémo estd construida esta matriz: sus
columnas estan formadas por las coordenadas, respecto de la base 5/,
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de las imagenes de los vectores de la base B. Como las dimensiones de V'
y W son n y m, respectivamente, entonces A € M« (K).

En conclusién, toda aplicacién lineal tiene asociada una matriz respecto de
unas bases predeterminadas (nétese que la matriz cambiard si cambiamos de
base). En adelante, fijadas las bases, identificaremos la aplicacién lineal con la
matriz correspondiente, escribiendo f(x) = Ax.

Reciprocamente, sea A € M, «,(K) y fijemos unas bases By B ' en Vy W,
respectivamente. Podemos asumir que las columnas de A son las coordenadas,
respecto de la base B’, de las imagenes de los vectores de la base B; de este

modo, (véase el Teorema 5.1) queda determinada una tnica aplicacién lineal
f:V = W, cuya matriz M§ (f) = A.

Si los espacios V' y W coinciden y consideramos la misma base en ambos
(que es lo més natural), la matriz de la aplicacién correspondiente se notard por

Mg (f).

Ejemplo 5.3 (continuacién del ejemplo 5.2)

Construyamos la matriz de la aplicacién dada. Puesto que conocemos las
imagenes de la base canénica de R?

f(1,0) =(2,1,3), £(0,1) = (4,-1,0)

directamente podemos escribir la matriz respecto de las bases candnicas de R?
vy Rg, respectivamente, que es

2 4
1 -1
3 0

Por tanto, para calcular f(x1,x2) no tenemos mas que multiplicar por la matriz,

2 4 2z + 4o
z1
f($1,372) = 1 =i ( ) = 1 — X2
T2
3 0 3x1

Recuérdese que trabajamos con los vectores por columnas (véase la nota 4.6 en
la pag. 158).
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€2

cos o A
|
: sen «
|
|

3 ?&’”\

o K

?

Figura 5.1: Rotacién de angulo o

Ejemplo 5.4

Matriz de una rotacién de dngulo o en R?, respecto de la base canénica.
Sea B. = {e1,ex2}. Atendiendo a la figura 5.1, se tiene

2

R(e1) = cos(a)e; + sen(a)es

R(e2) = —sen(a)e; + cos(a)esq
de modo que la matriz de esta rotacién en la base canénica de R? es

COstx —seno

sen « COs &

197

Ejemplo 5.5

Matriz de una simetria respecto del plano 3 = 0, en la base canénica de R3.
Es facil comprobar que si e1, e; y e3 son los vectores de la base candnica de
R3, entonces
a(el):el, a(eg):eg, 0'(93)2—83

2Hacemos hincapié en el hecho de que la matriz depende de dos bases, la del espacio de
partida y la del de llegada, pero en este caso, al tratarse del mismo espacio usamos la misma
base.
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€3

Figura 5.2: Simetria respecto del plano XY

(véase la figura 5.2), luego

Si ahora queremos calcular la imagen por esta simetria de, por ejemplo, el
vector v = (1,2, 1) bastard multiplicar por la matriz anterior,

1 0 1
0 1 0 2 | = 2
00 -1 1 =l
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(1)

Ejemplo 5.6

Matriz de la aplicacién lineal
fo Pglz] — P [a]
p) —  p(2)

respecto de las bases B = {1,z,...,2"} y B' = {1,z,...,2" '}

Comenzamos calculando las imagenes de los elementos de B (la base del
espacio de partida):

y a continuacidn, escribimos estos vectores en coordenadas respecto de B’
(la base del espacio de llegada). Por tanto,

0

, 00 2 --- 0
Mg (f) = S € Myxnt1)(R)

0 0 O n

Matriz de g : R? — R? dada por
g(x1, 22, 23) = (1 + 22 + 3,71 + 23 — T3)

respecto de la base canénica de R? y la base B’ = {(1,0), (1,1)} de R2.

Calculamos la imagen de los vectores de la base candnica de R3 y los
escribimos como combinacién lineal de los vectores de la base de R? dada:

g(l,0,0) = (1, 1) = CL11(1,0) + a21(1, 1) =a11 =0, a1 =1

g(O, 170) = (1, 1)
‘C](O,O7 1) = (1, —1) = a13(1,0) + a23(1, ].) = a13 = 2, a3 = —1

a12(1,0) + agg(l, 1) = a10 =0, ax =1

La matriz es por tanto,
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Obsérvese que el papel que juega la base del espacio de partida en la matriz
de una aplicacion es completamente diferente al que juega la base del espacio de
llegada: la primera es usada para obtener las imagenes a través de la aplicacion
de cada uno de sus vectores; mientras que la segunda se emplea para escribir
coordenadas respecto de esta base en el espacio de llegada.

OPERACIONES ENTRE APLICACIONES LINEALES

En el conjunto de aplicaciones lineales entre dos espacios vectoriales L(V, W)
podemos definir la suma de aplicaciones y el producto con un escalar del
siguiente modo:

+: LV,W)x L(V,W) — L(V,IV)
(f,9) —  f+g  donde (f +g)(v) = f(v) +g(v)

Kx L(V,W) — LV, W)
(o, f) —  a-f definida por (a - f)(v) = af(v)

Se puede probar que, con las operaciones anteriores, el espacio L(V, W) es
un espacio vectorial de dimensién (dim V')(dim W).

El siguiente resultado muestra que las operaciones entre aplicaciones lineales
pueden ser vistas como operaciones entre sus matrices asociadas, respecto de las

correspondientes bases.

Proposicion 5.3

Si A y B son las matrices de las aplicaciones f y g en las bases B y B,
respectivamente, entonces

() A+ B es la matriz de la aplicacién f + g en las citadas bases.

(11) @A es la matriz de la aplicacién « - f en las mismas bases.
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La demostracion es elemental y se propone al lector.

Ademas de las operaciones suma y producto por un escalar, es importante
prestar atencién a la composicién de aplicaciones lineales.

Proposicion 5.4

Si fel(V,W),ge LW, X), A= ng(f) y B = Mgv’;(g) entonces

BA = MgX(go f).

Demostracion:

Sean A = (a;j)i<i<m ¥ B = (bri)1<k<p las matrices de las aplicaciones dadas
1<5<n 1<i<m
en las bases correspondientes. Esto es, si

By ={e1,...e,}, Bw ={e},...e,}, Bx={e],...e)}
se tiene que

n p
fle)) = aijei,  gle}) = bref
=1 ot

Entonces,
(9o f)(e;) =g(f(ej)) = g <Z aij@é) = Z%‘g(eé)

n V4 P n

1/ 1!

= E Qi E bkiek = E bkiaij €
k=1 1

i=1 k=1 \i=

Para terminar basta observar que el paréntesis del ultimo sumando corresponde

al elemento kj de la matriz BA.
|

El resultado anterior nos dice que la composicién de aplicaciones lineales se
traduce en la multiplicacién de sus matrices asociadas, en el orden en el que
escribimos tal composicién (que no es el orden en el que actiian). Este hecho se
extiende a la aplicacién inversa.

J

Sea f una aplicacién lineal de V' en W. Entonces,
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(1) La inversa de una aplicacién lineal es lineal y (f~1)~! = f.
(11) f es invertible si y solo si es biyectiva.

() Sif:V — W es biyectiva y tiene a A € M,,(K) como matriz asociada res-

pecto de ciertas bases, entonces f~! tiene como matriz asociada respecto
de las mismas bases a A~ ".

Demostracion:

(1)

(1)

De la definicién de aplicacién inversa (véase la seccién A.2) es inmediato
que (f~1)~! = f. Veamos ademas que la inversa es lineal; para ello serd
necesario probar que

SN ax+ By) = af Hx)+ B y) (5.3)

Pongamos que f~1(x) =x"y f~}y) =y/;esdecir f(x') =xy f(y') =y.
Como f es lineal,

flax' +B8y') = af(X') + Bf(y') = ax + By

y por definicién de inversa, f~1(ax + By) = ax’ + By’ = af1(x) +
Bf~1(y), que es precisamente (5.3).

La suficiencia (es decir, que el hecho de que la aplicacién sea biyectiva
implica que existe inversa) es inmediata, pues si una aplicacién es inyec-
tiva, entonces existe inversa, y ademas como es sobreyectiva, entonces la
inversa esta definida para todo vector de W.

Para la necesidad (esto es, si la aplicacién es invertible, entonces es
biyectiva), veamos que f es inyectiva y sobreyectiva. Sean x e y en V
tales que f(x) = f(y). En tal caso, f(x —y) = 0. Por otra parte,
como f~1 es lineal f~1(0) = 0 (segin (1), Proposicién 5.1), pero ademéas
f~10) = x —y, luego x = y; es decir, f es inyectiva.

Para la sobreyectividad, sea y € W. Como existe inversa, f~!(y) = x,
para algin vector x € V, es decir, f(x) = y. La arbitrariedad de y nos da
la sobreyectividad.

En primer lugar tengamos en cuenta una consecuencia inmediata de un
resultado que probaremos més adelante (Teorema 5.3), del cual se deduce
que si f : V. — W es biyectiva, entonces dim(V) = dim(W). Teniendo
esto presente, consideremos f : V — W biyectiva y una matriz asociada
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a f respecto de ciertas bases en estos espacios que llamaremos A. Por el
comentario anterior, A debe ser una matriz cuadrada.

Por otra parte, como acabamos de probar, al ser f biyectiva existe inversa
y ademds es lineal, f~' : W — V, por lo que podemos considerar su matriz
asociada, B, (también cuadrada) respecto de las mismas bases de Wy V,
respectivamente.

Consideremos ahora la composicién f~' o f; esta aplicacién resulta la
identidad de V en V, y al ser lineal (composicién de aplicaciones lineales)
su matriz asociada respecto de la misma base de V serd la matriz identidad,
1.

Finalmente, usando la Proposicién 5.4, la matriz BA corresponderd a la
composicién de f con f~!, de modo que BA = I. Dado que A y B son
cuadradas y su producto es la identidad, se tiene que B = A~! (véase la
Proposicién 2.5).

Ejemplo 5.7

Consideremos las siguientes aplicacién lineales:

f : R? — R? definida por f(z1, 2, 73) = (71 + 222 — T3, —71 + T2 + 273)
g : R3 — R? dada por g(z1, 72, 73) = (321 — 22,71 — T3)

h : R? — R? definida por h(x1,z2) = (271 + T2, —21 — T2)
y calculemos (f + g), (3 f) y h~!. Es inmediato comprobar que

(f +9)(x1,m2,23) = (21 + 222 — T3, —21 + T2 + 223) + (371 — @2, 1 — T3)

= (4371 + X2 —$3,$2+$3)

(3 . f)(xl,itz,xg) = 3- ((El + 2%2 — T3,—T1 + 2 + 2%3)
= (31‘1 + 6xo — 33, —3x1 + 322 + 61‘3)

Para el calculo de h™! escribimos h(z1,72) = (y1,y2) y despejamos x1 y @a:

2r1 + T2 = 1 =y1+ Y2
=

—T1 — Ta = Y2 To = —Y1 — 2y

de modo que A1 (y1,y2) = (y1 + y2, —11 — 2y2).
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Veamos ahora cémo obtener estas aplicaciones a través del calculo con
matrices. Consideremos las bases canénicas en R? y R?, y las matrices respecto
de estas bases de f, gy h:

O B\ R O RO

Notese que estas matrices se pueden calcular tal y como hemos comentado en la
seccién 5.2. No obstante, es interesante observar que cuando tenemos expresiones
analiticas de las aplicaciones y queremos obtener la matriz respecto de las bases
candnicas, ésta se obtiene escribiendo por filas los coeficientes de cada una de
las componentes de la expresion analitica.

Ahora es sencillo ver que

12 -1 3 -1 0 41 -1
M(f+g)_<1 1 2>+<1 0 1>_<0 1 1)

CAMBIO DE BASE EN UNA APLICACION LINEAL

Hemos visto que la matriz de una aplicacién lineal depende de las bases que
hayamos elegido en los espacios de partida y de llegada. Ahora veremos qué
ocurre cuando realizamos un cambio de bases en los espacios.

Supongamos que tenemos una aplicacién lineal f : V' — W y las bases en V'
y W siguientes:

Bv:{ul,...,un} B{/:{u’l,...,ug}
BW:{V1,...,Vm} B{/V:{Vllﬂ"ﬂvin}
Denotemos por A = ME“;‘/ (fHy A = Mll;,;"’ (f). Nuestro interés estd en
\%4

encontrar la relacién entre las matrices A y A’
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Para ello usaremos la relacién entre las bases de cada uno de los espacios:
en concreto, si C' = Mg,", es la matriz de cambio de base en el espacio V de la
Vv

base Bj, a By, entonces sabemos que, si x son las coordenadas en la base By y
x’ son las coordenadas en la base B, se tiene que x = Cx'.

Del mismo modo, si consideramos D = Mg;“‘/’ la matriz de cambio de base
de la base By a Bj;, en el espacio W, entonces y’ = Dy, donde y denota las
coordenadas respecto de By e y’ las coordenadas respecto de Bj;,. Nétese que
como las matrices de cambio de base son invertibles (Teorema 4.6), también
podemos escribir y = D~ 1y’.

Con estas notaciones se tendrd que y = Ax ey’ = A’x’.

Ahora es sencillo establecer la relacién entre A y A’:
y = Ax = D7y = A(CX') = y' = DACX

luego A’ = DAC.
El siguiente diagrama puede ayudar a esclarecer mejor la situacion:

f:v w
By i’BW

C D
By —— By

A/

El camino que enlaza la matriz A’ puede ser recorrido en la direccién que usa
la matriz A. Es decir, A’ es equivalente a hacer actuar primero C, luego A y
finalmente D. Como la composicién se multiplica en orden inverso al orden de
actuacién obtenemos la igualdad entre matrices anterior.

Ejemplo 5.8

(1) Sea f : R® — R? la aplicacién lineal dada por f(x1, s, x3) = (x1+22,23)
y consideremos las bases

B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, B ={(1,1),(1,-1)},

de R? y R?, respectivamente. Calculemos M g/ (f)-

Para encontrar dicha matriz podemos proceder de dos maneras. Median-
te la definicién de la matriz de una aplicacion respecto de unas bases,
debemos calcular la imagen de los elementos de B y escribirlos como com-
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binacién lineal de los elementos de B’. Asi,

9 —
F(1,1,1) = (2,1) = ann (1, 1) + agi (1, —1) = { G121

1=ai1 —an

2 =
£(1,1,0) = (2,0) = a12(1,1) + ass(1, -1) = G12 + 22
0=a2—a

1=
£(1,0,0) = (1,0) = aiz(1, 1) + ags(1, —1) = 613 + 23
0=ai3 —ass

Resolviendo los sistemas obtenemos

3 1 1 1
ain =3, @21 =35, @12 =1, azg =1, a13 =3, a3 = 3,
luego,
3 1
MEgp=(2 12
Fn-(2 2
3 1 3

Otra forma de calcular esta matriz con un menor ntimero de operaciones
consiste en calcular la matriz de la aplicacién respecto de las bases canéni-
cas de ambos espacios (que es inmediata de obtener, como comentamos en
el ejemplo 5.7) y efectuar el correspondiente cambio de base. Asi, si deno-
tamos por Bgs vy Bgrz a las bases canénicas de R? y R2, respectivamente,

se tiene que
Boo 1 1 0
\/i R =
s (/) (0 0 1)

Atendiendo al diagrama,

f:R}—— R2

ME2(f)
Brs ——— Bge
My B
B — B
Mg (f)

obtendremos que ME (f) = Mgﬂ;z Mg}f; (f)Mg]RB. Por tanto sélo tenemos
que encontrar las matrices de cambio de base. Estas son:

1 11 ] ] -1
B /
Mg® =110 MBR22<1 _1>
100
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, Bga\ _
(recordemos que MgW2 = (Mgz#*)~1), de manera que

wa-( )00

(1) Sean B = {uj,us} y B = {u; + 2us,2u; + 3uz} bases de R?, y f el
endomorfismo cuya matriz respecto de la base B viene dada por

A= Mgp(f) = (6 _2>

1 11
11 0 |=
1 0 0

NI N
Nl—= Nl=

6 -1

La matriz de f respecto de la base B’ se deduce a partir del siguiente
diagrama:

f:R? R2

B ———18
B ——— B

donde C' = M, g, es la matriz de cambio de base de B’ a B. Recordemos que
para obtener esta matriz debemos escribir por columnas, las coordenadas
de los vectores de B’ respecto de B, es decir

1 2
C=ME§ =
Finalmente,

=il
A’:MB/(f)zC‘lAC=<1 2> (6 —2) (1 2>:<2 0)
2 3 6 -1/ \2 3 0 3
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Ejemplo 5.9

Dado el plano vectorial V = x1 — x5 + 223 = 0, encontrar la matriz respecto
de la base canénica de R? de la simetria axial de eje V.

En este caso puede ser complicado calcular las imagenes de los vectores de
la base candnica directamente, sin embargo, simples razonamientos geométricos
nos pueden permitir calcular las imagenes de ciertos vectores de R3 que formen
una base. Por ejemplo, la imagen por la simetria pedida de cualquier vector
contenido en V es el propio vector. Puesto que V' es un subespacio de dimensién
dos, podemos extraer dos vectores L.i. sin mas que resolver la ecuacién dada. En
este caso,

T1 =Ty — 2T3 = Uy :(1,1,0), UQ:(—Q,O,:[) eV

Obtener un tercer vector que forme base con los anteriores es bien sencillo,
pero tal vez no sea facil encontrar su imagen mediante la simetria. En tal
caso, la mejor opcién consistird en escoger como tercer vector uno que, siendo
independiente con los anteriores, su imagen sea sencilla de obtener. El candidato
idéneo serda un vector perpendicular a V', puesto que la simetria simplemente
invierte el sentido de dicho vector (es decir, le cambia el signo).

Por geometria elemental se sabe que el vector formado por los coeficientes de
la ecuacién que define a V es perpendicular a éste (en el tema 8 justificaremos
este hecho), luego elegimos como tercer vector uz = (1, —1,2). Tomando como
base B = {u1, us, us}, es inmediato obtener la matriz de la simetria respecto de
esta base, pues

flur) =u1, f(uz) =ua, f(uz) = —us

La matriz queda

Para hallar la matriz respecto de la base canénica simplemente usamos el
cambio de base oportuno. En este caso

-1

1 -2 1 10 0 1 -2 1
Mg (f) =1 0 -1 01 0 1 0 -1
0o 1 2 00 —1 0 1 2

2 1 2

3 3 —3

- 12 2

3 3 3

2 2 _1

3 3 3
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Como podemos deducir de (11) del ejemplo anterior, si V. = W, es decir, el
espacio de partida y el de llegada son el mismo, y tomamos la misma base en
ambos espacios, entonces A’ = C~1AC. Si ahora usamos el Teorema 2.16 es
inmediato comprobar que |A| = |A’|. Es decir si f € £(V) todas sus matrices
asociadas poseen el mismo determinante.

NUCLEO Y RANGO DE UNA APLICACION LINEAL

Dada una aplicacién lineal existen un par de conjuntos asociados a partir de
los cuales se pueden obtener de manera inmediata propiedades interesantes de
la misma. Definimos estos conjuntos a continuacién.

Definicion 5.2

Sea f:V — W una aplicacién. Se define el nicleo de f como el conjunto
ker(f) ={veV: f(v) =0}
Se define la imagen de f como

Im(f)={weW :3v eV tal que f(v) =w}={f(v):veV}=fV)

Béasicamente, el ntcleo estd constituido por aquellos vectores del espacio de
partida que la aplicacién transforma en el vector nulo. Por su parte, la imagen
estd formada por los vectores del espacio de llegada que son imagen de algin
vector del espacio de partida.

Proposicion 5.5

Sea f :V — W una aplicacién lineal, entonces ker(f) y Im(f) son subespa-
cios vectoriales de V' y W, respectivamente.

Demostracion:
Usaremos la Proposicién 4.9. Para ello, sean u y v € ker(f) y veamos que
au + Bv también estd en ker(f). En efecto,

flau+pv)=af(u)+pf(v)=0
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Del mismo modo, si u,v € Im(f), veamos que au + Sv también estd en Im(f).

uelm(f)=3IxeV: f(x)=u
velm(f)=3JyeV:fly)=v

Luego,
au+ v =af(x)+ Bf(y) = flax+ By)

Como ax + Sy € V, se tiene el resultado deseado.

Proposicion 5.6

Sea f : V — W una aplicacién lineal. Entonces, f es inyectiva si y sélo si

ker(f) = {0}.

Demostracion:
Supongamos que f es inyectiva y que x € ker(f). Entonces f(x) = 0 = f(0)
(véase (1), Proposicién 5.1). De la inyectividad deducimos que x = 0, luego
ker(f) = {0}.

Veamos la implicacién contraria. Si f(x) = f(y) entonces f(x —y) = 0. Es
decir, x —y € ker(f). Como por hipétesis el nicleo se reduce al cero, x —y = 0,

y por tanto f es inyectiva.
]

Ejemplo 5.10

Sea f : R? — R? dada por f(x1,72) = (221 + 22,71 + 222, 371).
La matriz de f en las bases candnicas de ambos espacios es

2 1
A=11 2
3 0

Para encontrar el nticleo buscamos los vectores de R? (recordad que el nticleo
estd en el espacio de partida) tales que f(z1,22) = (0,0,0); es decir

2 1 0 2x1 + a9
X

1 2 <1>: 0| =< z +2u

30

T2
3:61

cuya unica solucién es el vector (0,0). Por tanto f es inyectiva.
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Es interesante observar que para encontrar los vectores del ker(f) hemos
de resolver un sistema homogéneo cuya matriz coincide con la matriz de la
aplicacién lineal f. Sabemos que un sistema homogéneo tiene soluciones distintas
de la solucién trivial siempre que rango(A) < n° de incégnitas. En el ejemplo
anterior, puesto que rango(A4) = 2, pudimos haber deducido automdticamente
que ker(f) = {0}, sin necesidad de escribir ni resolver el sistema anterior,
simplemente estudiando el rango de la matriz de la aplicacién.

Si A es la matriz de una aplicacién lineal respecto de unas bases dadas, el
sistema Ax = 0 es un sistema de ecuaciones implicitas de ker(A) y por tanto
dim(ker(A4)) = n — rango(A), donde n = dim V' (el espacio de partida).

Proposicion 5.7

Sea B = {ey,...,e,} una base de V. Entonces el conjunto

{f(e1)7 00 7f(en)}

es un sistema generador de Im(f).

Demostracion:

Sea w € Im(f), entonces Iv € V tal que f(v) = w. Ahora bien, v € V y B es
una base de este espacio, por tanto

v = Zazel =>w=f(v (Z azez) = Zaif(ei)

=1

Es decir, hemos escrito un vector arbitrario de Im(f) como combinacién lineal

de los vectores f(ey), ...,f(e,). De aqui se obtiene el resultado.
[

Obsérvese que las columnas de la matriz de la aplicacién f son precisamente
las imagenes de una base de V. Por tanto, los vectores cuyas coordenadas

corresponden a las columnas de esta matriz forman un sistema generador de
la Im(f). Es decir dim(Im(f)) = rango(A4).
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En particular, todas las matrices de una misma aplicacién lineal tienen el
mismo rango, de ahi que hablemos del rango de una aplicacion.

Ejemplo 5.11

Sea f : R® — R? dada por
flz1,z2, 23,24, 25) = (1 + @2 + 23 + T4 + 5,29 — Ta + 5,21 + 23 + 224)

Estudiar ker(f) y Im(f).

En primer lugar escribimos la matriz de f en las bases canénicas:3

1 1 1 11
A=101 0 -1 1
1 01 2 0

Un simple cdlculo nos muestra que rango(A) = 2 (un menor no nulo estd formado
por las primeras dos filas y columnas). Por tanto dim(ker(f)) =5—-2 =3y
dim(Im(f)) = 2.

Para encontrar una base de Im(f) s6lo tenemos que encontrar vectores L.i.
de entre las columnas de A (en este caso los correspondientes a las dos primeras
columnas). Es decir,

Im(f) = L((1,0,1),(1,1,0))

Para obtener una base de ker(f) resolvemos el sistema Ax = 0 (sélo
consideramos las ecuaciones relevantes):

Ty +xo+ 23+ +25 = 0}¢ T +x9 = —x3—x4—x5}

To—x4+x5 = 0 To = T4— Ts

Una base de soluciones es {(—1,0,1,0,0),(-2,1,0,1,0),(0,—1,0,0,1)}.

3Siempre que no se especifique una base distinta escogeremos estas bases, pues son las més
sencillas.
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( J

Sea f:V — W lineal. Entonces

dim (V') = dim(ker(f)) + dim(Im(f))

La demostracién de este resultado es inmediata a partir de las notas 5.5 y
5.6. Como consecuencia se tiene el siguiente:

— )

Sea f : V. — W lineal con matriz asociada A respecto de ciertas bases.
Entonces,

(1) f es inyectiva si y sélo si rango(A) = dim(V).

(1) f es sobreyectiva si y sélo si rango(A) = dim(W).

Ejemplo 5.12

Como consecuencia del resultado anterior, una aplicaciéon f : R™ — R™ con
n > m no puede ser inyectiva, asi como una aplicacion de R™ en R™ con n < m
no puede ser sobreyectiva.

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

g Toorema 5.5 )
Sea f:V — W lineal. Si dim(V') = dim(W), son equivalentes:

(1) f es biyectiva.

(1) f es inyectiva.

)
)
(1) f es sobreyectiva.
(1v) ker(f) = {0}.
)

(v) rango(f) = dim(V).
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a
CALCULOS CON PYTHON

Practicamente todos los conocimientos de Python que se necesitan para
abordar los calculos que se realizan en este tema han sido ya expuestos en temas
anteriores (operaciones con matrices, resolucién de sistemas y célculo de rangos),
sin embargo, aun no hemos hecho uso de una funcién de especial utilidad que nos
va a permitir obtener el niicleo de una aplicacion de forma sencilla: nullspace.
Esta funcién, que forma parte del médulo SymPy, nos proporciona una base del
ker(A), donde A es una matriz cualquiera. Se usa del siguiente modo:

>>> from sympy import Matrix
>>> A=Matrix([[1,1,1,1,1],[0,1,0,-1,1]1,[1,0,1,2,011)
>>> A.nullspace ()

[[-1]

[ o]

[ 1]

[ o]

[ o1, [-2]

[ 1]

[ o]

[ 1]

[ o1, [ o]

[-1]

[ o]

[ o]

[ 1]1]

Como vemos, la respuesta de este médulo, que funciona sobre una matriz de
SymPy, nos proporciona una lista de vectores (en realidad son matrices columna)
que corresponde a una base del espacio ker(A). De hecho, en este caso dicha base
coincide con la obtenida por nosotros en el ejemplo 5.11, aunque es evidente que,
en general, no tiene por qué ser asi.

El interés de este modulo es que implicitamente nos esta proporcionando el
rango de la matriz, de manera que podemos definir ahora una funcién rango
que trabaje sobre matrices de SymPy:

def rango(A):
x=A.cols - len(A.nullspace())
return x

El atributo cols hace referencia al nimero de columnas de A (la dimensién del
espacio de partida).

Ademds, nullspace también puede ser usado para calcular una base de
un subespacio vectorial que venga definido por un sistema de ecuaciones ho-
mogéneo:
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>>> from numpy import matrix
>>> from sympy import Matrix
>>> a=matrix(’1 1 1 1; 0 0 1 1°)
>>> A=Matrix(a)

>>> A.nullspace ()

[[-1]

[ 1]

[ o]

[ o], [ o]

[ o]

[-1]

[ 111

El cédigo anterior significa que el subespacio

T1+T2+x3+x8=0
LlE
x3+ x4 =0

tiene como base

{(1,-1,0,0),(0,0,—1,1)}

(véase el ejemplo 4.18).

Notese que hemos usado matrix de NumPy para simplificar la entrada de
la matriz, aunque luego hemos de usar Matrix de SymPy que es el objeto para
el que esta definido nullspace.

APLICACION A LA CRIPTOGRAFIA

La criptografia es la técnica que altera una representacion lingiiistica de un
mensaje para mantener su privacidad. La informacién a transmitir es encrip-
tada o codificada de forma que se haga ilegible hasta que sea descodificada o
desencriptada. Para ello se emplea algin tipo de informacién secreta (la clave
de encriptacién) que debe ser conocida solo por el emisor y el receptor de la
informacion.

Una de las técnicas criptograficas maés sencillas consiste en enmascarar el
mensaje original convirtiéndolo en un mensaje cifrado empleando para ello la
sustitucion de los caracteres que conforman el mensaje (por ejemplo, cambiar
la @ por la k, la b por la d, etc.). Pero este tipo de codificacién es facil de
romper analizando la frecuencia de aparicién de las letras del alfabeto. En esta
seccién vamos a mostrar una técnica criptogréfica sencilla, pero mas segura que
la sustitucion, que estd basada en el uso de aplicaciones lineales.

Supongamos que queremos enviar el siguiente mensaje:

ALGEBRA LINEAL CON APLICACIONES Y PYTHON
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En primer lugar vamos a sustituir los caracteres del mensaje por niimeros,
siguiendo un sencillo proceso de sustitucién, para el que usamos la siguiente
tabla:

A/B|C|D|E|F|G|H|TIT|J|K|L|M|N
1123|456 | 7|89 1011 12|13 14

NIO|P|Q|R|S|T|U|V | IW|X|Y|Z]|._
15116 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28

(5.4)

El mensaje codificado seria este:

11275219128129145112283161428117129313916145 20 28
26 28 17 26 21 8 16 14

Simplemente hemos sustituido cada letra por el namero correspondiente, inclui-
dos los espacios. Si envidramos el mensaje de este modo, un sencillo anélisis
basandonos en la mayor frecuencia de aparicién de ciertos nimeros nos permi-
tirfa descifrar el mensaje. Sin embargo, vamos a codificar de nuevo el mensaje
haciendo uso de una aplicacién lineal biyectiva.

En primer lugar, agruparemos las cifras de las que consta el mensaje en
grupos de 3:

(1,12,7) (5,2,19) (1,28,12) (9,14,5) (1,12,28) (3,16,14) (28,1,17)
(12,9,3) (1,3,9) (16,14,5) (20,28,26) (28,17,26) (21,8,16) (14,0,0)

Nétese que hemos afiadido dos tltimos nimeros (0) para completar las ternas.
Cada uno de estos grupos es un elemento de R, de modo que vamos a transfor-
marlos en un nuevo elemento de R? mediante una aplicacién lineal biyectiva, es
decir, vamos a multiplicarlos por una matriz invertible. Para simplificar nuestros
célculos, elegiremos una matriz de enteros, cuya inversa también esté formada
por enteros, por ejemplo:

2 5 3
A=11 3 2
3 6 4

Ahora transformamos cada uno de los vectores mediante esta matriz; esto se
puede hacer directamente asi:

1 5 1 9 1 3 28 12 1 16 20 28 21 14
12 2 28 14 12 16 1 9 3 14 28 17 8 O
4 7T 19 12 5 28 14 17 3 9 5 26 26 16

w =N
S W Ot

83 77 178 103 146 128 112 78 44 117 258 219 130 28
= 51 49 109 61 93 79 65 45 28 68 156 131 77 14
103 103 219 131 187 161 158 102 57 152 332 290 175 42
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y entonces, el mensaje que enviamos es éste:

83 51 103 77 49 103 178 109 219 103 61 131 146 93 187 128 79 161 112 65 158
78 45 102 44 28 57 117 68 152 258 156 332 219 131 290 130 77 175 28 14 42

Obsérvese, por ejemplo, que la repeticion de la cifra 28 en la primera
sustitucién podria ser una pista para determinar los espacios, sin embargo, ahora
no existe tal repeticion; de hecho, pocas son las cifras que se repiten.

Para descodificar el mensaje es fundamental que la aplicaciéon usada sea
biyectiva, pues debemos asegurarnos de que existe matriz inversa. Asi, volviendo
a agrupar el mensaje recibido en vectores tridimensionales:

(83,51,103) (77,49, 103) (178,109,219) (103,61,131) (146,93,187)
(128,79,161) (112,65, 158) (78,45,102) (44,28,57) (117,68,152)
(258, 156,332) (219,131,290) (130,77,175) (28, 14, 42)

bastard multiplicar por A~!, donde

0 -2 1
A7t = 2 -1 -1
-3 3 1

para recuperar los digitos de la sustitucién:

0 -2 1
2 -1 -1
-3 3 1

83 77 178 103 146 128 112 78 44 117 258 219 130 28
51 49 109 61 93 79 65 45 28 68 156 131 77 14
103 103 219 131 187 161 158 102 57 152 332 290 175 42

1 5 1 9 1 3 28 12 1 16 20 28 21 14
= 12 2 28 14 12 16 1 9 3 14 28 17 8 O
7T 19 12 5 28 14 17 3 9 5 26 26 16 O

Es sencillo implementar en Python funciones que codifiquen y descodifiquen
mensajes, empleando el método anterior. Para facilitar la implementacion hemos
usado un tipo de dato no visto hasta el momento: los diccionarios.

Los diccionarios son una especie de arreglos, pero que en lugar de estar
indexados por numeros, lo estan por cualquier tipo de clave. Por ejemplo,

>>> dic={’Gauss’:’1777’,’Grassmann’: 1809’ , ’Hamilton
’:21805°}

-

217
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Hemos definido un diccionario que vincula los nombres de tres matematicos con
su ano de nacimiento. En este caso la clave es el nombre y el valor asociado a
la clave el ano de nacimiento. Podemos acceder a los elementos del diccionario
como si fuera un arreglo:

>>> dic[’Gauss’]
21777

>>> dic[’Hamilton ’]
1805

y podemos acceder a listas conteniendo las claves del siguiente modo:

>>> dic.keys ()
[’Grassmann’, ’Hamilton’, ’Gauss’]

La principal ventaja de un diccionario es la facilidad con la que Python accede
a sus elementos, lo que lo hace ventajoso para nuestros propositos.

A continuacién mostramos un cédigo para encriptar y desencriptar mensajes:

#! /usr/bin/python
# -*x- coding: UTF-8 -x*-

from sys import exit
from numpy import array,dot

diccionario = {’a’:’1’,’b?:°2?,°¢c?:°3?,°d’:°4’,%e’:°5’ ' f
3:363,)g1:)7)’)h):)8),Ji):39),)j1:)101’3k3:)113’31
’:212° ,°m’:°13°,°n’:714°, >\xc3’:’’,°\xb1’:°15’,’0
7:7167’)p):)17),)q7:3187,7r7:7197’78):)20),3t3:7213,7u
712222,y %237 ,0w? 724’ ,0x’:°267 ,0y?:726°,7°2°:°277,°
’:228°}

diccion = {’1°:’a’,’2’:’b?,’3%:°c’,’4’:°d4’,’6”:’e’,’°67:f
’,’7’:’g’,’8’:’h’,’9’:’i’,’lO’:’j’,’ll’:’k’,’12’:’1
>,°13°:°m’,’14°:°n’,°15%:>\xc3\xb1’,°16’: %0’ ,°17°:’p
’,’18’:’q’,’19’:’r’,’20’:’s’,’21’:’t’,’22’:’u’,’23’:’v
’,’24’2’W’,’25’!’X7,’26’!’y’,’27’Z’Z’,’28’:’ ;,;O;:;;}

Mcod = array([[2,5,3],[1,3,2],[3,6,4]1)
Mdecod = array([[0,-2,1],[2,-1,-1]1,[-3,3,111)

def sustitucion(mensaje):

mensus = []
for v in mensaje:
if v in diccionario.keys():
if v!=’\xc3’:
mensus . append (diccionario[v])
else:
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exit (’El mensaje contiene caracteres no
permitidos ’)

if len(mensus) %3==0:
return mensus

elif len(mensus) %3==1:
mensus .append (’0’)
mensus .append (’0°)

else:
mensus .append (’0’)

return mensus

def desustit(lista):
texto=""
for v in lista:
texto += diccion[str(v)]
return texto

def crypt(lista,d=1):

n=len(lista)/3
a=array(lista,int)
a=a.reshape(3,n).T
if d==1:

res=dot (Mcod,a)
else:

res=dot (Mdecod ,a)
res=res.T.reshape (3*n)
criptado=1list (res)

return criptado

texto=raw_input ()

mensaje=crypt (sustitucion(texto))

print "Este es el mensaje a enviar:"
print mensaje

print ’
descod=desustit (crypt (mensaje ,0))

print "Este es el mensaje descodificado:"
print descod

En la linea 7 definimos un diccionario que corresponde a la tabla de sustitu-
ciones (5.4). Hay un pequeiio detalle concerniente a la letra n. Aunque hemos

puesto la codificacién correspondiente (linea 2), la lectura del cardcter fi en
Python plantea algtin problema técnico que hemos resulto definiendo en el dic-
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cionario los caracteres \xc3 y \xbl. Esto es debido a que la fi es un cardcter
doble compuesto por \xc3\xbl.

Este diccionario se emplea en la sustitucion inicial del mensaje de texto por
una lista de niimeros correspondientes a cada letra del mismo. Para realizar esta
conversiéon definimos una funcién sustitucion (linea 14) cuya entrada es una
cadena de caracteres, y cuya salida es una lista con los nimeros correspondientes.
La parte principal de la funcién consta de un bucle que recorre cada uno de los
caracteres que conforma el texto entrante (linea 17).* Para cada cardcter, se
comprueba que éste estd en el diccionario: si estd, entonces se anade a la lista
el elemento del diccionario correspondiente a ese caracter (linea 20), salvo que
sea el primer caracter de la fi, que se omite; y si no esta, entonces el cédigo se
detiene pues no esta preparado para admitir mensajes que contengan otro tipo
de caracteres.® Obsérvese el uso del médulo append para afiadir un elemento al
final de una lista.

Por 1ltimo, anadimos tantos caracteres 0 como necesitemos para que la
longitud de la lista permita su agrupacién en ternas (lineas 24-30). Nétese el uso
de la divisién modular (resto de la divisién por un ndmero) con el operador %.

Una vez convertido el texto a una lista de niimeros hemos de codificarlo me-
diante la funcién crypt (linea 42), que esencialmente lo que hace es multiplicar
por la matriz de codificacién. Esta funciéon admite como pardmetro de entrada
una lista y un valor entero d, que por defecto es igual a 1.

Bésicamente, la funcién crea una matriz (en este caso, tipo array de NumPy)
de tamano 3 x n, donde n es igual a la longitud de la lista dividida por 3. En la
creacién del arreglo en la linea 44 especificamos expresamente el tipo (entero)
de los datos; lo hacemos asi, pues la lista esta formada por cadenas de texto y
no numeros, como es necesario para poder multiplicar por la matriz.

Por otra parte, dado que la codificaciéon y la descodificaciéon suponen mul-
tiplicar por una matriz (o por su inversa) hemos usado la misma funcién para
realizar las dos acciones. Para ello usamos el parametro d, que si vale 1, esto es,
el valor por defecto, entonces multiplicamos por la matriz Mcod (linea 47), mien-
tras que si vale cualquier otra cosa, entonces multiplicamos por la matriz inversa
Mdecod (linea 49). Ambas matrices han sido definidas al principio (lineas 11 y
12). Por 1ltimo, la funcién redimensiona la matriz resultante para dar una lista.

Para finalizar, la funcién desustit (linea 35) realiza el proceso inverso a
sustitucion: dada una lista de nimeros, usa el diccionario diccion (definido en
la linea 9) para restablecer el texto. En este caso, la funcién es mds sencilla pues
no hay que hacer comprobaciones. Solo senalar que puesto que los elementos
de la lista ahora son ndmeros, hemos de usar la funcién str (linea 38) para
convertirlos en cadenas de caracteres y asi puedan ser identificadas como parte
del diccionario.

El cédigo anterior puede ser probado desde fuera del intérprete, pues hemos

4Python entiende las cadenas de texto como una especie de arreglo en el que sus caracteres
se pueden recorrer uno a uno.
5Invitamos al lector a modificar el cédigo para permitir otros caracteres (ejercicio 27).
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anadido las lineas necesarias para proceder a la codificacién y decodificacion de
un mensaje introducido por teclado. Para ello, en la linea 56 se solicita la entrada
por teclado del mensaje mediante la funcién raw_input (), que se almacena en
la variable texto. A continuacién se sustituye y encripta el mensaje (linea 57),
y luego se imprime para mostrar como queda. Finalmente, en la linea 61 el
mismo mensaje es descodificado y deshecha la sustitucién de ntimeros por letras,
imprimiéndose éste. Obsérvese cémo en la llamada a la funcién crypt usamos
un segundo argumento para indicar la codificacién inversa.

Si guardamos el cédigo anterior en un fichero con nombre cripto.py, la
ejecucién del cédigo desde una consola seria ésta:

$ python cripto.py

teorema fundamental del algebra

Este es el mensaje a enviar:

[115, 68, 157, 102, 60, 139, 160, 97, 195, 126, 72, 166, 82,
50, 101, 136, 79, 172, 176, 104, 220, 154, 97, 199, 83,
51, 103, 77, 49, 103, 2, 1, 3]

Este es el mensaje descodificado:
teorema fundamental del algebra

donde la linea 2 es la que hemos introducido por teclado.

B
EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Decidir cudles de las siguientes aplicaciones son lineales:
1
(a) Mp: Mayxa(R) = May1(R) dada por Mp(A) = AB con B = ( 1)
(b) Np: Max2(R) = Mayyo(R) dada por Ng(A) = AB — BA con
2 1
B =
(c) C: My(R) — S donde C(A) =1(A+AT) y

S={AeM,R): A= AT}

Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones lineales respecto de las
bases candnicas de los espacios correspondientes:
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(a) f(x1,2z2,23) = (x1 + 22,221 — T3)
(b) f(x1,x2,23) = (x1 — 22, T2 + 223,221 — 3x3)
(C) (961,3?2,1‘3) =3x1 — 22 + T3

Dar una base para Msy2(R) y hallar la matriz asociada a la aplicacién
lineal T' (aplicacién traza) definida como T : M3x2(R) — R tal que T(A) =
tr(A), con respecto a esta base.

Nota: la traza de una matriz se definié en el ejercicio 22 del tema 4.
Sea T : P [x] — P3[z] lineal tal que T(1) = 22+1, T(z) = —x, T(2?) = 23
y T(23) = 2% +  — 1. Hallar la matriz asociada a T con respecto a la base
candnica.

Se consideran las aplicaciones lineales f, f' : R® — R?y g,¢' : R? — R3
cuyas matrices respecto de las bases canénicas, son:

2 -1 3 1 2 4
A: A/:
-1 0 3 2 -1 -3
1 2 2 1
B=12 1 B=|1 3
30 0 3

Se pide:

(a) Hallar las matrices respecto de las bases canénicas de:
(f+f)eg (f+[)egs folg+g) go(f+[f)
golf+1) (g+9)efs (g+d)o(f+[) (F+F)elg+9)

(b) Averiguar cudles de las anteriores aplicaciones son inyectivos, cuéles so-
breyectivos y cudles isomorfismos.

Demostrar que las aplicaciones f : R? — R? dada por f(z,y) =
(r+y,x+2y) y g: R? = R? dada por g(z,y) = (22 — y, —x + y) son inversas
una de la otra.

Sea la aplicacién lineal T : R? — R3 definida por
T(z,y,2) = (x+2y+ 2,3x +y + 22,3z + 2y + 22)

Probar que es invertible y hallar la matriz asociada a T—!.

Sea f el endomorfismo de R? cuya matriz en la base B = {uy,us, uz} es

1 2 0
-1 2 -1
3 0 —4
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Hallar la matriz del endomorfismo en la base B’ = {v1, v, v3} siendo
1
vi=u;, Vz=-uxtu, vz=2u —uz+jug

Sea V un espacio vectorial de dimensién 3 y B = {u1,us,u3} una base
de V. Se considera la aplicacion lineal f: V — V dada por:

f(uy) = —u; —2up +6us;  f(uz) = —u; +3u;  f(uz) = —u; —uy +4us

Calcular las ecuaciones de f respecto de las bases B’ (en el espacio de partida)
y B” (en el espacio de llegada), donde:

B/ = {—112 + us,us, —u; — Uz + 4113}

B" = {—-uy + u3, uz, —u; — uz + 3uz}
Dadas las siguientes aplicaciones lineales encontrar una base del nicleo
y unas ecuaciones implicitas de la imagen comprobando en cada caso la ecuacién

de dimensiones:

dim(ker(A4)) + dim(Im(A)) = dim(V)
(donde V es el espacio de partida) e indicar si son inyectivas o sobreyectivas:
(a) A:R?®— R? definida por A(z,y,2) = (v + 2,y,x + y + 2).
(b) B :C? — C? definida por B(z1, 22) = (i21 + 22,21 + i22).

(c) D:C? — C? con matriz asociada

Problemas
Encontrar las matrices de las siguientes aplicaciones lineales:
(a) Mp y Np del ejercicio 1.
(b) A:P3fa] = RS tal que A(p(x)) = (p(0), p(1), p(2)).
(c) A:PElx] — PE[z] tal que A(p(z)) = p(z + 1).
Sea A : R?* — R? dada por A(z,y,z2) = (z +v,2,7 + z). Encontrar la

matriz asociada a A con respecto a la base canénica de R3. Hallar la imagen
mediante A de los siguientes subespacios vectoriales:
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(a) Vi ={(z,y,2) ER3:x+y+2=0}
(b) Vo ={(x,y,2) € R®: (x,y,2) =t(1,-1,1) t € R}.

Sea f un endomorfismo de R? tal que f(1,0) = (2,4)y £(0,1) = (5, —1).
Hallar la imagen por f del vector (2,3) y la imagen inversa por f del vector
(0,3).

Sea f : R?> — R? una aplicacién lineal tal que f(1,1) = (0,—1) y
f(=1,2) = (3,1). ;Es f invertible? En caso afirmativo calcular f~1(1,1).

Respecto de la base canénica de R? hallar las matrices de las siguientes
aplicaciones lineales:

(a) Simetria con respecto a la recta vectorial {x =0, y = 0}.
(b) Simetria con respecto a la recta vectorial (z,y,z) = #(1,1,1).

d) Giro de « radianes con respecto al eje OZ.

)
)
(c) Simetria con respecto al plano vectorial z = y.
(d)
(e) Giro de 90 grados con respecto a la recta {z +y =0, z =0}
(f)

f) Proyeccién sobre el plano vectorial x —y + z = 0.

Sea T : R? — R3 la aplicacién lineal definida por
T(Z‘h .%‘2) = (.Tl + 2.132, —Tq, 0)
(a) Encontrar la matriz de la aplicacién T' en las bases:

By = {111 = (1’3)7 uz = (_274)} y
82 = {Vl = (]., ]., 1), Vo = (2,2,0), V3 = (3,0,0)}

(b) Usar la matriz obtenida en el apartado anterior para calcular T'(8, 3).

Sea f : R* — R3 una aplicacién lineal tal que ker(f) = {x € R3 :
2z + 22+ 23 =0}, Seau=(1,-1,2) y v=(-2,2,«a). ;Para qué valor de « se
cumple que f(u) = f(v).

Sea f : R* — R? una aplicacién lineal tal que:

s ker(f) ={x € R*: 52y — 29 — 523 =0, 52y + 29 — 514 =0}
s Im(f) ={y e R*: yy + 92 —y3 =0}
= f(1,2,0,1) = (1,1,2)

» Existe A € R tal que f(0,1,2,1) = (A, A+ 1, )
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Calcular f(3,—1,-3,0).

Sea V un espacio vectorial de dimensién 4 y B = {uj, us, us,us} una
base de V. Sea f el endomorfismo de V dado por

f(u1) =u; — 3ug + 2u3 + 2uy
f(uz) = —2us +uz + 3uy
f(usg) = 4u; — 2us + 3uz — Tuy
fluy) = 4u; — 6uz + Sus — uy

Se pide:

(a) Escribir las ecuaciones de f respecto de la base B, y hallar una base y la
dimensién de ker(f) e Im(f).

(b) Sea L la variedad lineal generada por los vectores
u; — uz + 2114, 73111 + 4113 + 21,'[47 73111 + 2112 + 3114

Calcular una base y unas ecuaciones implicitas de f(L) respecto de la base

B.

Dar la dimensién y una base del nicleo y la imagen de las siguientes
aplicaciones lineales, indicando si son inyectivas, sobreyectivas y/6 biyectivas:

(a) Mp y Np del ejercicio 1.

(b) A:Pix] — P[z] tal que A(1) =2+ 1, A(z) =2 +2, A(z?) =2 -z y
A(z?) = 1.

(c) La aplicacién derivada de P3 [z] en P2 [x].

(d) La aplicacién traza en Mo (R).

Sea f el endomorfismo de Mo (R) definido por f(X) =A-X — X - A,

donde A es la matriz
1 1
1 2

(a) Calcular las ecuaciones de f respecto de la base canénica de My (R)

Se pide:

(b) Probar que V = Im(f) & ker(f).
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Ejercicios tedricos

Sea f : V — V un endomorfismo tal que f2 + f +1d = 0. ;Es f
invertible?

“[FE] Dada A € L(V) demostrar:
(a) A% =0 siy s6lo si Im(A) C ker(A).
(b) ker(A™~1) C ker (A™), para n > 1.
(c) Si V =TIm(A) @ ker(A) entonces Im(A) = Im(A?).

Sea f : V — V'’ una aplicacién lineal entre los e.v. V y V' y sea
{V1,...,vp} una base de V. Probar que:

(a) f es inyectivo siy sélo si {f(v1),..., f(vs)} es Li.

(b) f es sobreyectiva si y sélo si {f(v1),...,f(vn)} es un sistema de genera-
dores de V.

(c) f es biyectivo siy sélo si {f(v1),..., f(vn)} es una base de V'.

Sean f y g dos endomorfismos de un espacio vectorial tales que go f = 0.
Decidir cuéales de las siguientes afirmaciones son ciertas:

Sea f y g dos endomorfismos de un espacio vectorial tales que
dim(ker(f)) =1y dim(ker(g o f)) = 1. Calcular dim(ker(g)).

Ejercicios adicionales

Modificar el c6digo de la pagina 218 para que los mensajes puedan llevar
caracteres mayusculas, nimeros y caracteres acentuados.



6 Diagonalizacion

En el tema anterior hemos estudiado las matrices asociadas a una aplicacién
y hemos visto cémo éstas cambian en funcién de la base elegida para represen-
tarla. El objetivo principal de este tema es tratar de obtener una matriz que
represente a un endomorfismo dado, respecto de cierta base, que sea lo méas sen-
cilla posible. Como veremos, esta representacién nos proporcionard informacion
interesante sobre el funcionamiento de una aplicacién lineal.

Para entender mejor este objetivo retomemos (11) del ejemplo 5.8 en el que
tenfamos un endomorfismo A cuya matriz respecto de cierta base B = {u;, us}
era

6 -2
6 -1
mientras que en la base B’ = {vy,va}, con

vi=u; +2u, vV =2u;+ 3u,

correspondia a
2 0

0 3

Es decir, en esta situacién tenemos una base respecto de la cual, la apli-
cacion lineal dada tiene asociada una matriz diagonal. Tales matrices tienen
interesantes ventajas; por una parte porque son ficiles de operar (son faciles
de multiplicar, de invertir, etc.) pero ademés nos proporcionan una mejor com-
prension de lo que hace la aplicacion.

Maés concretamente, si prestamos atencion a la aplicacion anterior respecto
de la base B’, atendiendo a la definicién de matriz de una aplicacién respecto
de una base, observamos que

A/V1 = 2V1, A/V2 = 3V2

es decir, la imagen de cada uno de los vectores de la base elegida corresponde a
un multiplo de ellos mismos. Desde el punto de vista geométrico es facil hacerse
una idea de lo que hace esta aplicacién. En la figura 6.1a vemos una muestra
de ello. Suponiendo que los vectores vi y vy son los vectores de los ejes, esta
aplicacién “estira” los vectores en la direccién v; hasta el doble de su tamano, y
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(a) Imagen de un circulo (b) Imagen del vector x

Figura 6.1: Aplicacién lineal A’

los de la direccion vo al triple de su longitud. De modo que un circulo centrado
en el origen se transformard en un elipse de semiejes 2 y 3.

En la figura 6.1b vemos con mas detalles como se transforma un vector x
cualquiera: descomponemos el vector en sus componentes horizontal y vertical,
y la imagen tendra su componente horizontal multiplicada por 2 y la vertical
por 3.

Obsérvese que el hecho de que cada uno de los vectores de la base se
transforme en un multiplo suyo (es decir, esencialmente en el mismo vector) es
lo que nos ha permitido describir geométricamente la aplicacién. Estos vectores
especiales son los que tratamos en la siguiente seccion.

6]
VALORES Y VECTORES PROPIAS

Los autovalores y autovectores juegan un papel muy importante a la hora de
entender el comportamiento de los endomorfismos, lo cual se pondra de mani-
fiesto principalmente en el siguiente tema, en el que su uso serd fundamental.!

1Si bien estos conceptos estén asociados a aplicaciones lineales, fueron descubiertos primero
en el estudio de formas cuadraticas y de ecuaciones diferenciales a través de los trabajos de
Euler, Lagrange y Cauchy entre finales del s. XVIII y principios del XIX. Fue el matemético
aleman David Hilbert, a comienzos del s. XX, quien introdujo por primera vez los términos
eigenvalue y eigenvector (autovalor y autovector, respectivamente).
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Definicion 6.1

Un vector x # 0 se dice vector propio o autovector de un endomorfismo
f:V = Vsiexiste A € K tal que f(x) = Ax. A X se le llama wvalor propio o
autovalor asociado al autovector x.

Es decir, los autovectores son vectores que se transforman “esencialmente”
en s{ mismos (salvo constantes, que son los autovalores).

(1)

(1)

Es importante hacer hincapié en que la definicién impide que el vector
nulo sea autovector, sin embargo si es posible que una aplicacién tenga
como autovalor 0.

Si consideramos x un autovector de una aplicaciéon f asociado a cierto
autovalor A, y L = L(x) es el subespacio que genera dicho vector, entonces
cualquier otro vector y € L también es autovector asociado al mismo
autovalor. Es decir, hay infinitos autovectores asociados a un autovalor.

Esto es facil de comprobar, puesto que si y € L entonces y es de la forma
y = ax, para cierto a € K; luego f(y) = af(x) = adx = Ay, pues x es
autovector.

Podemos observar que todos los vectores de L permanecen en L. Este es
el concepto de invarianza que presentamos a continuacion.

Otro concepto fuertemente vinculado a los autovectores y autovalores es el
de subespacio invariante.

Definicion 6.2

Sea f : V — V una aplicacién lineal. Un conjunto L se dice invariante
respecto de f si f(L) C L.
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(1)

(1)

Ejemplo 6.1

Como hemos comentado en la nota 6.1, si f es la aplicacién lineal cuya
matriz en la base B = {vy,va} es

=(03)

entonces los subespacios L1 = L(v1) y Ls = L(v2) son invariantes respecto
de f.

Dada una matriz de rotacién respecto del eje OZ de angulo 6, cuya matriz
respecto de la base candnica se escribe

cosf) —senf 0
R=1| senf cosf O
0 0 1

es facil deducir geométricamente sus invariantes: el plano L; = {z5 = 0}
y el eje OZ (Ly = {x1 =22 =0}).
Comprobémoslo: si x € Ly = x = «(1,0,0) + 5(0, 1,0). Entonces,

Rx = a(cosf,senf,0) + 5(—senb, cosb,0)
= (acosf — Bsenf,ausend + S cosh,0) € Ly

Mientras que si x € Lo se observa que Rx = x. Notese que esta igualdad
significa que los vectores de Lo son autovectores asociados al autovalor 1.

Si f:V — V es lineal, los espacios {0} y V son trivialmente invariantes
para dicha aplicacién.

Los espacios invariantes tienen un especial significado desde un punto de
vista geométrico que ayuda a describir el comportamiento de una aplicacién.
Como hemos podido comprobar en el ejemplo anterior, estos espacios estan
intimamente relacionados con los vectores propios. De momento probaremos un
sencillo resultado sobre operaciones con subespacios invariantes.
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Proposicion 6.1

Si L1 y Lo son subespacios invariantes de una aplicacién lineal f entonces
L1+ Ly y L1 N Ly también son subespacios invariantes.

Demostracion:
Veamoslo para la suma. Si x € L + Ly entonces por definicién de suma de
subespacios x = X1 + X2 con X1 € L1 y Xxo € Lo. Luego f(x) = f(x1) + f(x2)
pertenece a Ly + Lo, pues f(x1) € L1 y f(x2) € Lo, ya que ambos subespacios
son invariantes.

Anélogamente se razona para la interseccién de subespacios.
|

Como comentamos al inicio del tema, el objetivo que perseguimos es el de
poder representar una aplicacién lineal de la forma maés sencilla posible. En el
ejemplo que mostramos al inicio hemos podido comprobar que es facil interpretar
una aplicacién lineal cuando la matriz de ésta es diagonal. La siguiente definicion
va en esa linea.

Definicion 6.3

Una aplicacién lineal f: V — V se dice diagonalizable si existe una base de
V respecto de la cual la matriz asociada es diagonal.

Igualmente, se dice que una matriz es diagonalizable si la aplicacion lineal que
la tiene como matriz asociada es diagonalizable. Esto es, si existe C' € M., (K)
invertible tal que D = C~'AC, con D una matriz diagonal.?

El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacion de las aplicaciones
diagonalizables:

Una aplicacion lineal f : V' — V es diagonalizable si y solo si existe una base
de V formada por autovectores de f.

Demostracion:
Probemos en primer lugar la suficiencia. Si B = {e1,...,e,} es una base

2Esto tltimo se tiene al realizar un cambio de base, desde la base respecto de la que tenemos
la matriz de la aplicacién a la base respecto de la cual la aplicacién tiene una matriz asociada
que es diagonal. Como vimos en el tema anterior, la relacién entre ambas matrices es de la
forma D = C~1AC.
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formada por autovectores de f, con autovalores asociados A1, ..., \,, entonces
por definicién, f(e;) = Aje;. Es decir, las coordenadas respecto de la base B de
la imagen del vector e; son (0,...,0,;,0,...,0). Por tanto, la matriz respecto
de esta base se escribe

A O 0
0 A -+ 0

Msh=| . T (6.1)
0 O An

que es diagonal.
Veamos ahora la necesidad. Si la matriz respecto de una base B’ =
{Vv1,..., vy} es diagonal tendrd la forma dada en (6.1). Es decir,

fv)=Xvy, oo, f(ve) = AV,

es decir, existe una base formada por autovectores.
]

La pregunta natural que surge es: jsiempre es posible obtener esto? Es decir,
dada una aplicacién, ;podemos encontrar siempre una base respecto de la cual
la matriz de dicha aplicacién sea diagonal? Veamos que la respuesta es negativa
a través del siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.2

Consideremos la aplicacion lineal cuya matriz respecto de cierta base sea

(1)

Si existe una base respecto de la cual dicha aplicacién tiene asociada una matriz
diagonal, entonces, usando las matrices de cambio de base se deberia tener:

(5 )= 2)

para cierta matriz invertible C', que podemos escribir como

Haciendo operaciones,

1 1)y fa b a 0 1 d —b 1 ado — be8  —aba + abB
0 1) \c d 0 8)I1CI\=¢ a —|C] cda — cdff  —bea + adf
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Por tanto hemos de resolver el sistema

@(ada—bcﬁ) =1 (1)
Lab(—a+8) = 1 (2)

Leda—p) = 0 (3)
|‘( beca+adf) = 1 (4)

Como |C| # 0 (pues C es invertible), de (3) se deduce que:

() O bien ¢ =0, en cuyo caso de (1) y (2) se tiene ﬁada = ‘—é‘adﬁ. De aqui,
si a =0, (2) no es posible. Si d =0, (1) no se tendria, y la otra opcién es
que a = 3, pero esto contradice nuevamente (2). Por tanto ¢ # 0.

(1) Si d = 0 se tendria que f‘lﬁlbcﬂ = fﬁbca, y un argumento similar al
anterior nos lleva a contradicciéon. Luego d # 0.

(111) La unica posibilidad que resta es que o = 3, que contradice (2).

En conclusién no puede existir C' invertible tal que C~'BC sea diagonal, o
dicho de otro modo, no toda aplicacion es diagonalizable.

En lo que sigue trataremos de dar resultados que nos garanticen que una
aplicacién es diagonalizable, y finalmente veremos cémo podemos obtener una
base respecto de la cual, la matriz de una aplicacién sea lo mas sencilla posible
(aunque no sea diagonal).

Si eq,...e, son autovectores correspondientes a autovalores Aq,..., A, dis-
tintos entre s dos a dos, entonces {ey,...,e,} es un conjunto L.i.
Demostracion:

Procederemos por induccién en el niimero de vectores. Para n = 1 el resultado
es trivial (recuérdese que un vector no nulo siempre es L.i. y que los autovectores,
por definicién, no pueden ser nulos).

Supuesto el resultado cierto para n — 1, veamos que también es cierto para
n. Para probar que n vectores son l.i. consideramos una combinacién lineal
igualada al vector nulo y trataremos de ver que todos los escalares deben ser
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iguales a cero:

oael+--+ape, =0 & f(a1e1+~~+oénen)*f(0):0
< aifle))+--+a,f(e,) =0

& aihe; +---FapAe, =0 (6.2)
Multiplicando «je; + - - - + ane, = 0 por A, y restdndola de (6.2) se obtiene
051()\71 - A1)61 + -+ an—l(An - )\n—l)en—l =0

Esta expresiéon es una combinacién de los n — 1 primeros vectores igualada
a cero. Usando la hipétesis de induccién, estos vectores son l.i., y por tanto
los escalares deben ser nulos; pero como ademds A, — A; # 0, Vj (pues por
hipétesis los autovalores son todos distintos), se tendrd que ay = -+ - = a1 = 0.
Sustituyendo en la combinacién lineal inicial se deduce que «,, también es cero,
y de aqui se obtiene la independencia buscada.

Como consecuencia de los Teoremas 6.1 y 6.2, si un endomorfismo en un
espacio de dimensién n tiene n autovalores distintos entre si, entonces sera
diagonalizable. Como veremos mas adelante, el reciproco no es cierto, es decir,
existen endomorfismos en espacios de dimensién n diagonalizables, que no tienen
n autovalores distintos.

6]
POLINOMIO CARACTERISTICO

Veamos ahora como podemos calcular autovectores y autovalores de una
aplicacién. Sea f : V — V una aplicaciéon lineal con matriz asociada A en una
cierta base. Sabemos que

F(x) = Ax
Si x es un autovector asociado a un autovalor A, entonces
fx)=Ax=>Ax=X x=(A-A)x=0

Denotando por A = (a;;) y x = (21,...,2,), podemos escribir estas ecua-
ciones explicitamente como

(a1 — ANz + aias + 0+ a1nTn =0

a2171 + (a2 —=Nzx2 + -+ + a2pTy =0

n121 + An2Ts + - 4+ (@Gam—ANz, = 0
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obteniendo un sistema homogéneo que debe satisfacer cada uno de los auto-
vectores asociados al autovalor . Asi pues, para que existan autovectores, este
sistema debe tener solucion distinta de la trivial, o equivalentemente, la matriz
del sistema debe tener rango menor que n. Esto es,

air — A a2 ax Q1n
azi agg — A --- a2n 0 |A )\I| 0
— <~ —_ ==
an1 an2 et Apn — )\

Definicion 6.4

Dada A € M,,(K), la expresién |A — M| es un polinomio® en la variable A
que se denomina polinomio caracteristico* de A.

Como hemos visto antes, los autovalores de una aplicacién lineal son las
raices del polinomio caracteristico. Por tanto, si queremos asegurar la existencia
de autovalores necesitamos que el cuerpo K sea algebraicamente cerrado, es
decir, debemos trabajar en C, de forma que la ecuacién |[A — AI| = 0 tenga n
soluciones (contando multiplicidades).

Como hemos visto, el polinomio caracteristico se construye usando la matriz
de una aplicacién en una base dada. Pero ;qué ocurre si cambiamos la base?
El siguiente resultado nos muestra que el polinomio caracteristico no cambia si
usamos otra base para representar a la matriz de una aplicacion.

J

El polinomio caracteristico no depende de la base que representa a la matriz
de una aplicacién.

Demostracion:
Sean A y A’ dos matrices asociadas a la misma aplicacién lineal en las bases B

3Se puede probar por induccién que dicha expresién es de hecho un polinomio de grado

exactamente n.
4El concepto aparece explicitamente en un trabajo de Lagrange de 1774 relacionado con

ecuaciones diferenciales.
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y B’, respectivamente. Los polinomios caracteristicos serdn
Ps(A) = [A—=X|, Pp(\)=|A"—\|

Sabemos que la relacién entre las matrices A y A’ viene dada por A’ = C~1AC,
con C' una matriz invertible (la matriz del cambio de base). Entonces,

|A" — M| |CTrAC — X = |CTYAC — \OHIC|
= |C7rAC - CcTH(A\D)C| = |CTHAC - M IC)|

|CH (A= AC| = |CTH|A - \||C| = |A— )|

es decir, ambos polinomios son iguales.

Ejemplo 6.3

(1) Consideremos la aplicacién de matriz siguiente:

1 2
A =
5 4
El polinomio caracteristico vendra dado por:

1-A 2

=(1-ANA4-XN)—-10=X2—-5\1—6
. 4_A( )( )

Pa(A) =

Sus raices, esto es, los autovalores de A, son A = -1y A = 6.

Segun comentamos en la nota 6.2 al tener todos los autovalores distintos,
la aplicacién sera diagonalizable, pues los autovectores asociados deben ser
Li., y como estamos en un espacio de dimensién dos, estos autovectores
forman una base.

Calculemos ahora los autovectores. Debemos resolver la ecuacién Ax = \x
para cada autovalor obtenido. Esto es, (A — \I)x = 0;

)0
5 5 T2 0

Noétese que este sistema ha de tener soluciones no triviales, pues en
caso contrario no habria autovectores, lo cual no puede ocurrir pues

para A = —1,
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(1)

(111)

los autovalores siempre van acompanados de autovectores. Resolviendo

tenemos que un autovector l.i. asociado a A = —1 es uy; = (1, —1).
para A = 6,
—5 2 a3 0
(A—6I)x=0= "=
5 =2/ \x9 0
De igual modo encontramos que un autovector l.i. asociado a A = 6

es u; = (£,1). Obsérvese que en virtud de (11) de la nota 6.1, no hay
inconveniente en considerar un multiplo de este vector, por ejemplo (2, 5),
para evitarnos las fracciones.

De este modo, la base B’ = {(1,—1), (2, 5)} esta formada por autovectores,
y es posible diagonalizar A del siguiente modo:

G-y ()

Sea Ry la matriz de rotacién en R? que obtuvimos en el ejemplo 5.4:

cosf) —sen0
Ry =
sen 0 cos

El polinomio caracteristico es

cos@ — A —senf 2
|Ry — M| = =X —2Acosa+ 1.
sen 6 cosf — A\
2 0 & +/—sen?0
Sus raices son A\ = cos > SNy _ cosf £ isenf.

Observamos que hay autovalores reales si y sélo si senf = 0, es decir
si @ = kn, k € Z. En este caso la matriz inicial Ry, es ya diagonal, y
obviamente diagonalizable.

Por su parte, cuando sen 6 # 0, los autovalores estan en C y son distintos,
luego es diagonalizable (de forma compleja). Si embargo, si nos restringi-
mos a R, esta aplicaciéon no seria diagonalizable pues no tiene autovalores
reales, y por tanto no hay posibilidad de obtener autovectores reales que
formen una base.

Encontrar los valores del parametro a € R para los que la aplicacion de
matriz

5

I
* O O
o 8 o
o o o
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es diagonalizable.

El polinomio caracteristico es

A0
JA=X|={0 a—X 0|=X(a—2))
a 0 -

Los autovalores son A = 0 (doble) y A = a. Nétese que la matriz tendria
un autovalor triple si a = 0, y un autovalor doble y otro simple si a # 0.
Veamos cada uno de los casos:

Sia =0, es decir A = 0 es un autovalor triple, la matriz de partida ya es
diagonal.

Sia # 0, A = a es un autovalor simple y A = 0 un autovalor doble. Veamos
si existe una base formada por autovectores. Para ello calcularemos los
autovectores asociados a cada autovalor:

para A = a,
—a 0 X 0
0 0 zo | = | 0 | = Autovector: (0,1,0)
a 0 —a T3 0
para A =0,
0 0 I
0 a O x9 | = 0 | = Autovector: (0,0,1)
a 0 0 T3

Puesto que {(0,1,0),(0,0,1)} no forman una base de R, la matriz no
puede ser diagonalizable.’

En definitiva, para ver si una aplicacién lineal es diagonalizable debemos

calcular primero sus autovalores. Si estamos en un espacio de dimensién n,
entonces habrd n autovalores, contando sus multiplicidades, (véase la nota 6.3).
Si los n autovalores son distintos, el Teorema 6.2 nos dice que los n autovectores

5Nétese que no puede haber més autovectores independientes, pues no tenemos més

autovalores.
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asociados son l.i. y por tanto tendremos una base formada por autovectores que
nos asegura que la aplicacion es diagonalizable.

Si por el contrario, alguno de los autovalores tiene multiplicidad mayor
que uno, tendremos el niimero necesario de autovectores para formar una base
siempre y cuando el nimero de autovectores asociados a cada autovalor multiple
coincida con la multiplicidad del mismo. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicion 6.5

Se denomina multiplicidad algebraica de un autovalor a la multiplicidad que
tiene como raiz del polinomio caracteristico.

Se denomina multiplicidad geométrica de un autovalor al nimero de auto-
vectores independientes asociados.

Por otro lado, el cdlculo de autovectores que hemos llevado a cabo en el
ejemplo anterior se puede realizar de forma mads sisteméatica a través de los
subespacios propios:

Definicion 6.6

Sea f: V — V lineal con matriz asociada A respecto de alguna base dada.
Si A es un autovalor de f se denomina subespacio propio correspondiente a A al
subconjunto
Ei(\) =ker(A — \I)

Nota 6.4

Obsérvese que E1()) es un subespacio invariante por f (véase la (11) de la
nota 6.1).

Usando el Teorema 5.3 y las definiciones 6.5 y 6.6 se tiene:
dim(F;(\)) = dim(V) — rango(A — AI) = multiplicidad geométrica

Ademis se verifica el siguiente resultado que relaciona ambas multiplicidades:
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Proposicion 6.2

Para cada autovalor

1 < multiplicidad geométrica < multiplicidad algebraica

Demostracion:

Sea p un autovalor de multiplicidad algebraica r. La primera desigualdad es
evidente pues el espacio E1(u) no puede ser el espacio nulo. Para ver la segunda
desigualdad supongamos que la multiplicidad geométrica de p es h, es decir,
E;(p) es un espacio de dimensién h, con {uj,...,u,} una base del mismo.
Ampliemos la base anterior a una base del espacio total (que suponemos de
dimensién n), y sea A la matriz de la aplicacién en dicha base. Por construccion,
A es de la forma

1

A h
"
0 ‘ A" }n—h

pues los primeros h vectores de la base son autovectores.
Si ahora calculamos el polinomio caracteristico de A,

w—A

A/ hyplt
|A = M| = = (u—A)"|A" = AL, s

b= A
0 A" — N _n

donde |A” — AI,,_p| es un polinomio de grado n — h. Por tanto p es una raiz de

multiplicidad al menos h, es decir r > h.
]

Finalmente, damos una condicién necesaria y suficiente para garantizar que
una aplicacién es diagonalizable en términos de las multiplicidades algebraica y
geométrica de cada autovalor.

Una aplicacion lineal es diagonalizable si y solo si tiene n autovalores,
contando sus multiplicidades, y para cada autovalor, su multiplicidad algebraica
coincide con su multiplicidad geométrica.
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Demostracion:
Supongamos que la aplicacion f es diagonalizable. En tal caso existird una base
B respecto de la cual la matriz de la aplicacion sera diagonal, es decir,

M 0 - 0

0 X -~ 0
Mpg(f) =

0 0 - \,

Es claro que el polinomio caracteristico de esta matriz es

n

Pr(v) = [ - )

=1

luego f tiene n autovalores.

Si A; es un autovalor simple, es evidente a partir de la Proposicién 6.2 que
su multiplicidad algebraica coincide con la geométrica. Si por el contrario A;
es un autovalor de multiplicidad r (es decir, aparecera r veces en la diagonal

de Mg(f), pongamos que en las columnas ji,. .., j,) entonces el espacio E()\;)
tiene al menos r vectores independientes, pues
fug) =Ny, o fug,) = Ay,

con los u;, vectores de B. Por otro lado, como la dimensién de ese espacio no pue-
de sobrepasar la multiplicidad algebraica del autovalor (por la Proposicién 6.2)
se tendrd la igualdad entre multiplicidad algebraica y geométrica.

Reciprocamente, si para cada autovalor coincide su multiplicidad algebraica
y geométrica significa que la suma directa de los espacios

Ei(M) @ @ E1 (M)

tiene dimensién 1 + - - - + 7, = n (ndtese que la interseccién de cualesquiera de
estos subespacios es el vector nulo en virtud del Teorema 6.2), luego dicha suma
directa coincide con el espacio total. Es facil probar que en tal situacién la uniéon
de las bases de estos subespacios es una base del espacio suma, y por tanto estard

formada por autovectores. Por el Teorema 6.1, la aplicacién es diagonalizable.
]

A partir de este resultado, identificar si una aplicacién es o no diagonalizable
resulta sencillo: basta calcular los autovalores y sus multiplicidades algebraicas
(lo que se obtiene al resolver las raices del polinomio caracteristico) y geométrica
(que consiste en estudiar la dimensién de los subespacios propios, que en tltima
instancia no es méds que el célculo de rangos).

Analicemos en el siguiente ejemplo, qué sucede en el caso de matrices de
orden dos.
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Ejemplo 6.4

Consideremos A € M;(C) la matriz de una aplicacién f : V — V, con
dim V = 2. Veamos cuando estas aplicaciones son diagonalizables.

El polinomio caracteristico de A serd Pa(A\) = (A—A1)(A—A2), con \; y Ay
autovalores en C. En tal caso se puede tener:

A1 # Ao. Para esta situacién ya hemos visto que los autovectores correspondien-
tes a cada autovalor son l.i., por lo que tendremos una base formada por
autovectores. El Teorema 6.1 asegura que la aplicacién es diagonalizable.
La matriz de la aplicacién en la base de autovectores es

A0
0 A

A1 = Ag. Denotamos por A = A1 = Aa. Se dan dos situaciones:

(a) dim(ker(A — AI)) = 2 (es decir, rango(A — AI) = 0). Esto significa
que el nimero de autovectores l.i. asociados al autovalor existente es
dos, por lo que tenemos una base formada por autovectores, y por
tanto A es diagonalizable. De hecho, si rango(A — AI) = 0 es que la
matriz es diagonal, con A en la diagonal.

(b) dim(ker(A — AI)) =1 (es decir, rango(A — AI) = 1). En este caso, el
nimero de autovectores independientes asociado al tinico autovalor
es insuficiente para obtener una base de V, y por tanto A no es
diagonalizable.

Para matrices de orden tres, las posibilidades son mas numerosas, por lo que
veremos qué sucede en algunos ejemplos concretos.

Ejemplo 6.5

Estudiemos si la siguiente matriz es o no diagonalizable:

1 0 0
A=11 0 -1
1 -1 0
Polinomio caracteristico:
1-X 0 0
JA-=X|=| 1 —-Xx -1|=(01-)N\-1)
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Por tanto sus autovalores son: A = 1 (doble), A = —1 (simple).
Estudiemos los subespacios propios asociados a cada autovalor:
Para A = —1,

2 0 0 1 0
Ei(-1)=ker(A+D)=|1 1 -1 2 | =10
1 -1 1 3 0

dim(E;(—1)) = 3 —rango(A + I) = 1 y una base de E;(—1) estd formada por
el autovector u; = (0,1, 1).

Para A =1,
0o 0 O 1
Ei(l)=ker(A-D=|1 -1 -1 z9 | =
1 -1 -1 x3

dim(E;(1)) = 3 —rango(A — I) = 2 y una base de E;(1) esta formada por los
autovectores us = (1,1,0) y uz = (1,0, 1).

Noétese que tenemos dos autovectores independientes asociados al autovalor 1
de multiplicidad dos, y un autovector asociado al autovalor —1 de multiplicidad
uno (que es independiente con los otros dos debido al Teorema 6.2) luego
tenemos una base de autovectores y por tanto la matriz A es diagonalizable.

Si expresamos la matriz de esta aplicacién en la base formada por los
autovectores, esto es

B=1{(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1)}

obtenemos la matriz

—_

0
Ja = 1
0

S O
= O O

de modo que J4 = P~ AP, donde P corresponde a la matriz de cambio de base
de B a la base canénica, es decir

Y
Il
— = O

1
1
0

—_ O

denominada cominmente matriz de paso.
Por dltimo nétese también que Eq (1) @ Eq(—1) =V.
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Ejemplo 6.6

Estudiar si la siguiente matriz es o no diagonalizable:

0 3 1
A= 2 =l =l
-2 -1 -1

Comenzamos calculando el polinomio caracteristico,

- 3 1 -2 3 1
F3+F»
|A — A = 2 —-1-2A -1 = 2 —-1-2A -1
2 -1 -1-A 0 —2-X —-2-2AX
- 3 —2
C3—C: )
= 2 —1-Xx A|=A+2)(-A+4)
0 —-2—-X 0
Autovalores: A = 2 (simple), A = —2 (doble). Calculamos los subespacios propios
asociados a cada autovalor (y con ello la multiplicidad geométrica).
Para A = 2:
-2 3 1 x
Eq(2) =ker(A—2I) = 2 -3 -1 z2 | =
-2 -1 -3 T3

dim(F4(2)) = 3—rango(A—2I) = 1, y resolviendo el sistema anterior obtenemos
una base de E7(2) formada por el autovector u; = (=1, —1,1).

Para A = —2:
2 3 1 T
Ei(—2) =ker(A+2]) = 2 1 -1 xe | =
-2 -1 1 T3

Nuevamente dim(F;(—2)) = 3 — rango(A + 2I) = 1. Resolviendo el sistema
anterior obtenemos una base de F1(—2) formada por el vector (1,—1,1).

De aqui podemos deducir que la matriz A no es diagonalizable, puesto que
el nimero de autovectores independientes que proporciona este autovalor es
insuficiente para formar una base junto con u;. Obsérvese que en este caso,

Ei(2)@ Ex(-2)#V
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(6]
FORMA CANONICA DE JORDAN

En la seccién anterior hemos visto las condiciones que aseguran que una
aplicacién es diagonalizable, pero como vimos en el ejemplo 6.2, tal proceso no
siempre es posible. Puesto que el interés de la diagonalizacion reside en la posibi-
lidad de trabajar con matrices de aplicaciones que sean lo més sencillas posibles
(esto es, matrices diagonales), de forma natural podemos preguntarnos cudl es
la matriz mas sencilla asociada a una aplicaciéon que no sea diagonalizable. Tal
matriz se denomina forma candnica de Jordan.

Comencemos viendo la situacién en el caso de matrices de orden dos no
diagonalizables. Recordemos que en el ejemplo 6.4, si los autovalores de una
matriz A € M3(C) son iguales y rango(A — AI) = 1 sabemos que la matriz no
es diagonalizable. En este caso se tiene el siguiente resultado:

Si A € My(K) y tiene sus dos autovalores iguales entonces la matriz
(A — \I)? =0, donde \ es el tinico autovalor de A.

Demostracion:
Veamos que (A — \)?x = 0, ¥x € V, por lo que (A — \I)? serd la aplicacién
nula, y por tanto (4 — \I)? = 0.

En primer lugar, si x € FE;(A\) obviamente (A — AI)x = 0, de modo que
trivialmente (A — AI)2x = 0. Supongamos entonces que x € F1(\), y sea v un
autovector asociado a A. Es evidente entonces que x y v conforman una base
de V' (pues V tiene dimensién dos, y ambos son independientes). Consideremos
ahora

w=(A-AN)xeV (6.3)

Como {x,Vv} es una base podemos escribir w = ax + Sv. Vamos a probar
que a = 0. Una vez probado esto, entonces ocurrird que w € E1(\) (pues es un
miultiplo de v), de modo que

0=(A-X)w=(A-\)’x

como queriamos demostrar.

Veamos entonces que a = 0, procediendo por reduccién al absurdo. De (6.3)
se tiene que (A — AI)x = ax + fv, y operando llegamos a

(A-— A+ a))x=pv

6 Aparece en 1870 en el trabajo del matemético francés Camille Jordan titulado Traité des
substitutions et des équations algébriques.
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Suponiendo que « # 0, como el inico autovalor de A es A, entonces la matriz
B = A — (A + a)I tiene determinante no nulo, es decir, es no singular y por
tanto podemos escribir

X = Bilﬁv (64)

Multiplicando por \ esta iltima expresion, y teniendo en cuenta que los escalares
conmutan con la multiplicacién de matrices,

Ax =\ 3B 'v =8B 'A\v=p3B1Av

donde la dltima igualdad se debe a que v es un autovector de A asociado a A.
Pero ademés, A = B+ (A + «)I, de modo que lo anterior es:

M =B Y B+ (A+a))v=p3v+(A+a)3B v
Usando (6.4) se llega a que
AX=0v+Ix+ax=pv+ax=0

Esto es una combinacién lineal de dos vectores que son independientes, igualados
al vector nulo, es decir, & = 8 = 0, que contradice nuestra suposicién de que

a # 0. Asi concluye la demostracion.
|

Volvamos a la situacién anterior. Denotemos por Fy(\) = ker(A—AI). En el
caso que nos ocupa Fq(A) es un espacio de dimensién uno, y como estamos en un
espacio V' de dimensién dos, podemos encontrar un vector no nulo uy € V\E.

Sea ahora u; = (A — A\ )uy. Entonces u; € F1(\) pues

(A= Auy = (A= A)(A—A)uy =0 (por el Lema 6.3).

Por tanto u; es un autovector asociado al autovalor A, luego Au; = Au;. Por
otra parte,

u; = (A* AI)UQ = Au2 =u; + A\us.

Consideremos ahora la base {uj,us} (se trata de una base pues u; € Eq(A)
y uz € V\E1()\)). La matriz de la aplicacién en esta base resulta:

L
A7 o A

Esta es la forma candnica de Jordan de la matriz A.
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Ejemplo 6.7

Encontrar la forma canénica de Jordan de
0 2

A =
-2 4

- 2
-2 4-)

El polinomio caracteristico es

A/\I|_‘ = (A—2)?

con autovalores A = 2 (doble).

Construimos E;(2) = ker(A — 2I), que tiene dimensién 1, de manera que A
no puede ser diagonalizable. Para obtener la forma de Jordan calculamos una
base de F1(2), que estard formada por un tnico vector, p.e. (1,1). Como este
espacio resulta insuficiente para conseguir vectores de una base, consideramos
el espacio

E5(2) = ker((A — 21)?)

Del Lema 6.3 sabemos que (A — 2I)? = 0, luego E»(2) = R?, y entonces
podemos escoger un vector de R?\ E;(2), por ejemplo uz = (1,0) (cualquier
vector independiente con el anterior nos vale).

Ahora consideramos

o (30)-()
-2 2 0 -2

Nétese que uy € E;(2). Finalmente, consideramos la base {(—2,-2),(1,0)}
(jatencién al orden!) y por tanto la aplicacién A tiene como matriz asociada en

esta base
2 1
Ja =

La matriz de cambio de base serd

()

y se verifica J4 = P~1AP.

247
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Ejemplo 6.8

(1) (continuacién del ejemplo 6.6)

Vimos que la matriz

0 3 1
A= 2 -1 -1
-2 -1 -1
tiene autovalores A = 2 (simple) y A = —2 (doble) y subespacios propios

E1(2) = L((_la _17 ]-)) y El(_2) = L((]-v _17 1))

Sabiamos que la matriz A no es diagonalizable porque el nimero de auto-
vectores independientes que proporciona el autovalor doble es insuficiente
para formar una base junto con el autovector asociado al autovalor simple.

También se observa que E1(2) + E1(—2) # V, es decir, existe un “aguje-
ro” entre los espacios de autovectores y el espacio total. Esta diferencia
es debida a que el autovalor A = —2 de multiplicidad algebraica 2 no ge-
nera un espacio de autovectores de suficiente dimensién (su multiplicidad
geométrica es 1). Por ello consideramos ahora Fa(—2) = ker((A + 2I)?);
para ello calculamos

2 3 1 2 3 1 8 8 0
(A42I)? = 2 1 -1 2 1 -1 |= 8 8 0
-2 -1 1 -2 -1 1 -8 —8 0

Se tiene que dim Fa(—2) = 3—rango((A+2I)?) = 2 y una base se obtendra
resolviendo el correspondiente sistema. En este caso,

Base de Eo(—2) = {(-1,1,0),(0,0,1)}

Es importante observar que Ej(—2) C E2(—2), como se comprueba facil-
mente, ya que la base de E1(—2) estd en Eo(—2). Como el segundo espacio
es mas grande podemos tomar ug € Ey(—2)\E1(—2). Por ejemplo, noso-
tros escogemos ug = (0,0, 1).

A continuacion calculamos uy del siguiente modo:
2 3 1 0 1

u=(A+2Nuz=| 2 1 -1 0= -1
—2 -1 1 1 1
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Noétese ahora que uy € Eq(—2), es decir es un autovector asociado a
A = —2 y por tanto satisface Aus = —2u,. Por otra parte, estd claro
por construccién que Aug = ug — 2ug.

Por consiguiente, en la base {uj,us,us}, la aplicacién dada tiene por

matriz
2 0 0
Ja=| 0 -2 1
0 0 -2

y la matriz de cambio de base es

_9 1 —
A= -1 -1 0
0 1 -3

Polinomio caracteristico:

—2-X 1 -1 —2-2A 0 —1
A-X|=| -1 —1-x o0 |“£®] -1 —1-x 0
0 1 -3—-2A 0 —2-X -3-2A
Gy —2—-X (=2=X)(-1-X -1
= -1 0 0
0 —2-A —3-A
—1-Xx -1
= (=2 =2 =—(A+2)3
((2-n|7 7 T [=-02)
Autovalores A = —2 (triple). Para calcular los autovectores asociados al
tnico autovalor procedemos como antes:
01 -1 7 0
Ei(-2)=ker(A+2)=[ -1 1 0 z2 | =10

0 1 -1 I3 0
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dim(F;(—2)) = 3—rango(A+2I) = 1 y una base de E;(—1) estd formada
por el autovector (1,1,1). Ndtese que como ya no hay més autovectores
independientes con éste, la matriz A no puede ser diagonalizable; una vez
més, la multiplicidad algebraica y la geométrica no coinciden.

Procedemos como antes calculando el espacio Fy(—2) = ker((A + 21)?):

01 -1 01 -1 -1 0 1
(A+20)*=( -1 1 0 -11 o0|=|-101
01 —1 01 —1 -1 0 1

dim(Ey(—2)) = 3 — rango((A + 2I)?) = 2 y una base de F3(—2) obtenida
al resolver el sistema con matriz anterior es la formada por (0,1,0) y
(1,0,1). Obsérvese que E;(—2) C E5(—2). Al igual que antes podremos
coger un vector de Eo(—2) que no esté en E;(—2), pero uno solo, pues
la dimensién de F3(—2) no permite méds. Lo que hacemos en este caso
es seguir ampliando el espacio con E3(—2) = ker((A + 2I)3). Un simple
calculo nos muestra que (A + 27)® = 0. Es decir, E3(—2) = V. Tenemos
por tanto la inclusién de espacios siguiente

Ei1(=2) C E3(-2) C E3(-2) =V

Para construir la forma canénica de Jordan y la matriz de paso corres-
pondiente consideramos un vector del espacio mayor que no pertenezca al
espacio inmediatamente inferior, esto es, ug € E5(—2)\E2(—2), por ejem-
plo, us = (1,0,0). Sean ahora us = A +2Nug y u; = (A + 2D)ug, es
decir,

-1 1
0

-1 1 -1 =1l
0 =il

Por construccidn, el vector us € Es(—2) mientras que uy € FEq(—2), es
decir, es un autovector. Luego

AU1 = —21,117 AUQ =u; — 2112, AU3 = Uy — 2113

Si escribimos la aplicacién en la base {u;, us,us} obtenemos la forma de
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Jordan y la matriz de paso siguientes:

=2 1 0 =1l 0
Ja= 0 -2 1], P=| -1 -1 0
0 0 -2 -1 0 0
(111)
-2 0
A= 0 -1 0
-1 0 0
Polinomio caracteristico:
—2-A 0 1
[A=M|=| 0 -1-Xx 0|=(-1-XNAR+N)+1)=-(A+1)°
=1 0 -2
Autovalores A = —1 (triple). Célculo de autovectores:
-1 0 1 T 0
Ei(-1)=ker(A+1) = 0 0 O z2 | =10
1 0 1 T3 0

dim(E;(—2)) = 3 —rango(A + I) = 2 y una base de E;(—1) estd formada
por los autovectores (0,1,0) y (1,0,1). Nuevamente el nimero de auto-
vectores independientes es insuficiente para formar una base y por tanto
la matriz A no es diagonalizable.

Como necesitamos mas vectores, los buscamos en el espacio Ea(—1):

-1 0 1 -1 0 1 00 0
(A+1)? = 00 0 00 0]=(000
-1 0 1 -1 0 1 00 0

luego Ea(—1) = V. Tenemos ahora la cadena de subespacios
El(—2) C EQ(—2) =V
Tomamos un vector uz € Ea(—1)\F;(—1), por ejemplo us = (1,0,0), y
calculamos us = (A + I)us:
-1 0 1 1 -1
000 0] = 0 | € E1(-1)
-1 0 1 0 -1
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luego uz es un autovector. Como en el espacio Ej(—1) tenemos dos
autovectores independientes tomamos u; € FEj(—1), independiente con
este tltimo, por ejemplo, u; = (0, 1,0).

La forma de Jordan y la correspondiente matriz de paso son:

=Il 0 0 0 -1 1
Ja = 0 —1 1], P=1]1 0 0
0 0 -1 0 -1 0

En los ejemplos anteriores hemos visto como tratar el caso de matrices no
diagonalizables de dimensién dos y tres. A continuaciéon vamos a sistematizar el
método para matrices de cualquier orden.

Definicion 6.7

Dos matrices A y B se dicen equivalentes si existe una matriz invertible P
tal que B = P 'AP.

En particular, las matrices de un endomorfismo en diferentes bases son
equivalentes.

Definicién 6.8

Se denomina matriz elemental de Jordan de orden k (o caja de orden k) y
autovalor A € C a la matriz Ji,(\) € M (C) con elementos nulos excepto en la
diagonal (donde aparece \) y encima de la misma (en la que aparecen 1).

Algunas cajas elementales de Jordan son

S~
>
S—
I
—~
>
:_/
o
>
S—
Il
/-~
>
—
<
o
>
S—
I
o O >
S > =
> = O
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Definicion 6.9

Se denomina matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por
yuxtaposicion de matrices elementales de Jordan a lo largo de su diagonal, es
decir, una matriz diagonal por cajas en la que cada caja es una matriz elemental.

i () |
Jiy (A2)

Ik, (An)

Por ejemplo, las siguientes son matrices de Jordan formadas “pegando” cajas
de diversos tamanos y/o autovalores:

S| O© ot =
S| ot = O
S|l = O O
o ©O O O

Sin embargo, las siguientes matrices no son matrices de Jordan; ;puede el lector
averiguar la razén?

5 1 0 0 0 5 1 0 0 1
31 00
0 5100 0 5100
02 00
0 0500 0 05 00
00 2 0
0 0 0 01 0 00 5 1
00 0 2
0 0 0 0 5 0 00 0 5
)
J

Toda matriz A € M,,(C) es equivalente a una matriz de Jordan J € M, (C)
que es Unica, salvo permutacién de las cajas que la forman.

La prueba del Teorema de Jordan estd basada en el siguiente resultado
sobre los subespacios E;(\) = ker((A — A\I)7), denominados subespacios propios
generalizados.
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Proposicion 6.4

Sea A un autovalor de A de multiplicidad r y consideremos los subespacios
E;(X), j > 0. Entonces:

(1) E;(A) es una sucesién estrictamente creciente de subespacios de manera
que existe t tal que Ei(A) = Eyrx(N), Vk > 0; esto es,

{0} = Eo(A) € E1(A) C Eo(N) © -+ G Ev(A) = Epa(A) = -+
A E;()) se le denomina subespacio mdazimo asociado al autovalor A
(1) E¢()\) es un subespacio invariante.
(1) u € E;(\) siy solosi (A— Al)u € E;_1(N).
(1v) Se verifica que dim(E¢(\)) = r

Ademss, si A1, ..., \g son los autovalores de A de multiplicidades respectivas
TlyeoosThy cON N =71 + -+ 18, y By (N;), 5 = 1,...,k son los subespacios
maximos asociados a cada autovalor, entonces

V=FE, ()\1) o---DE, ()\k) (6.5)

donde V es el espacio ambiente.

Demostracion:
La demostracién completa de este resultado precisa herramientas que no hemos
contemplado en este texto, por lo que solo probaremos (I)—(I1I).

(1) Que la sucesién de espacios E;(\) es creciente es sencillo de probar, pues
si v € E;()), eso significa que

(A=M)Yv=0= (A-A)(A-AX))v=(A-I)0=0

es decir, (A — M)’ T!'v = 0, lo que significa que v € Ej11()).

Por otra parte, si Ey(\) = E;11(\), entonces es facil ver que Fy(\) =
E;1x(N), Vk > 0. En efecto, si v € E;y2, entonces

0=(A- X"y = (A=A (A= N)v
de modo que (A — AI)v € Eyy1(A) = Ei (M), lo que significa que
(A= AD'((A=X)v)=0= (A-A)"'v=0

de donde concluimos que v = E;y;1(A), y de aqui Eiy2(N) C Eypq(A). La
inclusiéon contraria ya la hemos probado al ver que los subespacios son
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(111)

crecientes; es decir, Fi11(A) = Fip2(A). El mismo razonamiento se usa
para probar las igualdades siguientes.

Finalmente, debe existir ¢ tal que E;(A\) = E;y1(\) pues tenemos una
sucesién creciente de subespacios vectoriales dentro de un espacio de
dimension finita, por lo que no puede crecer indefinidamente.

Como consecuencia nétese que las dimensiones de los subespacios propios
generalizados conforman una sucesién estrictamente creciente hasta que
se vuelve constante una vez llegado al subespacio maximo.

Veamos que si u € E;(\) entonces Au también pertenece a dicho conjunto.
Esto es debido a

(A=AD'(Au) = (A=) (Au—u+Au) = (A= \)*((A—AD)u+ \u)
= (A= AD)"Tu+AA-AD'u=0+X0=0
Estd claro que u € E;(\) si y solo si
0= (A—-X)u=(A-X)"((A—A)u)
es decir, si (A — A)u € E;_1()).

Construccion de la forma compleja de Jordan y de una matriz de paso

Dada una matriz A € M,,(C), para construir la matriz de Jordan seguiremos
los siguientes pasos:

(a)

(b)

Calcular los autovalores de A, A1,...,A\x junto con sus multiplicidades
algebraicas rq, . .., ;. Puesto que estamos en C sabemos que r1+- - -+7; =
n.

Para cada autovalor A de multiplicidad 7 construimos los espacios E;()\) =
ker((A—XI)7), con j > 0 hasta llegar al subespacio méximo, es decir, aquél
que verifica que dim(E¢())) = r. Denotaremos por

Construimos la denominada particion de multiplicidad del autovalor .

Para ello, dados los ¢; calculados en (6.6), definimos

P =q —qj—1, Jj=1,...,¢t

Obsérvese que g; es una sucesion estrictamente creciente de nimeros natu-
rales, mientras que p; es una sucesiéon decreciente. Se define la particién
de multiplicidad del autovalor A como la expresién

r=pit-4p
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(d)

Construida la particion de multiplicidad, la forma candnica de Jordan
tiene, para cada autovalor:

Pt cajas de tamano t
Dt—1 — Pt K t—1
Pt—2 — Pi—1 K t—2 (6.7)
P1— P2 K 1

La forma canodnica de Jordan sélo depende de la particién de multiplicidad
de cada uno de sus autovalores.

Para construir la matriz de paso procedemos como sigue:

(a)

(b)

Consideramos (a nuestra eleccién) p, vectores de E;(A)\E;—1(\) lineal-

mente independientes entre si, que denotaremos por uf, ..., u},
t

Para cada uno de los vectores anteriores construimos
t—1 _ t _
u T =A-X)u, [=1,...,p (6.8)

y los completamos con vectores de E;_1(\)\E;—2(A) linealmente indepen-
dientes hasta obtener un total de p;_1 vectores. Ahora en este nivel tene-
mos
t t t—1 t—1  t—1 t—1
{ui,..ou, } CEMN), {ur w, w0 C B (M)

Repetimos la operacion del paso anterior sobre el conjunto de vectores de
E;_1(\), es decir, aplicamos (A—AI) a cada uno de los vectores anteriores y
los completamos con vectores independientes de E;_5\ E;_3 hasta obtener
Ppt—2 vectores.

Podemos usar la siguiente representacién gréafica de la construccion de la
base:

t t
Dt E/(A) | df cou,

t—1 —1 t—1 t—1
pi-1 | BN | ug up, Up 41 U 1 —pe

1 1 1 1
D1 El()‘) u; u,, Uy, +1 Uy 1 —pe

(6.9)
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Nota 6.6

La tabla anterior también nos proporciona de forma grafica el nimero y el
tamano de las cajas elementales de Jordan que aporta cada autovalor. Hemos de
considerar tantas cajas como columnas de vectores tenemos en la tabla, y cada
caja tendra un tamano igual al niimero de vectores que hay en cada columna.

En cada una de las filas correspondiente a un subespacio E;(\) de-
bemos tener exactamente p; vectores linealmente independien-
tes. Conocidos los vectores del espacio E;(A), construimos los vectores
de E;j_1(X\) multiplicando cada uno de ellos por (A — AI). Si el nimero
de vectores asi obtenido es inferior a p;_;, anadimos vectores linealmente
independientes de E;_1(A)\E;_2(A) en ndmero necesario hasta obtener
pj—1 vectores.

Finalmente, los vectores que formaran parte de la matriz de paso son los
vectores de cada uno de los subespacios anteriores escritos por columnas
de abajo hacia arriba (jatencién al orden!”), es decir
1.2 t o1 t 1 t 1 t—1 1
{up,ui, . u g, U,y W g U U o
(6.10)

257

Demostracion: (Teorema de Jordan)
Para demostrar finalmente el resultado central probaremos dos cosas:

(1)

Si A es un autovalor del endomorfismo A, los vectores obtenidos en (6.10)
forman una base de E;()\), siendo E;()) el subespacio mdximo asociado
a A. Ademds, la restriccién de A al subespacio Fy(\) tiene como matriz
asociada una matriz de Jordan, cuyas cajas corresponden a (6.7).

SiV =M ®---@®M,, con M; subespacios invariantes por A, y A; son las
matrices de la aplicaciéon A restringida a cada uno de estos subespacios,
entonces existe una base de V' tal que la matriz de A es diagonal por cajas,
en el que cada caja corresponde a una de la matrices A;.

A partir de estos dos hechos y usando (6.5) el resultado es inmediato.

Veamos (1): para probar que los vectores de (6.10) forman base solo hay
que tener en cuenta su construccién y (111) de la Proposicién 6.4, puesto que
los vectores elegidos en E;(A)\E;_1()\) son independientes y los vectores cons-
truidos en E;_1(\) a partir de la operacién (6.8) también seran independientes.

"El orden de estos vectores debe venir de acuerdo al orden impuesto sobre las cajas
elementales en la forma de Jordan. El orden descrito aqui corresponde a una ordenacién
de las cajas de mayor a menor tamano.
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Como tenemos tantos vectores como dimensién de E;(A), forman una base del
subespacio maximo.

Por otra parte, si restringimos la aplicacién A al subespacio E¢(A) y calcula-
mos la matriz de esta aplicacién en la base formada por los vectores de (6.10),
debido a (6.8), vemos que si t > 1,

Au} = Auf +uj!

de modo que las coordenadas en esta base son (0,...,0,1,,0,...,0), mientras
que si t = 1, los vectores ujl- € Ei1()), luego son autovectores y por tanto
Au} = )\u}, es decir, las coordenadas son (0,...,0,A,0,...,0). En definitiva,

por cada columna de vectores de la tabla (6.9) tenemos una caja elemental de
Jordan de tamano igual al numero de vectores existente en cada columna.

Veamos (11): para simplificar los detalles, supongamos que V' = M; & Mo,
con My y My subespacios invariantes por A. Debido a que V es la suma directa
podemos encontrar una base de V juntando las bases de My y M. Pongamos
que

Base de My = {ey,...,e;}, Basede Mz = {exi1,...,e,}

Como ambos espacios son invariantes, esta claro que

k
Aej:Zamei, j:].,,k
i=1

mientras que

n
Aej: Zﬂmei, ]:]{+177n
i=k+1

Si Ay = (04;) € Mi(C) y Az = (Bi,j) € Mp—i4+1(C) entonces es facil ver que
la matriz de A en la base {ej,...e,} es

. A0
0 A

La extensién a r subespacios invariantes es inmediata.
]

Veamos el funcionamiento del método de construccién de la forma de Jordan
sobre algunos ejemplos.
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Ejemplo 6.9

1 0 2 —6

01 -1 3
A =

0 0 1 3

0 0 0 2

Comenzamos calculando el polinomio caracteristico:

1-X 0 2 —6
0 1-x -1 3

|A— M| = =(1-X23%2-))
0 0 1-Xx 3
0 0 0 2-X

Autovalores: A = 1 (triple) y A = 2 (simple).
Comenzamos el estudio para el autovalor A = 1 de multiplicidad r = 3.
Construimos el espacio de autovectores asociado F4 (1) = ker(A — I):

0 2 —6

=il
= rango(A —I) =2

o O © o

Luego ¢ = dim E(1) = 4 — 2 = 2. Para obtener una base de este espacio
resolvemos el sistema (formado por las filas segunda y cuarta, con las que se
tiene rango dos)

—I3 +3£E4 (1,0,0,0)

0
= Base de F;(1) =
0 (0,1,0,0)

Tg4 =

Puesto que el nimero de autovectores independientes asociado a este autovalor
no coincide con la multiplicidad del mismo (lo cual ya significa que la matriz no
es diagonalizable), procedemos con el siguiente espacio Fa(1):

0 0 2 —6 0 0 2 -6 0 0 0 O

0 0 -1 3 0 0 -1 3 0 0 0 O
(A—1y2 = _

0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 3

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

cuyo rango es uno. Por tanto ¢o = dim F3(1) = 3, y puesto que es igual a la
multiplicidad del autovalor, éste es el subespacio maximo. Obsérvese que sin
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necesidad de calcular la matriz (A — I)? podrfamos haber sabido de antemano
la dimensién de este subespacio: téngase en cuenta que los subespacios propios
generalizados son estrictamente crecientes hasta que se estabilizan, justo cuando
alcanzan la dimensién méaxima, que siempre es igual a la multiplicidad del
autovalor.

Es facil encontrar una base de Ea(1) resolviendo el correspondiente sistema,;
en este caso obtenemos:

Base de E»(1) = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}
Asi pues, tenemos que ¢o =0, g1 =2y g2 = 3 y por tanto,
P=q—q=2 p2=q¢@-—qa=1

La particién de multiplicidades se escribe 7 = p; + po, es decir 3 = 2 + 1.
A esta particién le corresponden:

p2 = 1 caja de tamano 2

p1 — p2 = 1 caja de tamano 1

Asi pues, la aportacién del autovalor A =1 a la forma de Jordan es

Para construir los vectores correspondientes a este autovalor que apareceran
en la matriz de paso construimos el esquema

D2 = 1 EQ(l) u% = (0,0, laO)
pi=2| Ei (1) | ul =(2,-1,0,0) u}=(1,0,0,0)

donde u? ha sido escogido arbitrariamente en Eo(1)\E(1), ui se ha calculado
mediante u} = (A — I)u?, mientras que u} se ha tomado arbitrariamente en
E1(1), linealmente independiente con uj. Vemos que la tabla nos indica también
el nimero de cajas: hay un columna formada por dos vectores y una columna
formada por uno (esto es, una caja de tamano dos, y una caja de tamafio uno).

La aportacion de este autovalor a la matriz de paso es (insistimos en el orden)

(2,-1,0,0),(0,0,1,0),(1,0,0,0)

Con respecto al autovalor A = 2, puesto que su multiplicidad es uno, el
subespacio méximo asociado no puede ser méds que Fj(2) = ker(4 — 2I). En
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este caso,
-1 0 2 —6

-1 -1 3

A—-2I =
=il 3
0 0

Sin necesidad de calcularlo, el rango(A — 2I) = 3 (puesto que la dimensién
de este subespacio debe ser uno). Una base se obtendra resolviendo el sistema
correspondiente,

—x1+2x3—6x4 = 0
—x9 — x3 + 314 0 = Base de E; (2) = {(O, 0,3, 1)}
r3+3r4 = 0

En el caso de autovalores simples no hay necesidad de efectuar la particion
de multiplicidad puesto que solo le puede corresponder una caja elemental de
tamano uno.

Como conclusién, la forma de Jordan de A se escribe yuxtaponiendo las
cajas obtenidas para cada autovalor,

1
1

o O
o O

1
0
0 0

Ja =

o
=N
N[O

y la matriz de paso escribiendo, por columnas, los vectores obtenidos:
0 1 0
-1 0 0 O
1 0 3
0 0 1

verificindose que J4 = P~1AP.

Veamos un nuevo ejemplo en el que van a intervenir valores complejos.
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Ejemplo 6.10

Calcular la forma de Jordan de la matriz

0 1 -1 0
-1 1
A =
1 1 0 0
0 -2 1
Polinomio caracteristico:
. 1 -1 0
0 1-X 0 1
|A—\| =
1 -\ 0
0 -2 0 1—-2AX

0 A+1 —-1-X2 0

Fi+2F3 |0 —1— A 0 1 —1-A 1
= — —(—1—9) = (A2+1)?
1 1 —A 0 —2 1—A
0 —2 0 1—-A

Autovalores: A = i (doble) y A = —i (doble). Nétese que para poder aplicar el
Teorema de Jordan debemos usar raices complejas.

Para el autovalor A = ¢ de multiplicidad » = 2 consideramos el espacio de
autovectores E (i) = ker(A — iI), donde

—i 1 -1 0
0 —-1—4 O 1
A—il = ! = rango(4A —iI) =3
1 1 —1 0
0 -2 0 1—3
ya que el menor
—1 1 0
0 —-1—4i 1|/#0
1 1 0

(nétese que no es necesario calcular |A — iI|, pues sabemos que debe ser nulo).
Entonces ¢; = dim F4 (i) = 4 — 3 = 1 y obtenemos una base de este espacio
al resolver el sistema correspondiente al menor no nulo anterior:

—ix1 + 22 = 1
(—1 = ’i)xg + x4 ! 2

T+ 29—tz = 0

0 = para x3 = 1 resolvemos
—x1 — T2

—tx1+x9—23 = 0 }

[
|
~.
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de donde z2 =0, (—1 —i)z1 = 1 — i = z1 = ¢. Finalmente se tiene que x4 = 0.
Una base de E(i) estd formada por el autovector (4,0,1,0). Como el nimero
de autovectores independientes asociado a este autovalor no coincide con la
multiplicidad del mismo (es decir, la matriz no es diagonalizable), calculamos el
espacio Es (1),

i 1 -1 0 1 -1 0
0 -1-i 0 1 0 —-1—i 0 1
(A—il)? = ! !
1 —i 0 1 1 —i 0
0 -2 0 1—i 0 -2 0 1—i
2 —2-9 2 1
B 0 —242 0 -2
B —9% -2 -2 1
0 4i 0 —2-9%

El rango((A—iI)?) = 2y por tanto go = dim E5(1) = 2. Puesto que la dimensién
de este subespacio coincide con la multiplicidad del autovalor, estamos ante el
subespacio maximo. Resolviendo el sistema

(=2 + 2i)ay — 2izy = 0 }

—2ixy — 2ixo — 223+ 14 = O

con pardmetros x1 y z obtenemos los vectores (1,0, —,0), (0, 1, % — %z’, 1+1).
Noétese que podemos reemplazar el vector (0,1, % — %i, 1+1) por un miltiplo
suyo, ya que seguirfamos teniendo una base de Fs(7), asi pues, por comodidad,
escogemos como base {(4,0,1,0),(0,2,1 — 4,2+ 2i)}.
Ya tenemos la informacién necesaria para encontrar las cajas correspondien-
tes a este autovalor y los vectores que aporta a la matriz de paso. Comenzamos
con la particién de multiplicidades:

0=0 =1 g@=2=p =1 p=1

Es decir, 2 =14 1. A esta particién le corresponde una caja de tamano dos y
cero cajas de tamano uno, es decir,

i1

0 ¢

Los vectores aportados a la matriz de paso se obtienen segun la tabla siguiente:
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pa=1 | Es(i) | u2=(0,2,1—14,2+2)
pr=1| Ei(d) | ul = (144,0,1—1i,0)

donde u? ha sido escogido en Es(i)\E (i), mientras que ui = (A —il)u?.

Como se ha podido comprobar, el cdlculo de subespacios propios cuando
el autovalor es un nimero complejo es ciertamente tedioso. Sin embargo, como
vamos a ver a continuacién, en los casos de matrices reales con autovalores
complejos como el que nos ocupa, se presenta cierta “simetria”’ que facilita
mucho la labor.

Se verifica el siguiente resultado:

Si A€ M, (R) y X €C es un autovalor entonces \ (su complejo conjugado)
también es autovalor y ademas

A— XN =AM

La demostracién es trivial y se deja al lector.

Por tanto, como resolver el sistema (A — AI)x = 0 es equivalente a resolver
(A=X)x=0y

(A—M)x = (A— A%,

entonces, por el Lema anterior, las soluciones de (4 — AI)x = 0 son las
conjugadas de las soluciones de (A — AI)x = 0.

Ejemplo 6.11 (continuacién del ejemplo 6.10)

En nuestro caso, como A = —1 es el conjugado de A = i, entonces los vectores
de F4(—i) coinciden con los conjugados de Ej(i). Luego una base de E7(—i)
estard formada por (—i,0,1,0).

Analogamente, puesto que (A — A\ )2 = (A—\I)? los vectores de Fy(—i) son
los conjugados de los vectores de Es(i). As{ pues, una base de Fo(—17) serd

{(1,0,i,0),(0,2,1 44,2 — 2i)}

La particién de multiplicidades es claramente la misma para ambos auto-
valores, lo que significa que la aportacién del autovalor A = —i a la forma de
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Jordan es:

Y las mismas operaciones anteriores son validas para los vectores asociados, en
la versién conjugada, es decir

P2 = 1 EQ(—’i) u% = (0,27 1+ ’i,2 - 22)
p1:1 El(fl) u%:(1717071+230)

Finalmente, la forma de Jordan y la matriz de paso se escriben

i 1] 0 o0 14i 0 1—i 0
0 il 0 0 0 2 0 2
0 0]—i 1 1—i 1—4 143 144
00| 0 —i 0 242 0 2-2

Como conclusién podemos afirmar que en el caso de autovalores complejos de
una matriz real, puesto que éstos vienen por pares conjugados, sélo es necesario
hacer el estudio sobre uno de ellos, obteniéndose los conjugados de los resultados
obtenidos para el otro.

BHE Forma de Jordan real

Como hemos visto en la seccién anterior, una matriz real A € M, (R) puede
tener autovalores complejos que hagan que su forma de Jordan sea una matriz
compleja. En esta seccién veremos como asociar a una matriz real una pseudo-
forma de Jordan también real, que por abuso de lenguaje llamaremos forma de
Jordan real.

Para construir esta nueva matriz debemos recordar que el Lema 6.5 afirma
que los autovalores de una matriz real vienen por pares conjugados y como
consecuencia, las particiones de multiplicidad son las mismas.

Entonces, para calcular la forma de Jordan real tendremos en cuenta:

(1) Si A € R es un autovalor de A € M,,(R), las cajas correspondientes y los
vectores asociados permanecen igual.

(1) Si\ = a+Bi € C\R es un autovalor de A € M,,(R) (y por tanto A = a—f3i
también es autovalor) con p; cajas de tamafio t, p;—1 — p; cajas de tamano
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t — 1, etc., entonces al par de autovalores A y \ le asignamos

Pt cajas de tamano 2t,
Di—1 — Pt 7 2(t — 1),
Pt—2 — Pt—1 7 2(t - 2),

P1— P2 K 2.

de manera que cada caja tiene la forma

B | I
B | I,
- o)
B
donde B = < 3 6) e I5 es la matriz identidad de orden dos.
-5 «
(1) Si{vi,...,v.} es el conjunto de los vectores que aporta el autovalor A a

la forma de Jordan,® en el orden adecuado, entonces el par de autovalores
A, A aporta los vectores

{Re(v1),Im(v1),...,Re(v,),Im(v,)} (6.12)

donde recordemos que, si escribimos v; = x; +iy; entonces Re(v;) = x; y
Im(v;) = y;.

Proposicion 6.6

Con las notaciones anteriores, los vectores de (6.12) pertenecen al espacio

E:()\) & E¢()\), son linealmente independientes y dan lugar a la caja (6.11).

Demostracion:
Es evidente que los vectores de (6.12) estdn en Ey()\) @ E;()\) pues son combi-
nacién lineal de los vectores de estos subespacios:

1 )

1 _ i_
Re(v;) = 3Vi + 3V Im(v;) = —5Vi + 5V (6.13)

8Lo que implica que V1, ..., ¥, son los vectores que aporta .
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Ademis, son linealmente independientes pues si consideramos la combina-
cion lineal
a1 Re(vy) + b1 Im(vy) + - - + ar Re(v,) + b, Im(v,) =0
usando (6.13),
aq Zbl) (a1 Zbl) _ (ar Zbr> (ar Zbr> _
- = _ E— oo _—— — r _ _— r = 0
(2 p )it g Tt t g o))t gt )Y

y como los vectores v; y V; son linealmente independientes, los coeficientes son

nulos, esto es,
ap  iby  ar | iby ar b, ap | ib.
SR I T E T S S R

de donde a; =b; =0, para 1 <j <.

Finalmente, dado que Av; = (a+1i3)v;, cuando v; es un autovector, o bien,
Av; = (a+if)v; + v;j_1, separando partes reales e imaginarias se tiene:

ARe(v;) = aRe(v;) — 8Im(v;), Alm(v;) = fRe(v;) + alm(v;)
en el primer caso; o bien
ARe(v;) = aRe(v;) — BIm(v;) + Re(v;_1)
Alm(v;) = BRe(v;) + alm(v;) + Im(v;_1)

en el segundo, lo que conduce a cajas de la forma (6.11).

Ejemplo 6.12

En el ejemplo 6.11 obtuvimos como forma de Jordan (compleja) y matriz de
paso las matrices:

1 0 0 1414 0 1—1 0

0« 0 O 0 2 0 2
J: P:

0 0 — 1 1—¢ 1—¢ 1+7 143

00 0 —3 0 2+ 2 0 2—-2

Por tanto, teniendo en cuenta que A = ¢ = a = 0, § = 1, la forma de Jordan
real y la correspondiente matriz de paso se escriben

0 1 1 0 1 0 0
-1 0 0 1 0 0 2 0
Jr = Pr =
0 0 0 1 1 - 1 -1
0 0f—-1 0 0 0 2 2
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es decir, como al autovalor complejo (y a su conjugado) le corresponde una
caja de tamano dos, ahora al par de autovalores les corresponden un bloque de
tamafo cuatro con la estructura (6.11).

BHE Calculo de potencias de matrices

Una de las ventajas que supone trabajar con la forma candnica de Jordan
es que permite simplificar cierto tipo de célculo, como puede ser el cdlculo de la
potencia k-ésima de una matriz. Mas concretamente, si queremos calcular A* y
conocemos la forma de Jordan y la matriz de paso tenemos que A = PJP~!.
Entonces

AF = (PJP*l)’“ = ((PJP*)(PJP*) ", (PJP*1)> =pJjkp!

de manera que para conocer la potencia k-ésima de A sélo es necesario conocer
la correspondiente potencia de J y multiplicar convenientemente por la matriz
de paso. La ventaja es que J es una matriz mucho maés sencilla que A.

Para calcular J se pueden presentar los siguientes casos:

= J diagonal,

A1 Ak
J = = JF =
An e
= J no diagonal,
A1
J =
1
An
M0 0 1
= +
0
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de modo que,

k
A O 0 1

- C + o =(D+N)

An 0
con

0 1
A
D = yN:
A 1
0

La ventaja de esta descomposicién es que D es una matriz diagonal, de
modo que sus potencias son ficiles de calcular, mientras que N es una matriz
nilpotente de orden n, esto es, N" es la matriz nula. Asi, usando el binomio de
Newton para matrices (pues D y N conmutan),

J* = (D+ N)F = zk: (%)DkiNi _ nz_:l (k)DkzNz

1=0 =0

es decir, la suma anterior sélo llega hasta i = n—1, pues a partir de N", el resto
de potencias es nulo. Es mas, el cdlculo de las potencias de N resulta sencillo:

esto es, con cada potencia la fila de 1 se desplaza hacia arriba.

Ejemplo 6.13

Calculemos AF donde
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Realizando lo cédlculos oportunos se tiene que los autovalores son A = 3
(doble), de manera que

y una matriz de paso es

Asf pues, A¥ = pJjkp-—1

30 0 1 *

0 3 0 0 5
0

(k) (0 1 30
0/\0 o 0 3

0 1) [3k1 0 3k k3k-1

+k =
0 3’c 0 0 0 3kt 0 3F

Notese que ( es la matriz nula para j > 2. Asi,

N

(66
066

Il
=]

v

313 - k) k3k—1
—k3*1 3134+ k)

AF = pJjEpTt = (

a
CALCULO CON PYTHON

Como el lector habrd podido comprobar, en este tema se realizan gran
cantidad de célculos que involucran matrices de cierto tamano, por lo que el uso
de Python estd mas que justificado. Aunque vamos a ver funciones especificas
que posee Python para el cdlculo de autovectores, autovalores, etc., es posible
realizar estos calculos con lo que ya conocemos de Python.

Dado que queremos realizar célculos exactos, el médulo SymPy jugara
un papel fundamental en esta seccion. Comencemos calculando el polinomio
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caracteristico de la matriz

-4 -3 -2 -1
-13 -10 -7 -3
-85 —59 —40 -22
104 74 50 27

90 62 43 22

s
I
o o o o ~

que resulta:
|A — M| =34 11z + 1422 + 62° — 2* — 2°

y cuyas raices son A = —1 de multiplicidad 4 y A = 3 de multiplicidad 1:

>>> from numpy import matrix

>>> from sympy import Matrix,symbols,roots,eye
>>> a=matrix(’-1 -4 -3 -2 -1; 0 -13 -10 -7 -3;

0 -85 -59 -40 -22;0 104 74 50 27;0 90 62 43 22°)
>>> A=Matrix(a)

>>> x=symbols(’x’)

>>> C=A-x*eye (5)

>>> p=C.det ()

>>> p

3 + 11l*xx + 14%x**2 + 6*xx**3 - x**x4d - x*%*b5

>>> roots(p)
{-1: 4, 3: 1}

Como hemos hecho en ocasiones anteriores, hemos construido la matriz
usando la funcién de NumPy, puesto que es méds comoda de manejar. Por su
parte, hemos definido un sfmbolo x (en lugar de A) con el que construir la
expresién simbélica A — AI (nétese el uso de la funcién eye para construir la
matriz identidad) y luego hemos calculado el determinante. La funcién roots
nos permite obtener las raices del mismo, junto sus multiplicidades. Nétese que
el resultado es un diccionario, cuyas claves son las raices, y sus valores asociados,
las multiplicidades correspondientes.

Podemos calcular ahora los subespacios asociados a cada autovalor:

>>> B=A+eye (5)

>>> el=B.nullspace ()

>>> el

[[1]

(o]

(o]

(o]

[ol]

>>> e2=(B*%*2) .nullspace ()
>>> e2
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[[1]

(o]

(o]

[o]l

o1, [ 0]
[-1/4]

[-7/8]

[ 5/4]

[ 111

>>> e3=(B#**3) .nullspace ()
>>> e3

(1]

[o]l

(o]

(o]

o1, 0]

[ -1/51]

[-3/10]

[ 1]

[ ol, [ 0]
[ 0]

[-1/2]

[ 0]

[ 111

>>> e4=(B**4) .nullspace ()
>>> e4

[[1]

[0]

[o]

[0]

[ol, [ 0]
[-6/11]

[ 1]

[ 0]

[ 0], [ 0]
[-4/11]

[ 0]

[ 1]

[ 0l, [ 0]
[-3/11]

[ 0]

[ 0]

[ 111
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Lo que significa que:

de modo que dim(E;(—1)) = 1, dim(E2(-1)) = 2, dim(E5(-1)) = 3 y
dim(Ey4(—1)) = 4. A partir de aqui ya tenemos casi toda la informacién per-
tinente para construir la forma de Jordan, esto es, py =1, po =1, p3 =1y
pe=1

Vamos a introducir algunas funciones nuevas para manejar la informacion
obtenida y no tener que reescribirla en cada momento. Por ejemplo, para
comprobar qué vector de E4(—1) es independiente con los de F5(—1) hemos
de construir una matriz, y calcular rangos:

>>> from mimodulo import rango
>>> m=e3[0].row_join(e3[1]) .row_join(e3[2])

>>> m

[1, 0, 0]

[0, -1/5, 0]

[0, -3/10, -1/2]

(o, ilg 0]

[0, 0, 1]

>>> rango(m.row_join (e4 [3])

4

es decir,
1 0 0 0

1 3
0 -1 0o -&
rango |0 —& -1 0 [=4

0 1 0 0
0 0 1 1

Luego (0,—+%,0,0,1) € Ey(—1)\E3(-1).

Obsérvese el uso del atributo row_join, que sirve para concatenar una matriz
(o vector) con otra. También hemos usado la funcién rango de nuestro propio
médulo construida en el tema 5. A partir de aqui, los calculos son directos:

>>> ud=11xe4 [3]

>>> u3=B*u4d

>>> u2=B*u3

>>> ul=B*u2

>>> P=ul.row_join(u2).row_join(u3) .row_join (u4)
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>>> P
5, -4, 1, o]
(o, -1o0, 3, -3]

o, -35, 13, 0]
[0, 50, -15, 0]
o, 40, -17, 11]

lo que nos permite construir la tabla

pi=1| Eqy(=1) | u =(0,-3,0,0,11)
ps=1| Es(—1) | ud =(1,3,13,—15,—17)
po=1| Ey(—1) | u? = (—4,-10, —35, 50, 40)
=1 E(=1) | ul =(5,0,0,0,0)

Hemos tenido la precaucién de multiplicar el primer vector por 11 para evitar
en la medida de lo posible las tediosas fracciones. Si anadimos la informacion

proveniente del otro autovalor,

>>> B=A-3*eye (5)

>>> ub=B.nullspace ()
>>> P=P.row_join(u5[0])
>>> P

[5, -4, 1, 0, 0]
[0, -10, 3, -3, 0]
[0, -35, 13, o0, -1]
[o, 50, -15, o0, 1]
[0, 40, -17, 11, 1]

nos resulta la matriz de paso:

v
I
o © © © wm

—4
—10
—35

50
40

13
—15
—-17

0 0
-3 0
0 -1
0 1
11 1

Asfi pues, la forma de Jordan tendra una caja de tamano 4 para el autovalor
—1 y una caja de tamano 1 para el autovalor 3, algo que podemos comprobar

facilmente

>>> J=P*A*P.inv ()

>>> 7

[-1, 1, o0, 0, 0]
[ o, -1, 1, o0, 0]
[ o, o0, -1, 1, 0]
[ o, o, o0, -1, 0]
[ o, 0, o0, 0, 3]
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Como comentamos al inicio de la seccién, tanto NumPy como SymPy poseen
funciones destinadas a calcular autovalores y autovectores de forma més rapida.
Por otra parte, hay que tener en cuenta que NumPy realizard el calculo de
autovalores y autovectores usando métodos numéricos que dan lugar a las
habituales aproximaciones numéricas.

En NumPy podemos calcular autovalores con el médulo 1inalg.eigvals:

>>> from numpy import linalg
>>> linalg.eigvals(a)
array ([-1.00000000 +0.00000000e+00j, 3.00000000 +0.00000000
e+00j,
-0.99997160 +4.92035100e-05j, -0.99997160 -4.92035100
e-05j,
-1.00005681 +0.00000000e+00j1)

Noétese que no reconoce la multiplicidad del autovalor —1 correctamente. El
modulo linalg.eig(a) proporciona a la vez, la informacién de autovalores y
los autovectores asociados. Con SymPy, el método es similar: tenemos mdédulos
para vectores y autovectores por separado:

>>> A.eigenvals ()

{-1: 4, 3: 1}

>>> A.eigenvects ()
[(-1, 4, [[1]

[o]

(o]

[o]

[011), (3, 1, [[ o]
[ o]

[-1]

[ 1]

[ 111)1]

aunque como podemos observar, eigenvects proporciona también los autova-

lores, su multiplicidad y los vectores del subespacio propio correspondiente.
En la dltima versién de SymPy hasta la fecha (0.7.1) se acaba de imple-

mentar el calculo de la forma de Jordan, aunque no el de la matriz de paso:

>>> A.jordan_form()
(None, [-1, 1 0, 0, 0]

Lo, -1, 1, o0, 0]
Lo, o0, -1, 1, 0]
[ o, o, o0, -1, 0]
Lo, o, o0, 0, 31)
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6]
APLICACION: OSCILADORES ACOPLADOS

Entre las multiples aplicaciones de los autovalores y los autovectores hay
una muy destacada que tiene que ver con el estudio de vibraciones en sistemas
mecanicos. Aqui vamos a mostrar un tipico ejemplo no trivial de vibracién de
un sistema de muelles como el de la figura 6.2, en el que tenemos dos masas
iguales conectadas entre si, y conectadas a su vez a la pared.

Denotemos por z1(t) y z2(t) a las funciones que indican el desplazamiento
lateral (positivo a la derecha y negativo a la izquierda) de cada una de las
masas desde su posicién de equilibrio. La fuerza ejercida sobre cada una de
las masas (ignorando fuerzas de friccién y fuerzas externas como la gravedad)
seguira la segunda ley de Newton: F' = m - a, con m la masa y a la aceleracién.
Por otro lado, la ley de Hooke nos dice que la fuerza que ejerce cada muelle
es proporcional a la compresion de éste. Como es bien conocido, la aceleracion
corresponde a la derivada segunda del desplazamiento, de manera que la fuerza
que actia sobre la primera masa corresponderd a la ejercida por los muelles a
los que estd conectada. Si desplazamos a la derecha la primera masa, el muelle
de la izquierda ejerce una fuerza opuesta al sentido de movimiento igual a —kx;
mientras que el muelle central ejerce una fuerza igual a k(xy — x1), es decir,

mal(t) = —kx1(t) + k(z2(t) — 21(t)) = k(=221 (t) + 22(t))

donde k es la constante de proporcionalidad del muelle y m la masa. En la
segunda masa, un razonamiento similar nos lleva a:

may (t) = —k(z2(t) — 21(t)) + k(=22(t)) = k(z1(t) — 222(t))

Es decir, tenemos en este caso un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden (hay derivadas de orden dos), que admite la representaciéon matricial

siguiente:
o\ k(-2 1) [m
al m\ 1 =2/ \u,y

donde hemos omitido la dependencia en ¢ para simplificar la notacién. En forma
vectorial este sistema se escribe

k [—2 1
x'=Ax conx=|"* yA=—
X2 m 1 -2

No vamos a entrar aqui en cémo resolver sistemas de ecuaciones diferenciales
como éste, aunque hemos de resaltar que la forma de Jordan de la matriz del
sistema juega un papel fundamental en la resolucién. Lo que haremos serd probar
con cierto tipo de soluciones expresadas a través de la exponencial compleja:

en concreto, buscaremos soluciones del sistema de la forma x;(t) = c;e™? y
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12(t) = coe™?, donde ¢, ¢ y w son constantes a determinar. Derivando y
sustituyendo en

critw?e

iwt

22wt _

Ccot“we

SNNNNNY
NN

3= 3=

r

Figura 6.2: Sistema de muelles

el sistema:

) iwt + iwt
( ci1€e Cca€e ) N

(cl et — 2cqe

iwt)

—ciw?e

wt _

(—2¢1 + cp)et?

&
m
k

wwt

2 iwt

—cow<e

que simplificando y agrupando factores resulta

2k _ 2

Este sistema tendré soluciones no triviales, esto es, distintas de la solucién nula,

si

m

&

m

k

m

k2
2mw

C1

C2

=0

—k 2%7w2

m

0
0

Ahora bien, la condicién anterior se puede escribir como

det

es decir, w?

y autovectores resultan:

k

m

2

-1

-1 2

2

1 0
0 1

- (c1 — 2¢p)e

coincide con los autovalores de la matriz A. Y para cada uno de
estos autovalores las constantes c¢; y cs son las componentes de los autovectores
asociados a cada autovalor. Un simple célculo nos muestra que los autovalores

k 3k
=/ = = (1,-1 =/ 5,1
w1 m (7 )7 w2 m (7)

Cualquier otra solucién se va a poder expresar como una combinacion lineal de

las dos soluciones obtenidas, denominadas modos normales de vibracién.

Los modos normales de vibracién corresponden a soluciones del oscilador en
el que ambas masas se mueven con igual frecuencia. La figura 6.3 muestra el
movimiento del sistema de ambos modos. Obsérvese que el autovector asociado
—1) nos indica que el movimiento de cada una de las

a la frecuencia wy, (1,
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@ ®
(a) w1 (b) w2

Figura 6.3: Movimiento de los modos normales

masas tiene direccién opuesta (figura 6.3a), mientras que para la frecuencia wo,
se mueven en la misma direccién (figura 6.3b).

A la vista de los resultados, ;jcudl sera el modo de vibracion mas peligroso
para la estructura? Teniendo en cuenta que con la frecuencia wy se producen los
mayores estiramientos y compresiones de los muelles, parece claro que este modo
de vibrar puede causar méas dano en la estructura que cualquier otro. Notese
ademds que este modo, frecuentemente llamado modo fundamental, corresponde
a la frecuencia asociada al menor autovalor.

En el estudio de estructuras es importante calcular el modo fundamental
de éstas, pues si son excitadas con una frecuencia proxima a su modo funda-
mental los desplazamientos producidos pueden superar el maximo de lo que la
propia estructura puede resistir. Tal y como hemos visto, el cédlculo del modo
fundamental corresponde al menor de los autovalores.

6 16]
EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Hallar el polinomio caracteristico y los autovalores de las siguientes
matrices:
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8 -6 —2 4 -5 2
) | 18 —13 -3 "5 -7 3

6 -3 -5 6 —9 4

1000 1 0 0

0000 -1 1 -1
(g) (h)

000 0 0 12 0

100 1 0 -1 1

Para cada una de las matrices del ejercicio 1 hallar, si es posible, una
base de autovectores.

Decir cuéles de las siguientes matrices pueden reducirse a una diagonal
y encontrar una matriz de cambio de base (real):
-1 -3 1 2 2 -1 4 -1 -1
(@ [ -3 5 -1 (02 o 1 2 -1
-3 3 1 31 1 -1 2
6 6 4 4
001 4 2 0 —4
o 1o o) | -
(d) (e) 0 9 o
1 00
-4 0 0 -2

Encontrar la forma canénica de Jordan y la matriz de cambio de base
correspondiente de las matrices
3 -1 -1 —14 1 12
(a) 1 2 -1 (b) —-13 0 12
1 -1 1 —-17 1 15
0 -1 -2 3 2 -3
(c) 1 3 d 4 10 —12
1 0 3 3 6 -7

En los siguientes casos hallar los autovalores (reales o complejos), los
autovectores de C" y la matriz de paso en su forma real y/o compleja de:

1 141 1 -1
(a) ( 12.) (b) (Q 1) (©)

o R O O

= = O O
|
—
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Calcular A%° donde

1 2 -2
A= 2 1 -2
2 2 =3

Problemas

Determinar los coeficientes a, b, ¢, d, e y f de la matriz

1 1 1
A=|a b c
d e f

sabiendo que (1,1,1), (1,0,—1) y (1,—1,0) son autovectores. ;Cudles son los
autovalores de la matriz?

Determinar para qué valores a,b € R, la matriz

a b 0
A= 0 -1 0 | €e M3(R)
0
es diagonalizable.
Dada la matriz
2 =2 6
A= 0 a 4-a
0 a —a

probar que ésta es diagonalizable para todo a # 0.

Hallar las formas canénicas y las correspondientes matrices de paso
de las aplicaciones f y g cuyas matrices respecto de la base candnica son,

respectivamente,
-1 -4 -3 -2 -1 5 -4 -3 -2 -1
0o -13 -10 -7 -3 0o -12 -10 -8 -3
(a) 0 -8 =59 —-40 -22 (b)y |0 —13 —11 -13 -1
0 104 74 50 27 0 37 32 30 6
0 90 62 43 22 0 28 20 18 7

Indicacién: Pp(A) = A+ 1)*B =Xy P,(\) = (5—X)3(A—2)2%
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Hallar la potencia n-ésima de la matriz

h
I
- o 9

b b
a b
b a

Calcular, si es posible, el lim A", donde A es la matriz

n—oo

53 0
0.9 0.15 05 0
a b c -3 2 0
) <0.1 o.ss) (®) <0.5 1) ) 2
-6 -6 —1

Ejercicios tedricos
Probar que los autovalores de una matriz real y simétrica de orden dos
son siempre reales.

Probar que si A es no singular, entonces los autovalores de A~! son los
inversos de los autovalores de A.

*[3E Encontrar los autovalores y autovectores de la aplicacién derivada

D: Pi[z]
p(z)

— PRla]
- p(z)

Probar que si A es un autovalor de una matriz A asociado a un autovector
Xy p es un autovalor de otra matriz B asociado al mismo autovector x, entonces
A+ i es un autovalor de A + B asociado a x.

Sean A, B € M,,(K) dos matrices invertibles, v € K™ un vector no nulo
v A € K un escalar no nulo tales que se verifica Av = ABv. ;Cudles de las
siguientes afirmaciones son ciertas?

v es un autovector asociado al autovalor \ de la matriz BA~1.

v es un autovector asociado al autovalor A\ de la matriz AB~1.

)
)
¢) v es un autovector asociado al autovalor A= de la matriz BA~1.
)
) v es un autovector asociado al autovalor A de la matriz B~1A.

B Sean A, B € M, (K). ;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

(a) A es diagonalizable si y solo si A — I es diagonalizable.
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(b) 1 es autovalor de A si y sélo si A — I no es invertible.

(¢) Si v es un autovector asociado al autovalor A de la matriz BA y B es
invertible, entonces B~'v es un autovector asociado al autovalor A de la
matriz AB.

(d) 0 es autovalor de AB siy sélo si 0 es autovalor de BA.

*[F] Dada una suma directa V = W @ Z podemos definir E € £(V) como
Ev)=zsiv=z+4+wconzeZyweW.

(a) Probar que E? = E, W =ker(E) y Z = Im(E).
(b) Encontrar los autovalores de la aplicacién E.

*[F] Supongamos que A es una matriz equivalente a otra matriz D, diagonal
donde los elementos de la diagonal son A, Ag,..., A, tal que |A\;| < 1 para
i=1,..,n. Sea pp(A) =T+ A+ A%+ ...+ A

(a) Probar que si A= PDP~! entonces
pe(A) =PI +D+D*+---+ D")P!
(b) Demostrar que klinolopk (A) existe.
(c) Sidenotamos por B a la matriz Y 5o A¥ = I+ A+ A%+ ..., probar que

B=(I- A"

Indicacién: considérese ka (I —A)pr(A).
— 00

*[F Supongamos que la matriz A es equivalente a la matriz diagonal D cuyos
elementos de la diagonal son Aq, Ag, ..., A,,. Sea

A A2 AF

Demostrar que si A = PDP~! entonces

e>\1 0 .. 0
0 e .. 0
lim pp(A) = P . ) ) p!
k—oo : : . . :
0 0 eMn

Indicacion: g o er.
k=0
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Ejercicios adicionales

Usar Python para encontrar la forma de Jordan de la matriz

-4 =5 =3 1 -2 0 1 -2

4 7 -1 9 -1 2

-1 0 0 0 0

. -1 1 —4 0 -3 1
-8 —-14 =5 1 —6 0 1 4

4 7T 4 -3 3 -1 -3 4

-2 =2 -3 0 4 -1

T3 0 2 0 3

Considérese un sistema de muelles como el de la figura adjunta com-
puesto por tres masas iguales conectadas entre si por tres muelles de idéntica

longitud y la misma constante de proporcionalidad k.

Denotemos por yi1, y2 € ys al desplazamiento vertical (hacia
abajo) de cada una de las masas. Probar que el sistema de ecuacio-
nes diferenciales que modela el movimiento del sistema viene dado
por

Yy k -2 1 0 Y1
yy | = ooy I -2 1 Yo
Y3 0 1 -1 Ys

y usar Python para encontrar los modos fundamentales de la es-
tructura.






7 Ecuaciones lineales en diferencias

INTRODUCCION

Numerosos procesos temporales, esto es, que evolucionan con el tiempo,
pueden ser modelados a través de sistemas discretos, en los cuales se considera
que el paso de un estado del sistema al siguiente estd separado por un intervalo
temporal determinado.

Por ejemplo, imaginemos que pretendemos averiguar la evoluciéon de un
fondo de inversién cuyos intereses se abonan al final de un periodo estipulado
(usualmente, cada mes). De este modo, el capital existente no se incrementa de
forma continua, sino que lo hace mes a mes. Los intereses abonados al final del
primer mes incrementan el capital, de manera que el calculo de los mismos al
mes siguiente difiere del cdlculo en el mes anterior.

De este modo, podemos establecer una sucesién de valores que proporcione
el capital obtenido en cada mes; esto es, xg, 1, o, ..., siendo xy nuestro capital
inicial.

El célculo del capital en el mes k-ésimo vendra dado por el capital en el mes
k — 1 junto con los intereses que ha generado. Si ¢ denota el interés mensual
en %, entonces

T = Tpo1 + 1870%_1 = (1 + ﬁ) Tp—1, k=>1
Esta ecuacién representa un fenémeno dinamico discreto, y se denomina
comunmente ecuacion en diferencias. La ecuacién proporciona los valores en
la etapa k a partir de los valores en la etapa k — 1. El interés en estas ecuaciones
estd en averiguar el estado del sistema en una etapa determinada, o su evolu-
cion en el estado limite, es decir, cuando & — 0o, sin necesidad de ir recorriendo
todos los estados uno a uno.
En este ejemplo concreto, es facil obtener el valor en la etapa k pues,

. . 2 . k
1 1 1
= 1 _— 1= 1 —_— R 1
Tk < +100>x’“ ! ( +100> T2 ( +100> o0

de manera que es posible obtener dicho valor directamente a partir del dato xg.
Es decir, hemos resuelto la ecuacién en diferencias.

285
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Este tipo de ecuaciones pueden complicarse, por ejemplo, variando el tipo
de interés de un mes a otro. En tal caso, la ecuacion resultaria
Z'(k))
=14+ — ) xK_1,
g ( 100/ "

con i(k) el interés en el mes k-ésimo, lo que obviamente dificulta el estudio.

De forma similar, pueden encontrarse fenémenos modelados por ecuaciones
en diferencias de orden superior, esto es, que involucran no sélo lo que ocurre
en un estado inmediatamente anterior, sino lo ocurrido en estados anteriores,
como por ejemplo, la sucesién de Fibonacci®

Thyo = Th1 + 2, k>0

En este caso estamos ante una ecuacién en diferencias de orden dos (pues el
célculo de un estado involucra dos estados anteriores).

Incluso es posible tener sistemas de ecuaciones en diferencias, mas conocidos
como sistemas dindmicos discretos que equivalen a sucesiones multidimensio-
nales, es decir, una sucesién de valores vectoriales, cuya evolucion, al igual que
las ecuaciones en diferencias, viene marcada por el comportamiento del sistema
en el estado anterior (en los sistemas de primer orden), o en estados anteriores
(si el sistema es de orden superior). Al igual que antes, el interés en este tipo
de sistemas es estudiar su dinamica, es decir averiguar hacia dénde tiende el
sistema a partir de un dato inicial.

Definicién 7.1

Una ecuacion en diferencias de orden n es una expresion del tipo

f(k7$kt7xk+17 e 7:Ek:+n) =0

Si f es lineal en xg, . .., Tgy, se dird ecuacién en diferencias lineal, que de forma
genérica se escribe

n(K)Than + -+ a1(k)zpy1 + ao(k)zr = g(k)

donde ag, . ..,a, y g son funciones. En el caso en el que ay, . . ., a, sean constan-
tes se dira ecuacion en diferencias lineal con coeficientes constantes. Si ademas
g = 0 se dice ecuacién homogénea y si g # 0 no homogénea.

Si f es una funcién con valores vectoriales y xj es también un vector,
estaremos hablando de sistemas de ecuaciones en diferencias.

1La sucesién toma su nombre del italiano Leonardo da Pisa, més conocido como Fibo-
nacci, aunque aparece con anterioridad en trabajos de matemaéticos indios. Tiene numerosas
aplicaciones en ciencias de la computacion, biologia o teoria de juegos.
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Proposicion 7.1

o 1 . .z . ;
Si y,(g ), ey ylgm) son soluciones de la ecuacion lineal homogénea, entonces

cualquier combinacién lineal suya también es solucién.

Demostracion:
En efecto, si y,(gl), ey y,(cm) resuelven la ecuacion

an (k) Tkqn + -+ a1(k)zps1 + ao(k)zp =0
se tendra:

(1)

an(k)y), + -+ ar(k)ys), + ao(k)y” =0

an(k)y), 4+ ar(R)yo), + ao(k)yl? =0

an (k)™ + -+ ar(R)y™) + ao(k)y™ =0

Si ahora consideramos una combinacién lineal de las ecuaciones anteriores:
0=rc (an(k)y,&)n +- 4 al(k:)y,gzl + ao(kz)y,(cl)> + -

+em (an (R, + -+ ar (g + ao(k)y™)

1 7 1 ie
= an(k) (cryl), + o+ emyli) + o+ ar(k) (el + o+ emyl)

+ ao(k‘) (cly,(;) + -+ Cmy}g;m)>

es decir, (:1y,(c Jbo+ cmy,(cm) es solucién de la ecuacién en diferencias.

Definicion 7.2

Un conjunto de n soluciones linealmente independientes de una ecuacién
lineal homogénea de orden n se dice sistema fundamental de soluciones.

Definicion 7.3

Llamaremos solucion particular a cualquier soluciéon de la ecuaciéon no ho-
mogénea.
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Proposicion 7.2

Si y es solucién de la ecuacién lineal homogénea e y®) es una solucién
particular de la ecuaciéon no homogénea, la suma de ambas también es solucion
de la ecuaciéon no homogénea.

La demostracién es elemental y se deja al lector.

ECUACIONES Y SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN

Consideremos la ecuacién de primer orden homogénea con coeficientes cons-

tantes:

a12k+1 + apxr, =0
Dividiendo por a; (si a3 = 0 la solucién es trivialmente cero), se tiene que
Tpt1 = ATk, CON @ = —Z—‘;. Realizando reiteradas sustituciones hacia atras,

zr = a*xg

expresién que nos proporciona la solucién de la ecuacién lineal de coeficientes
constantes de primer orden.

Para tratar el caso de sistemas lineales de ecuaciones en diferencias con
coeficientes constantes vamos a ver unos cuantos ejemplos en dimension dos.

Ejemplo 7.1

(1) Estudiemos el siguiente sistema de primer orden homogéneo con coeficien-
tes constantes:

Th+1 = Tk — Yk
Y1 = 2z + 4y

El sistema se puede representar en forma matricial,

o) =G ()

o abreviadamente x4 = Axy, con




7.2 = Ecuaciones y sistemas lineales de primer orden

Al igual que en el caso anterior, si realizamos sustituciones regresivas:
Xp = Axp_1 = AAxp_o = A%xp_53 = --- = AFxg

Noétese que para resolver estos sistemas tendriamos que calcular la poten-
clas k-ésimas de la matriz A, tal y como vimos en la seccién 6.3.2. Sin
embargo, vamos a aprovechar la informacion proveniente de la forma de
Jordan para obtener la solucién del sistema dindmico de modo que no sea
necesario calcular inversas y multiplicaciones de matrices.

Calculamos para ello la forma de Jordan de A: sus autovalores son A =2y
A = 3, y por tanto se trata de una matriz diagonalizable. Si consideramos
la base formada por los autovectores, y denotamos por P a la matriz de
cambio de base de la candnica a la base formada por los autovectores
sabemos que A = P~'JP. Si hacemos el cambio de base y, = Pxy
entonces

Xk+1 = Axk = PXk+1 = PAXk- = PXk+1 = JPxy
y por tanto,
Yit1 = Jyr = yi = JFyo

Es decir, lo que sucede es que si elegimos la base adecuada (en este caso,
la base formada por los autovectores de A), el sistema dindmico se puede
reescribir en términos de la matriz de Jordan. Puesto que

2 0 (28 0
J = = J' =

0 3 0 3k
612k

3k

) , con c1 y co las componentes de yg. Desha-
C2

obtenemos que y, = (

ciendo el cambio anterior, x; = Py}, se tendrd que

2k
X = p! @
023k

Observando que P~! es la matriz de cambio de la base de autovectores a
la base candnica, bastara calcular los autovectores, que en este caso son
(1,—1) y (1, —2) para obtener:

L P e [P L R R
Yk =@ —2cy

como solucién general. Las constantes ¢ y co se determinan a partir de
los datos iniciales.
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Si miramos el aspecto de la solucién general encontrada, podemos evitar
de cierta forma la multiplicacién de matrices y el calculo de autovectores
razonando del siguiente modo: dado que los autovalores son 2 y 3, la
solucion general que buscamos tendré el siguiente aspecto:

xp = C12F + Cy3*

donde C; y C, son vectores constantes a determinar. Dado que se trata de
un sistema bidimensional de primer orden, la solucién general sélo depende
de dos pardmetros (y no cuatro, como senalan los vectores C; y Cag). Si

Ci1

denotamos por C; = < > e imponemos cualquiera de las ecuaciones del

Ci2
sistema se obtiene que

k1 k1 k k k k
The1 = T — Yp = 112" 4+ 0013 = 09127 4+ 013" — 122" — 203

2c11 = c11 — C12 C11 = —C12
=
3c21 = €21 — €22 2c91 = —C22

Es decir, la solucién general viene dada por

I e LN R
Yk —c11 —2co1

que coincide con la obtenida antes.

de donde

(11) Veamos ahora el sistema

The1 = 2z + Yk
Y1 = —Tk + 4y

que en forma matricial es,

)= (5 )

El calculo de la forma de Jordan de A se realizé en el ejemplo 6.12,

obteniéndose que
3 1 3k 3k
J = = ¥ =
0 3 0 3k
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(111)

Procediendo como en el ejemplo anterior, usando el cambio y, = Pxy,
donde P serd la inversa de la matriz de paso en el calculo de la forma de
Jordan, entonces

3F 4 coh3F 1
i = Joyo sy = [0 “ = )3k [P k3r?
623 C2 0

Para deshacer el cambio, vamos a razonar como en el ejemplo anterior;
puesto que x, = P~ Ly, en definitiva tendremos que

xp = C13F + Cyk3*

con C; y Cs vectores constantes a determinar (que dependeran solo de
dos pardmetros, y no de cuatro). Usando que x11 = 2z + yx y poniendo

C, = Ci1
Ci2
(3611 SIS 3621)3k + 3C21]€3k = (2011 SIS 612)3k P (2021 SIS CQQ)k?)k

se tiene que c12 = €11 + 3¢21 ¥ €21 = €22, por tanto, la solucién general

queda como
T _ C11 3k i C21 k3
Yk c11 + 3ea1 C21

Veamos finalmente un ejemplo que involucra autovalores complejos. Dado
el sistema de ecuaciones en diferencias

Th+1 = Tkt Yk
Y+l = —Tk+ Yk

1 1
cuya matriz asociada es A = ( ) 1) , su forma de Jordan (compleja) es

J_ 1+ 0
0 1—1

En este caso es mds conveniente acudir a la forma polar de los niimeros
complejos para calcular las potencias de J:

(va)' et o

kE _
TN o e
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Como yi, = J*y, obtendremos

. c1 (\/i)k s _ c1 (\@)k (cos (k—) + isen (%’T))

Co (ﬂ)k P & Co (ﬁ)k (cos (f%’r) + i sen (f%’r))

_ (2) (v2)*cos (57) + (_) (v3)"sen (F)

Al igual que en los ejemplos anteriores, multiplicando por P! llegamos a
una solucién general de la forma

k

xp = Cy (\@)kcos (5) + Co (\@) sen (22)

en la que, para determinar los vectores

C, = (Cﬂ)
Ci2

deberiamos imponemos alguna de las ecuaciones del sistema, por ejemplo
Tk+1 = Tk + Yx, dando lugar a

C11 (\/é)k—H COos ((kt%)ﬂ) + c21 (\@)k—H sen (@) =

(e11 + 1) (ﬁ)k o8 (%ﬂ) + (c21 + c22) (\@)k sen (%ﬂ)

Para poder obtener una relaciéon entre coeficientes es preciso usar las
conocidas férmulas trigonométricas

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A) sen(B)
sen(A + B) = sen(A) cos(B) + cos(A) sen(B)

y realizar operaciones. Sin embargo, en estos casos es mas conveniente
obtener la relacién entre los coeficientes de los vectores C; razonando de
modo distinto. En lugar de imponer una de las ecuaciones el sistema, po-
demos apoyarnos en los valores iniciales. Por ejemplo, la solucién obtenida
para k = 0 se escribe:

() =) 0o (2) 00 ()
0 C12 C22 C12
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mientras que para k = 1:

x c c c11 + ¢
1) _ (e V2 cos m i 21 V2 sen T_ (e 21
Y1 C12 4 C22 4 C12 + C22

Por otra parte, del sistema original se deduce que 1 = 2o +yo y y1 =
—xo + Yo, asi pues

€11 + ¢21 = €11 + C12

C12 + C22 = —C11 + C12

luego c12 = ¢21, a2 = —cq1. La solucién general queda

() = (=) 3 () () () e ()

Los célculos realizados en el ejemplo anterior pueden generalizarse a sistemas
de dimensién superior, obteniéndose el siguiente resultado.

g Teorema 7:1

Sea xj11 = Axj un sistema de ecuaciones lineales en diferencias de primer
orden con coeficientes constantes de dimensién n, es decir, A € M,,(R). Las so-
luciones del sistema estan formadas por una combinacién lineal de las siguientes
soluciones:

= \*. si \ es un autovalor real simple de A.
w A ENE L E™TINE si X es un autovalor real de multiplicidad m de A.

s 78 cos(kf), r¥sen(kf) si A = re?’ es un autovalor complejo de A (y por
tanto, su conjugado también).

s 78 cos(kf), r¥sen(kf), kr*cos(kf), krFsen(kf), ..., k™ lrkcos(kf),
km=1rk sen(kd), si A = re? es un autovalor complejo de multiplicidad
m de A (y su conjugado también).

La demostracién sigue las mismas ideas desarrolladas en el ejemplo 7.1,
aunque los detalles resultan muy engorrosos, por lo que la omitiremos.
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ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR

A través del ejemplo 7.1 hemos visto que la resolucién de sistemas lineales
homogéneos con coeficientes constantes de primer orden se lleva a cabo mediante
el cémputo de los autovalores de la matriz del sistema, a partir de los cuales
obtenemos el sistema fundamental de soluciones. Veamos cémo aprovechar
esta idea para abordar ecuaciones lineales con coeficientes constantes de orden
superior.

Dada la ecuacién en diferencias de orden n,

Thtn + On-1Thin—1+ - + 01 Tky1 + aorr =0 (7.1)
definimos el vector de n componentes
Yr = (xka Tht1s--- 7xk+n71)

de manera que yx11 = (41, .-, Thtn). Entonces la ecuacién (7.1) se transfor-
ma en el sistema de primer orden

0 1 0o - 0
0 0 1 .. 0
Yi+1 = . . . . . Yk
—ap —ap —az - —Qp_1

No es dificil probar por induccién que el polinomio caracteristico de la matriz
anterior es
A" 4 ap A NV ag A+ ag

de manera que los autovalores de la matriz se deducen de las soluciones de lo
que se conoce como ecuacion caracteristica de (7.1):

N ba, AN b a A +ag =0

la cual puede obtenerse directamente de la expresién (7.1) sin necesidad de pasar
por el sistema.
A partir de lo establecido en el Teorema 7.1 se deduce que:

(1) Si A es una rafz real simple de la ecuacién caracteristica, una solucién
vendra dada por A\*.

(11) Si A es un raiz de multiplicidad m de la ecuacién caracteristica, obtendre-
mos m soluciones de la forma: A¥, kA*, ... k™ INE,

(1) Si A = |A\|e*? es un raiz compleja (junto con su conjugada) de la ecuacién
caracteristica, entonces tenemos dos soluciones del tipo |A|* cos(kf) y
IN|* sen(k6).
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(1v) Si A = |Me* es un rafz compleja (junto con su conjugada) de mul-
tiplicidad m, entonces las 2m soluciones asociadas son: || cos(k6),
EIAF cos(kB), ..., k™YAF cos(kB), |A\|F sen(kB), k|A|Fsen(kf), ...,
Em=L\|F sen(k6).

Ejemplo 7.2

(1) Resolvamos la siguiente ecuacién de orden dos
Thto = 2Tp41 — Tk,
Consideramos la ecuacién caracteristica asociada:
A —2X+1=0
cuyas raices son A = 1 doble. Entonces, la solucién general de la ecuacién
es
_ .1k k _
T = c11° + ckl” = ¢ + ok
(11) Resolvamos la ecuacién en diferencias
Thya = —Tp, To=2x2=0, x1 =2x3=1
La ecuacién caracteristica es ahora: A* + 1 = 0, cuyas raices son
A =€ E+73) conn=0,1,2,3

Por tanto la solucién general queda

- von () v () o (2] o (21
T = €1 COS 1 Co Sen 1 c3 Cos 1 C4 SEN 1

Para determinar la solucién con los datos iniciales dados no tenemos maés
que sustituir:

To=0=c1+c3=0, $1:1:>§(01+02—03+C4):1
Lo =0=co+c4 =0, x3:1:>§(—01+02—03—04):1
de donde se deduce que ¢; = ¢y = %, c3=c4 = f%. Es decir, la solucién

es

G R CRCY)




@ Tema 7 = Ecuaciones lineales en diferencias

Ecuaciones no homogéneas

Para resolver ecuaciones en diferencias no homogéneas haremos uso de la
Proposicion 7.2, es decir, primero resolveremos la ecuaciéon homogénea y luego
obtendremos una solucién particular de la no homogénea. La suma de ambas
nos dara la solucién general de la ecuacién no homogénea.

Para obtener soluciones particulares buscaremos soluciones que se asemejen
a la parte no homogénea de la ecuacion a resolver, introduciendo constantes
indeterminadas que resolveremos imponiendo que se satisfaga la ecuacion.

Consideremos la ecuacion lineal de primer orden no homogénea
Tpt1 = aTg + 5 (7.2)

La solucién de la ecuacién homogénea la vimos al inicio de la seccién 7.2,
resultando z, = Ca¥. Para obtener una solucién particular de la ecuacién no
homogénea probaremos con una solucién del tipo xp = A, con A constante.
Sustituyendo en (7.2):

Si o = 1, podemos probar con x;, = Ak, que nos lleva a
Ak+1)=Ak+p5=>A=p0
Asi pues la solucién general de la ecuacién no homogénea es:
Co* + % sia#1
CoF+pk sia=1

La constante C' quedara determinada con la condicién inicial.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 7.3

(1) Resolver la ecuacién de primer orden

Thy1 = 0Tk + 3k7 o =1

Al igual que antes, resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea
Thy1 = bay cuya solucién general es z = C5¥. Para obtener una solucién
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(111)

particular de la ecuacién no homogénea probaremos con una sucesién del
ipo x = . Sustituyen n uacion
tipo z = A3F. Sustituyendo en la ecuacié

1

Aﬁ*1:5A3k+3k:>A::—§
La solucion general es xj = —%Sk + C5F. Para obtener la solucién con
condicién inicial zg = 1 bastard sustituir en la expresiéon anterior para

obtener que C = % y por tanto

1 3
_ gk Zkk
2 * 2

T =
Resolvamos la ecuacién

Tipo + Thy1 + 2k =k>+k+1, zo=21=0

Para resolver la ecuacién homogénea observamos que la ecuacion carac-
teristica es

AP +A+1=0
cuyas raices son A = —% + @z = %1, Luego la solucién general de la

ecuacién homogénea es

2km 2km
T = C1 COS T + c2 sen T

Por otra parte, buscaremos una solucién particular de la forma z; =
Ak? + Bk + C. Sustituyendo,

A(k+2)24B(k+2)+C+A(k+1)24+B(k+1)+C+Ak?4+Bk+C = k2 +k+1

se obtiene | | .
A==, B=—-, (C=-=
3 3 9

obteniéndose asi la solucién general de la ecuaciéon dada:

(2k7r)+ <2k77)+1k2 1k‘—|—1
=S5 — n{ — - - = -
TR = €1 COS 3 Co se 3 3 3 5

Sustituyendo esta expresion para rg = x1 = 0 se obtiene que ¢; = —% y
_ 1
Coy — 33

Resolvamos la ecuacién en diferencias

Tpra + a2k =2k +1

297
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La solucién general de la ecuacién homogénea la hemos calculado en (I1)
del ejemplo 7.2:

= creos () +exsen (5 ) escos (57 ) - easen (3F)
T = €1 COS 1 Co sen 1 C3 COS 1 C4 SEN 1

Por otro lado, buscaremos una solucién particular de la ecuacién no
homogénea que sea de la forma xp = Ak + B, obteniéndose

Ak +4)+ B+ Ak+B=2k+1= A=1, B:—%

y por tanto, la solucién general de la ecuacion es

T} = C1 COS 4 Co Sen 4 C3 COS 4 C4 Sen 1 B

Resolver el sistema de ecuaciones en diferencias

95 = +k
{ k+1 Yk 0 =0, 7= 1

Yer1 = Y

Procedemos a calcular la solucién general del sistema homogéneo asociado

()=o) G2)

cuyos autovalores son 3 y —3, y los autovectores (1,3) y (1, —3), respecti-
vamente; de modo que la solucién general vendra dada por

T\ [ 1 2 C21 vk
) =) ()

Para buscar una solucién particular procedemos de forma similar a los
ejemplos anteriores, es decir, buscamos un vector de la forma

Tk \ A1k + B;
Y Ask + Bo
Imponiendo que esta expresién sea solucién de la ecuacién en diferencias:

Ai(k+1)+ By = Ask+ By + k
Ag(k +1) + By = 9(A1k + By)
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se obtiene el sistema

A — Ay 1
Ai+Bi—B, = 0
Ay —94;, = 0
Ay +By—9B; = 0
cuya solucién es A1 = —%, By = —5, Ay = — y B = —=%. La solucién

general de la ecuacién no homogénea serd

T c c —3k— 2
LA L 2 ) (Cayh g s8R~ 32
Yk 3c1 —3co1 92

©

Imponiendo ahora la condicién inicial g = 0, yg = 1 se tiene

611+021*3%:0 N 7 13
Cl1 = 57y C21 = —

3611 — 3021 — % =1 24 96

a
CADENAS DE MARKOV

Una de las aplicaciones tipicas de los sistemas dindmicos discretos aparece
cuando los sistemas de ecuaciones en diferencias tratan con cantidades porcen-
tuales que pasan de un estado a otro sin variar en su conjunto. Veamoslo en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.4

Supongamos que los N habitantes de una cierta ciudad realizan sus compras
en uno de los tres supermercados existentes X, Y y Z. Considerando que las
grandes compras se realizan una vez por semana, y que los consumidores compa-
ran calidad, precio, comodidad, etc., algunos deciden cambiar de supermercado,
mientras que otros permanecen fieles. Pongamos que el porcentaje de clientes
que al cabo de una semana deciden permanecer o cambiar de supermercado esté
dado en la siguiente tabla:
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X Y Z
X | .80 .20 .10
Y | .10 .70 .30
Z | .10 .10 .60

donde el porcentaje p que aparece en la fila i y la columna j significa que si
en una semana hay m clientes que compran en el supermercado j, la semana
siguiente habra pm clientes que compran en el supermercado i. Suponiendo que
el namero de clientes es constante, se trata de averiguar cudl serd el mercado
que atraiga al mayor nimero de compradores.

Si denotamos por zy, yr y 2r al nimero de clientes que compran en los
supermercados X, Y y Z en la semana k, respectivamente, es facil darse cuenta
que

T+1 = 080Ik + 020yk + 0.1Zk
Yr+1 = 0.10x; + 0.70y; + 0.3z (7.3)

2k+1 = 0.10z + 0.10y; + 0.62%

es decir, tenemos un sistema de ecuaciones en diferencias lineal homogéneo.

El anterior es un tipico ejemplo de lo que se conoce como una cadena o
sistema de Markov.?

Definicion 7.4

Diremos que una matriz real cuadrada es de Markov si sus elementos son no
negativos y sus columnas suman uno.

La interpretacién tipica en términos de probabilidad de una matriz de
Markov es la de un sistema que consta de n estados posibles Ey,..., E, en
la que la probabilidad de pasar del estado Ej; al estado E; viene dada por el
elemento a;;.

Veamos algunas propiedades interesantes de estos sistemas.

2Introducidas por el matematico ruso Andréi Andréyevich Markov en 1907.
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Proposicion 7.3

Si A es una matriz de Markov entonces:
(1) Todos sus autovalores A verifican que |A| < 1.

() A =1 es autovalor de A.

301

Demostracion:

(1) Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que |[A\| > 1 es un
autovalor de A asociado a un autovector v, que podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que satisface que

n

Z|Ui\=1

i=1
Entonces

n

<IN =AY ol = Y10 = Do 1Av)l = 3 > i,

i=1 i=1|j=1

< :1 <§ aijvj|> = Zn: (an aij> ;| = an o;| = 1

7j=1 \i=1 Jj=1
pues las columnas de A suman uno y los elementos a;; son positivos.

(11) Puesto que las columnas de A suman uno, si e = (1,...,1) se tiene que
e’ A = e”. Trasponiendo esta expresién: ATe = e, por tanto e es un
autovector de AT asociado al autovalor 1. Puesto que una matriz y su
traspuesta tienen los mismos autovalores, se tiene el resultado.

Definicion 7.5

Un vector v se dice vector de probabilidad si sus componentes son todas no
negativas y suman uno.

En la demostracién de (1) de la Proposicién 7.3 se demuestra implicitamente
el siguiente resultado:
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Proposicion 7.4

Si A es una matriz de Markov y v un vector de probabilidad, entonces Av
también es un vector de probabilidad.

El significado de este resultado es el siguiente: en un proceso de Markov,
“no se gana ni se pierde nada”, es decir, la cantidad total que hay al inicio
permanece constante durante todo el proceso.

Definicion 7.6

Se denomina vector estacionario o de equilibrio de una matriz de Markov a
todo vector de probabilidad v tal que Av = v.

En particular, los vectores de equilibrio de una matriz de Markov son los
autovectores asociados al autovalor 1.

Ejemplo 7.5 (continuacién del ejemplo 7.4)

El sistema (7.3) se representa en forma matricial por x;+1 = Axy, donde

Tk 0.8 0.2 0.1
Xp=| y A= 01 0.7 03
Zk 0.1 0.1 06
de modo que x; = AFxg. Supongamos que el dato inicial es (zo,¥0,20) =

(0.2,0.3,0.5), es decir, que inicialmente, hay un 20 % de la poblacién que va al
supermercado X, un 30% va al Y y un 50% va al Z. Tratemos de averiguar
la tendencia del mercado, es decir, qué porcentaje de poblacion acudira a cada
uno de los supermercados pasado un cierto tiempo.

Teniendo en cuenta que los autovalores de A son 1, 0.6 y 0.5 se tendra que
la solucién general del sistema vendra dada por

x, = C1 + C5(0.6)F 4+ C3(0.5)*

Dado que esto es un sistema tridimensional, la soluciéon general deberd depender
de tres constantes, y no de nueve como indica la apariciéon de los vectores C;.
Podriamos proceder de forma similar a los ejemplos de sistemas de ecuaciones
en diferencias que hemos tratado, imponiendo en este caso dos de las ecuaciones
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para reducir el niimero de constantes o usando los estados iniciales, pero esto es

bastante tedioso.

En este caso, razonaremos de otro modo. Si calculamos los autovectores
asociados a cada autovalor obtenemos los vectores (9,7,4), (1,-1,0) y (1,-2,1)
asociados a 1, 0.6 y 0.5 respectivamente. Calculemos ahora (a1, as, a3) tales que

a; = 0.05
(0.2,0.3,0.5) = a1(9,7,4) + a2(1,-1,0) + as(1,—-2,1) = as = —0.55
a3 = 0.3
Entonces, el estado limite
1 1
Xoo = lim AFxg = lm A* |0.05| 7 | =055 —1 | +0.3[ —2
k—o0 k—o0
1

= lm [0.054% [ 7 | —0.554% | —1 | +0.34F

k—o0

0.45
0.35

9 1
= lim 0.05-1% [ 7 | —0.55-(0.6)* [ —1 | +0.3-(0.5)" <
—00
4

En el ejemplo anterior hemos usado que si v es un autovector de A asociado
a un autovalor \, entonces v es un autovector de A* asociado al autovalor \*,
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es decir,
Av = v = Afv = My

Por otro lado, los calculos realizados son validos en cualquier situacion, es decir,
aqui no se ha usado que la matriz es de Markov.

Maés aun, en este caso concreto debemos observar que nos hubiera sobrado
con calcular el autovector asociado al autovalor 1, pues en el estado limite, los
autovectores asociados a autovalores menores que uno desaparecen, por lo que
el estado limite es un vector estacionario.

Ejemplo 7.6

Un ratén se encuentra en un laberinto con 5 compartimentos que estan
conectados entre si a través de tuneles tal y como se representa en la siguiente
figura.

)

[\V]

o~

Se supone que cada vez que el ratén deja un compartimento y elige un tinel
que lo conecta, lo hace con igual probabilidad, y que en cada etapa, el raton
siempre elige un tinel para moverse. Encontrar en qué compartimento pasara
el ratén la mayor parte del tiempo, tras un periodo suficientemente largo.

Segun la figura, la probabilidad de que el ratén se mueva de un comparti-
mento a otro en una determinada etapa vendra dada por la siguiente matriz:

1 1 1
0 5 5 3 0
1 1
Logo o i
11 2 1 1
A=13 0 % 3 3
1 1 1
5 05 0 3
101 01 2
02535

donde el elemento de la fila ¢ columna j representa la probabilidad de que el
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raton vaya desde el compartimento j al i.

Denotando por ml(-k), a la probabilidad de que en la etapa k el ratén esté en
el compartimento 7, el estado del sistema vendrd dado por x*+1) = Ax(k).
Suponiendo que el ratén se encuentra en el estado inicial en cualquiera de
los compartimentos con igual probabilidad, es decir, el estado inicial x(©) =
(%, %7 %, %, %) veamos cudl es el estado limite.

Puesto que se trata de un proceso de Markov, todos los estados asociados a
autovalores menores que uno desparecera en el limite, por lo que solo hemos de
preocuparnos por los estados estacionarios, es decir, los autovectores asociados
al autovalor 1.

Si calculamos ker(A — I) se obtiene como autovector independiente v =
(3,2,5,3,5), de modo que xk) = A% = ¢v, donde ¢ es una constante
que determinamos observando que el resultado tiene que ser un vector de
probabilidad (segin la Proposicion 7.4). Asi, la suma de sus elementos debe ser
uno y por tanto ¢ = %. El estado limite corresponde al vector (%, %, 15—8, %, 1—58),

lo que significa que pasara el mayor tiempo en los compartimentos 3 y 5.

APLICACION: MODELQOS BIOLOGICOS

Un ejemplo tipico de aplicacién de los sistemas dindmicos en Biologia aparece
en los modelos de evolucién de dos especies competidoras que interactiian unas
con otras, como los modelos depredador-presa.

De manera simplificada se suele suponer que el crecimiento de una determi-
nada especie de presas (altamente reproductoras, como por ejemplo, los conejos)
en ausencia de depredadores crece segun la ecuacion

Tht1 = aTg, a>1

donde zj denota el nimero de presas en un instante temporal k, y a es un
pardmetro que estima la tasa de reproduccién de la especie. Notese que al ser
a > 1, el numero de individuos de este especie crece en cada etapa de tiempo.
Por otra parte, el crecimiento de los depredadores en ausencia de presas (y por
tanto sin alimento) es negativo, modelandose por

Yk+1 = dyr, 0<d<1

La interacciéon de ambas especies nos lleva a un sistema como el siguiente

Tpy1 = axg — byg

Yk+1 = dyr + cxp,
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en el que los pardmetros b y ¢ miden la influencia que cada especie tiene en
el crecimiento de poblacién de la otra. Asi, b > 0 indica que la presencia de
depredadores disminuye la poblacién de presas, mientras que ¢ > 0 significa
que la cantidad de presas (es decir, de alimento) incrementa el nidmero de
depredadores. El sistema anterior admite una representacién matricial del tipo

Tht1 a —=b\ [z

Yk+1 c d) \yk
que no es mas que un sistema de ecuaciones en diferencias de orden uno.
Vedmoslo con més detenimiento a través de un ejemplo concreto:

Consideremos una poblacién de zorros en una region de un bosque cuyo
alimento preferido son los conejos. Denotemos por Z; y Cj al ntmero de
individuos (en miles) de cada especie medidos en un periodo de tiempo k, y
supongamos que la evolucién de las dos poblaciones obedece a las ecuaciones
siguientes:

Zior = 0.5Zy +0.4C
Cry1 = —pZp+1.1C%

donde p es un parametro positivo a especificar. Como vemos, en ausencia de
conejos, la poblacién de zorros se divide por la mitad en cada etapa temporal,
mientras que en ausencia de zorros, la poblacién de conejos aumenta un 10 %
en cada etapa. Sin embargo, la aparicién de conejos incrementa la poblacién de
zorros, mientras que la existencia de zorros hace que la poblaciéon de conejos
disminuya.

Imaginemos en primer lugar que el pardmetro p = 0.2, y veamos cudl es
la evolucién de las poblaciones a largo plazo. En este caso el sistema dinamico

queda:
Zis1\ [ 05 04) (Z
Crii) \-02 11)\cCp

Vamos a usar Python para realizar los calculos de autovalores y autovectores:

>>> from sympy import Matrix

>>> a=Matrix ([[0.5,0.4],[-0.2,1.111)
>>> a.eigenvects ()
[(0.700000000000000, 1, [[2.0]

[ 111), (0.900000000000000, 1, [[1.0]
[ 11101

Esto es, los autovalores y autovectores asociados son:

0.7—(2,1) 09— (1,1)
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(Qué significado tiene el resultado? Teniendo en cuenta que los autovalores
son 0.7 y 0.9, el sistema tendera a algo del estilo

Z, 0
<0k> = A1(0.7)" + A5(0.9)" — (0)

Es decir, para el valor de p = 0.2, las dos especies se extinguiran. Es facil intuir
el por qué: la voracidad de los zorros hace que la poblacién de conejos se extinga
y posteriormente, al quedarse sin alimento, desaparecen también los zorros.

La pregunta ahora seria, cudnto debe valer p para que se mantengan cons-
tantes ambas poblaciones. Si los autovalores son menores que uno, acabamos de
ver que ambas poblaciones estdn condenadas a la extincién; si ambos son ma-
yores que uno, las poblaciones se disparan, es decir ambas poblaciones crecen
indefinidamente (lo que desde un punto de vista realista no tiene sentido, pues
los recursos son limitados, pero este es un efecto que no estamos considerando
en el sistema). Por otro lado, si un autovalor es mayor que uno y el otro menor
que uno, en funcién del dato inicial se tendria que las poblaciones pueden crecer
o extinguirse. Se observa que la tinica forma de llegar al equilibrio es que alguno
de los autovalores sea igual a uno.

>>> from sympy import Matrix,symbols,eye,solve
>>> p=symbols(’p’)

>>> a=Matrix ([[0.5,0.4]1,[-p,1.111)

>>> b=a-eye (2)

>>> Db.det ()

-0.05 + 0.4x*p

>>> solve(_)

[0.1250000000000001]

>>> a.subs(p,0.125) .eigenvals ()
{0.600000000000000: 1, 1.00000000000000: 1}

luego
0.5—-1 0.4

= —0.04+0.4p=0=p=0.125
—p  11-1

Es decir, para p = 0.125 los autovalores son 1 y 0.6.

Obsérvese el uso del guién bajo para reutilizar la dltima salida en Python
(linea 7) y el médulo subs (linea 9) para sustituir el valor de p en la matriz y
luego calcular los autovalores.

Para el valor de p = 0.125 aseguramos que uno de los autovalores es 1 y el
otro es menor que uno, de forma que el vector asociado al autovalor 1 nos dard
estados en los que la poblacién se mantiene constante. Si intentamos obtener el
autovector asociado al autovalor 1:

>>> a.subs(p,0.125) .eigenvects ()
[(0.600000000000000, 1, [[4.0]
[ 111), (1.00000000000000, 1, [1)]

307
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nos encontramos con que Python no es capaz de proporcionarlo, posiblemente
por algtin error de redondeo.? En este caso hemos de calcularlo a mano, resul-
tando el vector (4,5). Es decir, si el estado inicial es un multiplo de este vector,
entonces ambas poblaciones se mantienen constantes.

(6]
EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Resolver las siguientes ecuaciones en diferencias:

a) Tpyo — Tpy1 — 22, =0, 21 =0, 2 =5

C) Tpt3 — DTpta + 3Tpy1 + 92, =0

(
(b) Tn42 — 5xn+1 + 6‘757-,, = 0, r1 = ]_7 To = 2
(
(d) zpya + 22010 + 2, =0

Se dan las sucesiones recurrentes

Up = 3Up_1 + 3Up_1

Up = SUp_1 +Vp_1

con ug = 1y vg = 1. Hallar u,, y v, en funcién de n.

Sea la sucesién (de Fibonacci) 0,1,1,2,3,5,8,13,... i.e. Zpyo = Tpt1 +
z,. Calcula el término x,, en funcién de n.

Calcular, si es posible, el estado limite para el sistema cuya matriz es

0.9 0.15
0.1 0.85

Estudiar la dindmica de un punto cuyas coordenadas en el instante n
vienen dadas por las ecuaciones

T g 3 0 Tp_1
Yn = 7% -2 0 Yn—1
o 6 6 1) \ 2

3Este comportamiento, aunque anémalo, puede ocurrir en determinadas ocasiones debido
a las limitaciones o posible errores del software.
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Problemas
Sea la sucesion 0,1,2,5,12,29,..., i.e. , = 22,1 + T, _2. Demostrar
que
n n
(1+v2) (1-v2)
Ty = —

2v/2 2v/2

y usar el hecho de que % ~ 1+ /2 para aproximar v/2.

Se sabe que la posicién de una particula en el plano en el instante ¢ > 0

esta dada por
Tt . 0.5 0 Tt_1
Yt 05 1) \yt—1

Estudiar la dindmica de dicha particula segin sea la posicién inicial (zg, yo)-

Los coches espanoles sin catalizador se dividen en tres grupos: Los que
cada ano han de pasar la inspeccién técnica de vehiculos (la ITV), los que atn
son suficientemente nuevos como para no tener que pasarla y los que causan
baja (van a la chatarra). Se sabe que el 2% de los coches nuevos tienen que
pasar la ITV al afio siguiente y que el 3% de los que ya la pasaban causan
baja. Se supone que ya no se fabrican coches sin catalizador y que por tanto el
numero de coches sin catalizador es fijo. Si en el ano 95 hay 3000 coches que
deben pasar revisién y 15000 que todavia no, calcula cudntos anos han de pasar
para que se reduzca a la mitad la cantidad de coches que no tienen que pasar
la ITV.

Un estudio realizado sobre la comunidad de ingenieros industriales revela
el hecho siguiente: El 90 % de los hijos de padres ingenieros industriales cursan
estudios de ingenierfa industrial y sélo el 20 % de los hijos de padres no ingenieros
industriales cursan esa carrera. ;Cudl serd el porcentaje de estudiantes que
cursaran la carrera de ingenierfa industrial después de muchas generaciones? (se
supondrd un hijo como descendencia por cada familia).

El ascensor de un edificio con bajo y dos pisos realiza viajes de uno a
otro piso. Se sabe que la mitad de los viajes que parten del bajo se dirigen a
cada uno de los otros dos pisos, mientras que si un viaje comienza en el primer
piso, sélo el 25 % de las veces finaliza en el segundo. Por 1ltimo, si un trayecto
comienza en el segundo piso, siempre finaliza en el bajo. ; Cual es la probabilidad
de que, a largo plazo, el ascensor se encuentre en cada uno de los tres pisos?

Las familias de cierto pais se clasifican segun residan en areas rurales,
urbanas o suburbanas. Los estudios de movilidad demogréfica estiman que, en
promedio, en el curso de un ano, el 15% de las familias urbanas cambia de
residencia y se traslada a un drea suburbana, y el 5% a un drea rural; mientras
que el 6% de las familias residentes en dreas suburbanas se traslada a areas
urbanas, y el 4% a dreas rurales, y finalmente el 4% de las familias rurales
migra a las dreas urbanas y el 6% a las suburbanas. Supongamos que en el
momento actual el 40 % de las familias del pafs viven en 4reas urbanas, el 35%
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en suburbanas y el 25 % en rurales. ; Qué distribucién de poblacién es de prever
en el futuro si las tendencias no cambian?

Ejercicios tedricos

[ Se considera un sistema dindmico xj; = AX; con matriz A diagonali-
zable. Se define el radio espectral de A, y se denota por p(A) como

p(A) = mix {[Ml, Dol [Anl}
con Ai,..., A, los autovalores de A. Probar:

(a) Sip(A) <1 entonces lim xj =0, Vxo.

k—o0

(b) Si p(A) =1, existe algin xq tal que ka xi, # 0.
— 00

Probar que si A es un autovalor asociado a un autovector v de una
matriz A € M, (K), entonces \¥ es autovalor asociado a v de A*.

Sea A una matriz de Markov de orden 2 x 2 distinta de la identidad.

(a) Probar que existen ndmeros a y b, con 0 < a,b < 1 tales que

= 1—a b
a 1-b

(b) Compruébese que los vectores (b,a) y (1,—1) son autovectores de A.

(c) Hallar la forma canénica de A y obtener una expresion de A*.

Ejercicios adicionales

§E.15

Una hormiga se encuentra situada en el vértice 1 de la pirdmide truncada
que aparece en la figura adjunta.
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Cada minuto que pasa, la hormiga se des-
plaza exclusivamente por las aristas de la
piramide hasta un vértice adyacente, eligien-
do con igual probabilidad la arista por la que
se mueve. Asi, por ejemplo, en el primer mi-
nuto la hormiga se movera o al vértice 2, o al
vértice 8, o al vértice 9, con probabilidad % en
todos los casos.

Rociamos con un spray insecticida los vérti-
ces 13 y 14 de la pirdmide, de manera que si la
hormiga llega a cualquiera de estos dos vértices
morira de inmediato. ;Cudl es la probabilidad
de que la hormiga siga viva al cabo de 10 mi-

nutos? ;Y tras una hora? Hay alguna posibilidad de que la hormiga sobreviva

al cabo del tiempo?

Sugerencia: realizar los cédlculos con la ayuda de Python.
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8 Espacio vectorial euclideo

B
PRODUCTO ESCALAR

En este tema vamos a introducir una nueva operacién en un espacio vectorial,
el producto escalar, que nos va a dar acceso a nuevas e interesantes posibilidades.
Entre ellas, el producto escalar nos va a permitir introducir el concepto de
longitud en un espacio vectorial, y gracias a éste, podremos calcular distancias
entre vectores e introducir una nociéon de proximidad que tiene importantes
aplicaciones.

La introduccién de esta nueva operacion dota a los espacios vectoriales de
una estructura nueva, denominada espacio euclideo, cuya definicién damos a
continuacion.

Definicién 8.1

Sea E un espacio vectorial real. Una aplicacién

(,y: ExXE — R
xy) — xy)
se dice que es un producto escalar si satisface las siguientes propiedades:
(1
(1

(111

(1

) (x,y) = (y,x), Vx,y € E.

) x+v,2) = (x,2)+ (y,2), Vx,y,z € E.

) (ax,y) = a(x,y), Vx,y € E, Va € R.

V) (x,x) >0, Vx € E. Ademés (x,x) =0< x=0.

Si en un espacio vectorial E hay definido un producto escalar se dird que F
es un espacio euclideo (e.e.).

La propiedad (1) se denomina de simetria, (1) y (111) son propiedades de
linealidad, mientras que la propiedad (1v) se conoce como positividad. Nétese
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también que de (1)—(111) se deduce

(x,y +2)=(xy) + (x2)

Vx,y,z € E, Ya € R
(x,ay) = a(x,y)

Nota 8.1

Si E es un espacio vectorial complejo, también se puede dar una definicién
similar para lo que se conoce genéricamente como producto interno. En este caso
se trata de un aplicacién

(w)y: ExE — C
(X, y) — <Xa Y>

que satisface (11)—(1v), y en la que (1) se sustituye por

(xy)=(y,x), Vx,y€kFE

En tal caso diremos que E es un espacio unitario.

Ejemplo 8.1
(1) En R", la aplicacién
<X7 y> = Z Y
i=1

es un producto escalar, que serd el producto escalar habitual que usaremos
en este espacio. La notacién habitual para el mismo es (x,y) =x-y, o en
forma matricial, xTy.

<xw=ﬁlmﬁc D(i)

es un producto escalar.

(11) En R?,

(1) C([a,b]) es un espacio euclideo con el producto

b
mmz/fmmww
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(1v) En R?, (x,y) = 2191 no es un producto escalar puesto que no verifica
la propiedad de positividad. Obsérvese que, por ejemplo, x = (0,1) no la
satisface, pues

((0,1),(0,1)) =0, pero (0,1) no es el vector nulo.

Nota 8.2

n
En C", el producto interno habitual es (x,y) = Z TiT;.
i=1

En todo lo que sigue consideraremos que E es un espacio vectorial real.

Definicion 8.2

Sea E un e.e. Se denomina norma o longitud de un vector x a /(x,x). Se
notard por ||x||.

La norma es un concepto fundamental, pues nos permite cuantificar o medir
el tamano de un vector. Si un vector tiene norma proxima a cero, serd un vector
pequeno, y viceversa. Gracias a esto, dos vectores son préximos si la norma de

su diferencia es pequena (véase la seccién 3.3.2).
El siguiente resultado es una desigualdad notable que relaciona las normas
de dos vectores con su producto escalar.

Proposicién 8.1 (Desigualdad de Schwarz')

Six,y € E, un e.e., entonces

e Xy
Tl iyl T

ITambién denominada desigualdad de Cauchy-Schwarz, aunque la formulacién y prueba
que mostramos aqui se debe al aleman Hermann Klaus Hugo Weyl.
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Demostracion:
Sea A € R. La propiedad de positividad del producto escalar implica que

M-y, x—-y)>0, Vx,yeE, VAeR

Desarrollando la expresiéon anterior haciendo uso de las propiedades de linealidad
del producto escalar se tiene que

M (x,x) — 2\(x,y) + (y,y) >0, VA€ R

Esta ultima expresién puede ser vista como un polinomio de segundo grado en
A que, dado que es positivo, tendrad a lo mas una raiz. Es decir, el discriminante
de la ecuacién de segundo grado correspondiente debe ser menor o igual que
cero. De este modo,

(x,y)?
) APy <0 5 s <

de donde se sigue el resultado.
]

Como consecuencia de la desigualdad de Schwarz obtenemos otras desigual-
dades relevantes en la literatura matematica.

Desigualdad de Cauchy:

" " 12 , . 1/2
i=1

=1 i=1

(que se obtiene al aplicar la desigualdad de Schwarz al producto escalar (1) del
ejemplo 8.1).

Desigualdad de Bunyakowski:

/abf(fﬂ)g(w))dx < (/ab(f(ﬂc))2>1/2 (/ab(g(x))2>

(obtenida al aplicar el mismo resultado al producto escalar (111) del ejemplo 8.1).

1/2

Estas desigualdades son dificiles de probar directamente, pero inmediatas
gracias a la desigualdad de Schwartz. La siguiente desigualdad es clésica, y
también se prueba usando la desigualdad de Schwartz.

Proposicién 8.2 (Desigualdad triangular)

Vx,y de un e.e. E, se verifica:

I+ yll < [l + llyll
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Demostracion:

Ix+yl* = (x+yx+y)=|[x]"+2(xy) +]y]*

(Des. Schwartz) <l + 2l ]|y [+ Dy 1% = (I1=[1* + [ly1]*)

IN

de donde se sigue el resultado.

Nota 8.3

En la seccion 3.3.2 definimos una norma como un aplicacion verificando

(1) ||x]| >0,y ||x|| = 0 si y sélo si x = 0.
(1) [[Ax[] = [AlfIx]l, ¥A € K.

() [lx +yll < [l + [lyll-

Las dos primeras propiedades son consecuencia inmediata de la Definiciéon 8.2
y las propiedades del producto escalar, mientras que la tercera es precisamente
la desigualdad triangular. Es decir, la norma dada en la Definicién 8.2 cumple
con las propiedades anteriores.

BHEHE Matriz de un producto escalar

Una vez mas, el hecho de trabajar en un espacio vectorial de dimensién finita
en el que existen bases nos permite acudir a las coordenadas para trabajar con

los productos escalares.
En concreto, si B = {uj,...,u,} es una base de E y x,y € F sabemos que

n n
X = E i, Yy = E yiu;.
i=1 =1

Entonces, por las propiedades de linealidad del producto escalar tenemos que

n n n n n n
) = <zmiui,zyjuj> S <ui,zyjuj> S g )
i=1 j=1 i=1 j=1

i=1 j=1

hn
=(e1 - @) Ps| i | =x"Psy

Yn
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donde (Pg)i; = (u;,u;), es la denominada matriz del producto escalar o matriz
de Gram.? Debido a la simetria del producto escalar estd claro que la matriz Py
es simétrica. Notese también que para el producto escalar habitual Pg = I,,.

Dicho de otra forma, si conocemos la matriz de Gram respecto de una base,
el producto escalar se convierte en una operacién matricial que involucra las
coordenadas de los vectores respecto de esa misma base.

Ejemplo 8.2

Consideremos el espacio euclideo PZ de polinomios de grado menor o igual
con coeficientes reales dotado del producto escalar

w(0).a0) = [ poao)d
=il
La matriz de este producto escalar respecto de la base canénica B. = {1,t,t?}

se calcula:
1

1 1
<1,1>:/ 1dt =2, (1,t>:/ tdt =0, (1,t2>:/ t?dt =2,
-1 =il =il

1

1 1
<t,t>=/ t?dt = 2, <t,t2>=/ t3dt =0, <t2,t2>:/ thdt =2

—1 =il -1

es decir

Wiy O

Pg, =

@

W O N
o

Gl O Wi

Veamos como usar esta matriz. Supongamos que queremos calcular el pro-
ducto escalar de dos vectores de P, por ejemplo, 1+ 2¢? y 1 — 3t — t2. Podemos
usar la definicién del producto escalar:

1
é 4
(2)a-3t-) e = [ (1-dr—621t) e = B

=il

1
(14262, 1-3t—t%) = /

—il
pero también podemos usar las coordenadas de estos vectores en una determi-
nada base y la matriz de Gram del producto escalar respecto de esa misma base.
En este caso quedaria:

2 0 2 1
(1+2621-3t—t)=(1 0 2)| 0 2 0 3 |=2

2 2

2 @ 2 -1

2Recibe su nombre del matemético danés Jgrgen Pedersen Gram.
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B
ORTOGONALIDAD

La seccién anterior nos ha mostrado qué es un producto escalar, la definiciéon
de norma y algunas propiedades interesantes; pero sin duda alguna, el concepto
fundamental vinculado al producto escalar es el de ortogonalidad.

Definicion 8.3

Sea F un e.e.

(1) Dos vectores x e y se dicen ortogonales respecto de un producto escalar
si (x,y) = 0. Se notard x L y.

() Un conjunto de vectores {xi,...,X,} se dice ortogonal (dos a dos) si
(x4,%x) = 0sii#j.

(1) Un vector x es ortogonal a un conjunto S si (x,y) =0, Vy € S.

Ejemplo 8.3

(1) Si consideramos en R? un vector x = (a, 3), entonces el vector y = (-3, @)
es ortogonal a x, pues

Xy:(avﬂ)(iﬂaa):7a6+ﬂazo

(11) Si consideramos R™ con el producto escalar, la base candnica es un con-
junto ortogonal.

(1) En C([—m,7]) con el producto escalar

(o) = [ 1@ ds

el conjunto {sen(mx), cos(nx)}m nen es ortogonal (dos a dos).

Cuando tratamos con vectores de R? o R? y el producto escalar habitual,
la ortogonalidad coincide con el concepto de perpendicularidad que el lector
probablemente conocerd. Sin embargo, el concepto de ortogonalidad es mucho
m&s amplio y puede establecerse en cualquier espacio euclideo, por ejemplo,
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en un espacio de funciones. El concepto de funciones ortogonales (o incluso el
de polinomios ortogonales) tiene importantes e interesantes aplicaciones que se
escapan fuera del alcance de este texto.

Una consecuencia inmediata de la ortogonalidad es la independencia lineal:

Proposicion 8.3

Si x1,...,X, son ortogonales entre si y no nulos entonces son L.i.

Demostracion:
Veamos que la combinacién lineal nula de estos vectores,

a1xX) 4 Fapx, =0

implica que los escalares deben ser nulos. Haciendo el producto escalar para
cada uno de los vectores x; se tiene

(a1x1 + -+ + Xy, Xx5) = (0,x;) =0
Y usando la linealidad,
a1 (X1, X5) + -+ o (X, X5) =0 = 0 (x5,%;) =0=a; =0, Vj

Notese que es fundamental que ninguno de los vectores sea nulo.
]

Otra consecuencia de la ortogonalidad es la siguiente version del Teorema
de Pitagoras:

Proposicién 8.4 (Teorema de Pitagoras)

Si x L y entonces
1 + yII* = [IxI* + [ly]]*

La demostracién se propone como ejercicio al lector. En la figura 8.1 repre-
sentamos el resultado en el contexto de vectores en un plano. La suma de dos
vectores ortogonales corresponde a un vector que coincide con la hipotenusa
del tridngulo rectangulo que forman, mientras que las normas corresponden a
las longitudes de los mismos; es decir, en un tridangulo rectangulo, la suma de
los cuadrados de las longitudes de los lados ortogonales es igual al cuadrado
de la longitud de la hipotenusa, esto es, el enunciado clasico del Teorema de
Pitagoras.
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y

Figura 8.1: Ilustracion del Teorema de Pitagoras

BHF Bases ortonormales

Un concepto habitual en los espacios euclideos es el de base ortonormal.

Definicion 8.4

Se dice que una base B es ortogonal si los elementos que la forman son
ortogonales dos a dos. Si ademds los vectores son de norma uno respecto del
mismo producto escalar, se dird que B es ortonormal.

Teorema 8.1

En todo espacio euclideo de dimensién finita existen bases ortonormales.

La demostracién de este resultado es consecuencia inmediata del siguiente
teorema.

Teorema 8.2 (Gram-Schmidt, método de ortogonalizacién?®)

Sea X1,...,Xp,..., una sucesién (finita o infinita) de vectores linealmente
independientes. Denotemos por Ly = L(x1,...,Xy) el espacio generado por los
k primeros vectores. Entonces existen yi,...,¥n,... tales que

(I) Lk = L(yl, P ,yk).
(II) Yi+1 L Lg, Vk > 1.
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Antes de pasar a la demostracién conviene entender bien lo que significa
este resultado. Dado un conjunto de vectores linealmente independientes, es
posible encontrar un nuevo conjunto de vectores que “generan lo mismo” que
los vectores originales (propiedad (1)), y que ademads son ortogonales entre si, dos
a dos (consecuencia de la propiedad (11)). Es decir, dado un conjunto de vectores,
podemos ortogonalizar dicho conjunto, con vectores que son “esencialmente
iguales”, en el sentido de que generan los mismos subespacios.

Demostracion:

La demostracién de este resultado es constructiva, es decir, nos dice cémo, a
partir de un cierto conjunto de vectores, podemos construir un nuevo conjunto
que genera lo mismo, y que son ortogonales. Dicho método es conocido como el
método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Para construir estos vectores, definimos inductivamente la sucesién de vec-
tores y; del siguiente modo:

k
iy Xk+1
Y1 =X1, Ykt1 = Xg41 — Z Wyja para k > 1 (8.1)
j=1 !

Veamos en primer lugar que esta sucesién satisface (1), usando el principio
de induccion:

» Para k =1 es evidente que Ly = L(y1).

= Supongamos ahora que Ly = L(y1,...,¥x) ¥y veamos que también se tiene
el resultado para k + 1. Obsérvese que de (8.1), yr+1 = Xg+1 — V, con
v € Ly (por hipétesis de induccién), luego yr4+1 € Lg41. De aqui es
evidente que Lgy1 = L(y1,. .., Yk+1)-

Probemos ahora (11), también por induccién.

= yo L L pues
<y27}’1> = (Xz,X1> -

= Supongamos ahora que y, L Li_1 y probemos que yx11 es ortogonal a
Ly,. Para ello debemos ver que (yx+1,y;) =0, 1 <j < k. Entonces,

k

Yi, Xk41
(Yr+1,¥5) = Xk+1 — Z %Yia}ﬁ'
2yl
y vXk-‘rl
- <Xk:+1aYJ |1|y ”2 YI,YJ>
=1 v

3El nombre se debe a Jgrgen Gram y al ruso (nacido en la actual Estonia) Erhard Schmidt,
aunque el resultado, ya usado por Cauchy en 1836, parece ser debido al francés Pierre-Simon
Laplace.



8.2 = Ortogonalidad
Por hipétesis de induccién sabemos que (y;,y;) = 0 si ¢ # j, con
1 <14,5 < k; luego

Yie1,Y5) = Ker1,¥5) — (Vi Xet1) =0

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 8.4

(1) Consideremos el conjunto {(0,1,2),(1,0,0),(0,1,1)}. Ortonormalizar res-
pecto del producto escalar habitual en R3.

Aplicamos el método de Gram-Schmidt del siguiente modo,

Y1 = (03172)
2 (17070) : (07 172)
Y2 = X2 — (17070) - —(0) ]-72) = (170;0)
H ||2 11(0, 1, 2)|2
y3 = X3— A .XSY1 L .X3Y2
lly1]]? el
(0,1,2)-(0,1,1) (1,0,0) - (0,1,1)
= (0,1,1) — =0T g,1,2) — oo (g, 0)
1(0,1,2)||? [1(1,0,0)]]2
= (07%7_%)

Asf pues, el conjunto {(0,1,2),(1,0,0),(0,2,—%)} es ortogonal. Nétese
que puesto que (0,1,2) y (1,0,0) ya son ortogonales, el método no los
modifica. Por otro lado, es evidente que los subespacios

Ll = L((Oa 1’2))3 L2 = L((O 1 2) (1 070))a
L3 = L((O, 1’2)7 (1 0, 0) (07 gv _7))
son los mismos que

Ly :L((Oal’Q))v Ly :L((07172)7(170>0))7
Ls =L((0,1,2),(1,0,0),(0,1,1))
Puesto que ademds, los vectores iniciales forman base de R? (son tres vec-

tores independientes), podemos obtener una base ortonormal dividiendo
cada uno de ellos por su norma:

||(O7 172)” = \/(07172) : (07 1’2) = \/1 +4= \/ga H(LO’O)H =
10, 2, =)l = /3
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(1)

Es decir, el conjunto {(0,%,%),(1,0,0),(0,%,—%)} es una base

ortonormal de R3.

Ortonormalizar los vectores {1,t,t2,t3} de Pg[t] respecto del producto
escalar

1
w0 = [ 00 ar
=l
En el ejemplo anterior hemos acudido directamente a la expresién (8.1) que
nos proporciona el método de Gram-Schmidt. Sin embargo, en la practica
no es necesario conocer esta formula “de memoria”, sino observar cémo
se construye cada nuevo elemento de la sucesién para ortogonalizar un
conjunto cualquiera. Para el caso que nos ocupa, esta claro que el primer

elemento de la nueva sucesiéon es el primer elemento que ya tenemos:

yi=1

Ahora, para calcular el siguiente elemento basta ver que se trata del
elemento de la sucesiéon dada menos una combinacién lineal de todos los
elementos que acabamos de construir. Asi,

Y2 = X2 —ay1

con la condicién de que (y2,y1) = 0. Es decir, yo = t — «, siendo « tal
que

1
(t—a,l}z/ (t—a)dt=0=a=0
=i
luego yo = t. Nétese que puesto que x; = 1 y xo = ¢ son ya ortogonales,
el método Gram-Schmidt no modifica dichos vectores.

Del mismo modo, y3 se construye como y3 = X3 — a1y1 — Qays2, CON
las condiciones adicionales (ys,y1) = (¥3,y¥2) = 0. Imponiendo ambas
condiciones:

1

2 — a1 —ast, 1) = 2 — a1 —agt)dt =0

1
{t? — a; — ast,t) = / (t? — a1 — agt)tdt =0

-1

2
—30p =

luego oy = £ y ap = 0. Es decir, y3 = t* — 1.

Finalmente, y4 = t3— 81 — ot —B5(t>— ), con las condiciones (y4,y;) =0,
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1 <7 <3, es decir
1
(t® — pr — Pat — B3(t* — 3 =/ — Bot — B3(t* — 1)) dt =0

(t° = Br — Bat — B3(t? — 5 =/1 — ot — B5( — 1)) tdt =0
(t3 — By — Bt — B3(t2 — 3),t%> — 3)
:/_11 (=B —Bat—Bs(t* —3)) (*—3) dt =0
de donde se obtiene el sistema
—28; =0
im0
— BB =

cuyas soluciones son 81 = 3 = 0, B = g Asf pues, y4 = 3 — %t. Es
importante observar que el calculo de las integrales anteriores se puede
simplificar bastante si observamos que en diversos momentos estamos
calculando integrales del tipo

1 1
/l(tz—;,)dtz (L2—1)=0 6 /lt(tz—é)dt: tt*—3)=0
que son nulas debido a la ortogonalidad entre estos polinomios.

Finalmente, el conjunto {1,t,#* — %,t?’ — %t} es ortogonal, y calculando
SuS normas:

i 1
1 3 1 o
1l = (/ 1dt)) =2, |lt| = </ t%h:)) =,/2
12 - 31 = /E, I8 = 3l = /55
obtenemos el siguiente conjunto ortonormal:
1 3 45 (42 1 175 (43 3
{W’\gt’\/;(t —3hV s —gt)}

En particular, obsérvese que con el producto escalar dado, la base canénica
de P3 no es ortonormal.
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(1)

(1)

(1)

Nota 8.4

Obsérvese que en una base ortonormal B, la matriz del producto escalar
Ps = I,. Reciprocamente, si la matriz de un producto escalar es la
identidad, entonces la base es ortonormal.

Dada una base ortonormal B = {uy, ..., u,}, las coordenadas de un vector
X respecto de esta base son

xg = ((x,u1),...,(x,uy))

n
pues si x = g x;u;, multiplicando escalarmente por cada vector u; se
i=1

n n
(x,u;) = <inui,uj> = Z$i<uiauj> = g
i=1 i=1

Si B es una base de un e.e., Pg la matriz del producto escalar y B’ =
{u1,...,u,} es una base ortonormal respecto del producto escalar, en-
tonces la matriz A cuyas columnas corresponden a las coordenadas de los
vectores u; respecto de la base B verifica que AT PgA = I,,.

tiene

En particular, si consideramos el producto escalar habitual en R™ y la
base candnica, cualquier matriz A cuyas columnas correspondan a las
coordenadas (candnicas) de los vectores de una base ortonormal verifica
que AT A = I,,. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 8.5

Se dice que una matriz A € M,,(K) es ortogonal si AT A = I,,, o equivalen-
temente, AT = A~!

BHAHE Subespacios ortogonales

El concepto de ortogonalidad puede ser extendido también a subespacios:
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Definicion 8.6

Dos subespacios W7, W5 se dicen ortogonales, y se notard Wy 1 W, si todos
los vectores de W7 son ortogonales a todos los vectores de Ws.

327

Como es habitual en los espacios vectoriales, lo que sucede con una base es
extensible a todo el subespacio.

Proposicion 8.5

W1 L W5 si y sélo si los vectores de una base de Wi son ortogonales a los
vectores de una base de Ws.

Demostracion:
La implicacién hacia la derecha es trivial. Veamos la implicacién contraria. Sea
{uiy,...,u,} una base de Wy y {v1,..., vy} una base de Ws, de forma que los

elementos de la base de W; son ortogonales a los elementos de la base de Ws.
Consideremos ahora x € W; e y € Wy. Por la condicién de base,

n m
X=> W, y=» yv;
i=1 j=1

Entonces, de la linealidad del producto escalar

n m

xy) =YD @iy;(w,v;) =0

i=1j=1

pues (u;,v;) = 0 Vi, j, de modo que x L y. De la arbitrariedad de los vectores

se obtiene el resultado.
[

Proposicion 8.6

WlLW2:>WlﬁW2:{0}.

Demostracion:
Esté claro que si x € W1 NWs, dado que Wy L W, se debe tener que (x.x) = 0,

de lo que se deduce que x = 0.
[ ]
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Definicion 8.7

Sea W un subespacio vectorial de un e.e. E. Se define el ortogonal de W,
también denominado complemento ortogonal de W, y se notars por W+, como

Wt={ycE:x1ly, Vxc W}

Es decir, el complemento ortogonal de un conjunto W esta formado por los
vectores que son ortogonales (simultdneamente) a todos los vectores de W.

Proposicion 8.7

W+ es un subespacio vectorial.

La demostracion se propone como ejercicio al lector.

Proposicion 8.8

WhHt =w.

Demostracion:
Sea x € W. Entonces si y € W+ entonces x |y, es decir, x € (W+)*. De aqui
se concluye que W C (W+)=+.

Reciprocamente, si x € (W+)+ entonces x | y para todo y € W+. Esto
es, x € W, lo que implica que (Wl)L C W. De la doble inclusién se obtiene el

resultado deseado.
[

Calculo del ortogonal a un subespacio

La Proposicion 8.5 nos indica que para obtener la ortogonalidad a un
subespacio, basta trabajar con una base del subespacio. Esta es la idea central
para obtener el ortogonal de un subespacio.

De forma general podemos afirmar que si W tiene una base formada por

los vectores {uy,...,u,}, entonces W+ viene dado por el sistema de ecuaciones
implicitas
<X,U1> = 07 cee <X7un> =0
Es mads, si usamos el producto escalar habitual de R™, y {uy,...,u,} es una

base de W, entonces, la matriz cuyas filas estan formadas por las coordenadas
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de los vectores de la base corresponde a la matriz de un sistema de ecuaciones
implicitas que define a W+.

(1)

Ejemplo 8.5

Para encontrar el ortogonal de W = L((1,1,0), (0,0, 1)) respecto al pro-
ducto escalar habitual de R3 bastars imponer ortogonalidad respecto a la
base de W:

x 1 (1,1,0), xL(0,0,1)

Si ponemos x = (z1, z2, x3) entonces el requerimiento anterior nos lleva al

sistema
r1+xy = 0
r3 = 0

que resulta un sistema de ecuaciones implicitas de W+. Resolviendo dicho
sistema encontramos una base de W+; en este caso W+ = L((1,-1,0)).
Nétese que la matriz del sistema de ecuaciones que define a W+ es

11
A= 0
0 01

cuyas filas corresponden a las coordenadas de los vectores de la base de
w.

Encontrar el ortogonal de W = {x € R3 : x; + 2z — 23 = 0}.

En una primera aproximacién, para calcular W+ procederfamos como
en (1), es decir, calcularfamos una base de W (resolviendo el sistema) y
posteriormente la empleariamos para construir un sistema de ecuaciones
implicitas de W+. Sin embargo es mas sencillo prestar atencién al hecho
de que x € W si satisface la ecuacién

1+ 220 —x3 =0 (21,22,23) - (1,2,-1) =0

Es decir, todos los vectores de W deben ser ortogonales a (1,2,—1), de
manera que este vector forma una base de W+,

Atendiendo a este ultimo ejemplo, si estamos usando el producto escalar
habitual en R™ y tenemos un subespacio W generado por las soluciones
del sistema homogéneo Ax = 0, entonces una base de W+ estaré formada

por los vectores cuyas coordenadas corresponden a las filas de la matriz
A.
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Si estamos usando un producto escalar distinto, cuya matriz respecto de la
base con la que trabajemos es Pg, entonces la matriz APg, donde A es la matriz
cuyas filas estdn formadas por las coordenadas respecto de la base B de los
vectores de la base de W, es la matriz de un sistema de ecuaciones implicitas
que define a W+,

Ejemplo 8.6

Calculemos ahora el subespacio ortogonal a W = L({2 +¢,1 — t?}) en PZ.
Dado que la base de W est4 formada por los polinomios 2 +t y 1 — t2, una
primera opcién para obtener W+ serfa obtener los polinomios 1 + xot + x3t?
tales que

<$1+Z‘2t+$3t2,2—|—t> =0, <1‘1 +I2t+$3t2,1—t2> =0
es decir,
1
/ (1+{E2t+$3t2)(2+t) dt:4$1 + %1’2 + %.’Eg :0
-1

1
/ (z1 + xot —|—x3t2)(1 — t2) dt = %xl + %.’L‘g =0
-1

cuya solucién es (1,4, —5), que corresponde al polinomio 1 + 4t — 5t2.

En lugar de calcular los productos escalares mediante integrales, podemos
hacer uso de la matriz de Gram de este producto escalar respecto de la base
canénica, ya obtenida en el ejemplo 8.2. En tal caso, W+ viene dado por un
sistema de ecuaciones homogéneo cuya matriz es

(21 o) (4
10 -1 s

que obviamente coincide con el obtenido anteriormente.

W O N
o wv O

gl O win
o Wi
S ot

v

BHBHBAE Proyeccion ortogonal

Una vez introducido el concepto de complemento ortogonal de un subespacio,
vamos a probar un resultado que nos permitira definir la proyeccion ortogonal.



8.2 = Ortogonalidad

Proposicién 8.9

Si W es un subespacio vectorial de un e.e. E, entonces W & Wt = E.

331

Demostracion:
Por la Proposicién 8.6 ya sabemos que W N W+ = {0}. Veamos ahora que
W+Wt=FE

Consideramos una base de W, {uy,...u,} y la completamos hasta obtener
una base de E que posteriormente ortogonalizamos mediante el método de
Gram-Schmidt. De este modo tenemos una base ortogonal formada por unos
vectores {Vi,...,Vy, Vai1,..., Vit tales que L(ug,...,u,) = L(vy,...,v,) =
w.

Esta claro que si z € F, entonces

m
z:Zzivz Zzlvl—i— Z Zjvi =X+Yy
i=1

j=n-+1

Obviamente x € W. Por otro lado, y L v;, 1 <i¢ < n, pues

m
(y,vi) —< Z zjvjavl>_ Z Zj<Vj,V¢>=O, 1=1,...n

j=n+1 j=n+1

de modo que y € W+ (pues es ortogonal a una base de W). Es decir, hemos
escrito un vector cualquiera de E como suma de uno de W més otro de W+, lo

cual significa que E = W + W+. Esto concluye la prueba.
|

Obsérvese que como consecuencia de este resultado todo vector x € E puede
escribirse de forma tnica (recuérdese el Teorema 4.13) como

Xx=y+z conyeWyzecWt

Definicion 8.8

Con las notaciones anteriores se dice que y es la proyeccion ortogonal de
x sobre W, que denotaremos por Py (x) = y. Asimismo, se dice que z es la
proyeccién ortogonal sobre W+, que denotaremos por Qyy(x) = z.

La figura 8.2 ilustra la tipica proyeccién de un vector sobre un plano vectorial
W. Descomponemos el vector x en suma de un vector de W, el vector y, maés
otro vector del ortogonal de W (que en este caso es la recta perpendicular a
W), z, de tal forma que x = y + z. La proyeccién ortogonal sobre W es en este
caso el vector y.
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Figura 8.2: Proyeccién sobre un plano

Calculo de la proyeccion ortogonal a un subespacio

Procedamos ahora a calcular la proyeccion ortogonal de un vector x sobre
un subespacio W.

Dada una base de W, {ey,...,e,}, sabemos que la proyeccién ortogonal de
un vector x € E es un vector y € W, de manera que y = >";_; A\;e;, donde X\;
son escalares que vamos a determinar.

Por otra parte, como x =y +z con z € W+, eso significa que x —y € W+.
Es decir, el vector z = x — y, conocido como el error,* es ortogonal a . Por
tanto debe ser ortogonal a su base, es decir

<X—Z)\iei,ej>:07 j=1...r (8.2)
=1

De este modo, (8.2) es un sistema de r ecuaciones con r incégnitas (A, ... A,)
a partir del cual obtenemos los escalares que nos determinan la proyeccion.

Ejemplo 8.7

(1) Determinar la proyeccién del vector x = (0, —2, 1) sobre W = L((1, 1,0)).

Denotando por Py (x) al vector buscado, estd claro que Py (x) debe
pertenecer al subespacio W, de modo que Py (x) = A(1,1,0). Por otra
parte, el error (0,—2,1) — A(1,1,0) debe ser ortogonal a W, de manera
que

((0’ -2, 1) - >‘(13 1’0)) : (17 170) =0
= (0,-2,1) - (1,1,0) — A(1,1,0) - (1,1,0) = 0

4Se denomina asf pues es la diferencia entre el vector y su proyeccion.
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(111)

de lo que se deduce que A = —1 y la proyeccién buscada serd Py (x) =
(717 *13 O)

Determinar la proyeccién ortogonal del vector ¢2 respecto del subespacio
W = L({1,t}) en Pg, dotado del producto escalar

o)) = / p(t)q(t) dt

-1

Al igual que antes, la proyecciéon Py (t?) debe ser un vector de W es decir,
serd de la forma A; - 1 + Aot. El vector error, esto es

QW(t2) = t2 - )\1 - )\Qt

estard en W, por tanto serd ortogonal a una base de W. De este modo,

1
22— A\ — Xat)dt =0
(2= A1 — Aat, 1) =0 /_1( L= e

=
2 J— J— = 1
(t2 = A1 — Aot 1) = 0 / (#3 = Mt — At2) dt = 0
—1

de donde se obtiene el sistema
22y =0 1
5o =A==z, A =0

-2x =0 3

Asf pues la proyeccién ortogonal es Py (t?) = %

Calculemos la proyeccién del vector x = (0,1, 1) sobre el subespacio

W = L((0,1,0), (0,0,1))

Siguiendo los ejemplos anteriores buscamos un vector Py (x) € W, es
decir, Pw(x) = A1(0,1,0) + A2(0,0,1) que ademés verifica

x—P(x) LW = { ((0,1,1) = A1(0,1,0) — X2(0,0,1)) - (0,1,0) =
((0,1,1) — A1(0,1,0) — A2(0,0,1)) - (0,0,1) =0

de donde obtenemos el sistema 1 — A\; = 0, 1 — Ay = 0. luego el vector
buscado es Py (x) = (0,1, 1).




m Tema 8 = Espacio vectorial euclideo

Nota 8.5 \

De (111) del ejemplo anterior podemos extraer dos consecuencias importantes.

(1) La proyeccién de un vector x sobre un subespacio W cuando x € W es el
propio vector x. Esto es evidente pues la tinica forma de escribir x como
suma de un vector de W maés otro de W+ es x = x + 0.

(1) Si {ei,...e,} es una base ortogonal de W, la proyeccién ortogonal es
mas facil de calcular, puesto que el sistema dado en (8.2) se puede escribir

(X,ej>—2)\i(ei,ej) =0 j: 1,...,r.

i=1

Teniendo en cuenta que (e;,e;) = 0 si ¢ # j, entonces

A los A; se les denomina componentes de la proyeccion en la direccion e;,
pues la proyeccién resulta

Matriz de proyeccion

Una forma alternativa de calcular la proyeccién de un vector x sobre un
subespacio W generado por unos vectores e, . . ., e (que supondremos indepen-
dientes) consiste en lo siguiente: siempre podemos considerar que el subespacio
W coincide con el subespacio imagen de una cierta aplicacién de matriz A. Bas-
tard para ello considerar la matriz A como aquella cuyas columnas corresponden
a las coordenadas de los vectores que conforman una base de W. Dicho de otro
modo, W = Im(A).

Nuevamente, buscar la proyeccién supondra encontrar un vector de W, es
decir, en este caso, un vector de Im(A). Asi pues, Pw(x) = A, para algin
vector A. Atendiendo al producto de matrices, podemos ver las componentes del
vector A como los escalares de la combinacion lineal que define a la proyeccién.

Por otra parte sabemos que (x — AX) L W, es decir, que el producto escalar
de x — AX con cualquier vector de la base de W es cero. Si estamos usando el
producto escalar habitual en R™ es facil darse cuenta que podemos representar
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todos estos productos escalares simultdneamente escribiendo
AT(x = AN) =0 = ATAXN = ATx (8.3)

Si los vectores que generan W, esto es, las columnas de A, son independientes,
se tiene que la matriz AT A es invertible.® Asi pues A = (AT A4)"1ATx y dado
que Py (x) = AX tenemos una expresion de la proyeccién que resulta

Pw(x) = AATA) T ATx (8.4)

A la matriz A(AT A)=1 AT se le conoce como matriz de proyeccion.

Si por el contrario, ATA no es invertible, entonces hemos de resolver el
sistema dado en (8.3) para obtener A. ;Puede el lector averiguar por qué este
sistema tiene solucién?

Nota 8.6

Si el producto escalar no es el habitual, entonces hemos de usar la matriz de
Gram, resultando que

(x —AX) LW = ATPg(x — AX) = 0 = Py (x) = A(ATPgA) 1 AT Px

Ejemplo 8.8

Calculemos la matriz de proyeccién sobre el subespacio
W =1L((1,2,-1),(1,0,-1))

Si consideramos la matriz

1 1
A= 2 0
-1 -1

entonces es evidente que W = Im(A). Segin (8.4), la matrix de la proyeccién
sobre W vendréa dada por

1 1 -1
6 2 1 2 -1
A(ATA) 1A = 2 0 =
L 2 2 1 @ =1

5De hecho se tiene que rango(A) = rango(AT A). Nétese que A € My, x(R) con rango(A) =
r<ny ATA € M,x,(R). Si consideramos x € ker(A” A) entonces AT Ax = 0, de donde se
deduce que xT - (AT Ax) = 0, o lo que es igual (Ax)T - (Ax) = 0, es decir Ax = 0, y por tanto
x € ker(A). Con esto se prueba que ker(AT A) C ker(A). La inclusién contraria es evidente, y
como ambos espacios coinciden, l6gicamente también los rangos de ambas matrices.

o = O

N= O N

NI= O NI
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Es decir, si ahora queremos calcular la proyeccién del vector (1,1,2) sobre W,
no tenemos méas que multiplicar por dicha matriz:

1 1 1

3 0 —3 1 —3

Pw((1,1,2)) = 01 0 1| = 1
1 1 1

-3 0 3 2 2

Finalmente damos una propiedad esencial de la proyeccién que aplicaremos
en la siguiente seccién.

Proposicion 8.10

Si E es un e.e., W un subespacio vectorial de £ y x € E con x = X3 + Xo
tal que x; € W, entonces || Qw (x)]| < ||x2]].

Demostracion:
De la hipétesis del resultado es evidente que x5 = x — x1, de modo que

x2]1* = flx = x1[|* = [|Pw (x) + Quw (x) — x|
y usando el Teorema de Pitdgoras (pues Py (x) —x; € Wy Qu(x) € W)

= [Pw(x) = x1[* + [ Qw () [I* > [ Qw (x)II?

Es interesante prestar atencién a este resultado, pues afirma que dada
cualquier descomposiciéon de un vector x en una suma x; + X2 donde x; € W,
entonces el error entre x y su proyeccién ortogonal, esto es el vector Qu (x)
es siempre més pequeilo, en norma, que X — X1. La figura 8.3 trata de ilustrar
este hecho. Por simplicidad hemos considerado W una recta vectorial (punteada
en el dibujo). Las dos primeras figuras muestran descomposiciones del vector x
en suma de un elemento de W, x1, mas otro vector xs. La tercera, muestra la
descomposiciéon correspondiente a la proyeccién ortogonal sobre W. Podemos
apreciar que las longitudes de los vectores x5 siempre seran mayores que las

de QW (X)
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X2
x X2 x
w w
X1 X1
(a) x = x1 + X2 (b) x =x1 +x2
X
< Qw (x)
R
P{,V(X)

(c) x = Pw(x) + Qw (x)

Figura 8.3: Tlustracion de la Proposicién 8.10

La consecuencia de este resultado es la siguiente: Py (x), esto es la proyeccién
ortogonal respecto de un subespacio W, es la mejor aproximacidon a X que
podemos encontrar en W. Dicho de otra forma, la proyecciéon de un vector x
sobre W es el vector de W que estd maés cerca a x de entre todos los que hay en
W. El concepto de proximidad viene dado en funcién de la norma que induce
el producto escalar en el que estemos trabajando. Por tanto se tiene que

Pw (x) es la solucién del problema ml;/I‘ll Ix =yl (8.5)
ye

Ejemplo 8.9

Encontrar la mejor aproximacién a la funciéon

f(x)—{ -1 si—7<z<0,

1 si0<zx<m,

en los subespacios Wy, = L({sen(nz),cos(nz)}), n < 0,1,2,...,k de C([0,7])
con el producto escalar

T

(fig) = f(x)g(z) dx.

—T
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Figura 8.4: Funcién f y sus proyecciones ortogonales en Wy, k=1,3,5

Es decir nos estéan pidiendo la proyeccion ortogonal de la funcién f en varios
subespacios Wy, cada uno de ellos mayor que el anterior.

Puesto que los vectores que generan cada subespacio Wy conforman una
base ortogonal (se deja al lector la comprobacién), el célculo de la proyeccién
es inmediato a partir de (11) la nota 8.5. Los coeficientes vendran dados por

_ D _ {fisen(na)) _ 2
= =% A o At OV
_ Uheml@s))

= eos(na) |2~

4

Es decir, la proyeccién en Wi, Wy coincide y es Pw, (f(z)) = - senx; para W3

y Wy, la proyeccién es la misma y resulta

Pur, (/@) = = senz + = sen(3)

mientras que en W5 y Wy la proyeccion es
4 4 4
Py (f(2)) = —senz + = sen(3z) + — sen(5z)

En el espacio generado por la funciones trigonométricas {sen(nz), cos(mz)},
que son ortogonales respecto de este producto escalar, los coeficientes de la
proyeccién son conocidos como coeficientes de Fourier.

En la figura 8.4, estan representadas la funcién y sus proyecciones.




8.3 = Método de los minimos cuadrados

B
METODO DE LOS MiNIMOS CUADRADOS

El método de los minimos cuadrados es una aplicacién de la propiedad des-
crita en la Proposicién 8.10 sobre la proyeccién ortogonal que permite resolver
de forma aprozximada sistemas de ecuaciones.

Supongamos que tratamos de resolver un sistema de la forma Ax = b, donde
A € Mpxn(K), x € K" y b € K™. Identificando la matriz A con la matriz de
una determinada aplicacién lineal que la define, en una base dada, podemos
entender que el sistema tiene solucién siempre y cuando b € Im(A4). O dicho de
otro modo, la columna correspondiente al segundo miembro debe ser linealmente
dependiente de las columnas de la matriz A, que en esencia es lo que afirma el
Teorema de Rouché-Frobenius.

Supongamos que no existe soluciéon para este sistema. En este caso, puede
ser interesante estudiar para qué vector o vectores X, Ax =~ b, esto es, tratamos
de buscar una solucion aprorimada del sistema.

Una forma de interpretar esta aproximacién es la siguiente: si Ax ~ b,
entonces podemos intentar encontrar X tal que ||[Ax — b|| sea lo menor posible,
esto es, tratamos de resolver el problema

min ||Ax — b||
X

Obsérvese que si el sistema si tiene solucion, entonces el minimo del problema
anterior es cero, y por tanto Ax = b; pero si no hay solucién, tiene sentido
buscar el vector x que haga menor esa norma, y por tanto que mas se parece a
una solucién.

Por otra parte, dado cualquier vector x, es evidente que Ax € Im(A), luego
el problema anterior se puede escribir en los términos

min —-b
iy b

Si ahora miramos (8.5), el minimo anterior se alcanza para Py, (4)(b).
Maés aun, puesto que la proyeccién se puede calcular a través de la matriz
de proyeccién obtenida en (8.4), entonces el sistema se transforma en

Ax = A(ATA)"'ATb

de aqui se deduce que
x=(ATA)"'ATb

aunque en realidad no es necesario invertir, sino resolver el sistema

ATAx = A"b



m Tema 8 = Espacio vectorial euclideo

Ejemplo 8.10

Resolver de forma aproximada el sistema

matriz
1 1 1
A= =il
0 0 1

tenemos mas que resolver el sistema,

una solucién aproximada.b

1 +ax9+2x3 = 1
1 +x9—23 = 1
r3 = 1

ATAx = A"p
que en nuestro caso resulta
1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 To | =
1 -1 0 0 1 I3
esto es
2 0 I
0 i) - 2
0 0 3 T3

que posee infinitas soluciones, de la forma («,1 —

Esta claro que el sistema dado es incompatible. Definiendo la aplicacién de

el sistema anterior se escribe como Ax = b con b = (1,1, 1). Para resolverlo no

1 1 0 1

1 1 0 1

1 -1 1
x1 + o 1
r3 = %

Q, %) Cualquiera de ellas es

BHBHE Ajuste de datos

Un ejemplo tipico en el que se emplea el método de los minimos cuadrados
es en el de los problemas de ajuste de datos. Una situacién habitual en muchas
aplicaciones sucede cuando disponemos de una serie de datos que han sido
tomados y queremos encontrar una funcién que represente de la forma més

6En estos casos es frecuente seleccionar una de las soluciones atendiendo a algtin criterio

como por ejemplo la de menor norma.
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precisa posible tal conjunto de datos. La eleccién del tipo de funcién a usar
depende del fenémeno con el que estemos estudiando, y en la préctica se suelen
usar funciones sencillas, como pueden ser rectas o funciones cuadraticas. Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 8.11

Encontrar la recta que mejor aproxima a los puntos (1,1), (2,3), (3,5) y
(4,6).

En este caso buscamos una funcién lineal, de la forma y = a+bx que se ajuste
de forma eficiente a los puntos dados. Si todos los puntos coincidieran sobre la
misma recta, estd claro que se deberia poder resolver el siguiente sistema

a+b =
a+2b =
a+ 3b
a+4b =

(8.6)

I
o ot w =

Puesto que dicha recta no existe, el sistema no tiene soluciéon y lo que hare-
mos serd buscar una solucién aproximada usando el método de los minimos
cuadrados. Procediendo como en el ejemplo 8.10, bastara resolver el sistema
AT Ax = A"b donde

1 1 1
1 2 3
A == X = a b —
1 3 b 5
1 4 6
En este caso resulta
4a+ 100 = 15
10a +30b = 46
cuya solucion es a = f% y b= %.

La figura 8.5 muestra los puntos y la recta obtenida, también conocida como
recta de regresion.

341
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Figura 8.5: Ajuste de datos lineal

8]
CALCULO CON PYTHON
La introduccién de diversos productos escalares en este tema nos invita a

seguir explorando nuevas capacidades de Python, que nos ayudaran a realizar
este nuevo tipo de calculos.

El producto escalar habitual en vectores de R™ puede ser llevado a cabo
desde NumPy con la funcién dot. Por ejemplo

(1,2,3) - (=1,0,2) =5

corresponde a

>>> from numpy import array,dot
>>> a=array([1,2,3])

>>> b=array([-1,0,2])

>>> dot(a,b)

5

Por el contrario, SymPy no posee ninguna funcién especifica para calcular el
producto escalar, por lo que usamos simplemente la expresién x-y = x’y, pero
si posee un atributo para calcular la norma inducida por el producto escalar
habitual:

>>> from sympy import Matrix
>>> a=Matrix ([1,-2,-3,0])
>>> b=Matrix([-1,0,1,2])
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>>> a.T*b
[-4]

>>> a.norm()
14%xx(1/2)

es decir, (1,-2,-3,0)-(~1,0,1,2) = —4 y [|(1, -2, -3,0)|| = V14

Los productos escalares mas laboriosos que se han llevado a cabo son los
que involucran el cdlculo de integrales. Tanto NumPy como SymPy permiten
realizar calculo integral, aunque el primero lo hace mediante técnicas numéricas,
mientras que el segundo permite hacer calculo simbdlico, adaptandose mejor a
nuestras necesidades.

>>> from sympy import symbols,integrate
>>> t=symbols (’t’)

>>> p=1l+t+t*xx2

>>> q=2-3*%t+t**2

>>> integrate (p*q,(t,-1,1))

22/5

esto es

! ) ) 22
/(H%+UQ—&+U&:37
-1
De este modo es posible calcular las normas y la ortogonalidad de las
funciones del ejemplo 8.9:

>>> from sympy import symbols,integrate,cos,sin,pi

>>> x,n,m=symbols(’x,n,m’)

>>> integrate (sin(n*x)*cos (m*x) ,(x,-pi,pi))

0

>>> integrate(sin(n*x)*sin(m*x) ,(x,-pi,pi))

2*m**3%cos (pi*m) *sin(pi*n) /(2*m**2*n**2 - m**4 - n**4) + 2xn
**3*cos (pi*n) *sin(pi*m) /(2*m**2*xn*x*2 - m*x*4 - nx*x*4) - 2x*m
*nx*2%cos (pi*m)*sin(pix*n) /(2*m**2*n*x*2 - m*x*4 - nx*4) -
2*n*m**2*cos (pi*n)*sin(pi*m) /(2*m**2*n**2 - m**x4 - n*x*4)

>>> integrate(sin(n*x)**2,(x,-pi,pi))

(pi*n/2 - cos(pi*n)*sin(pi*n)/2)/n - (cos(pi*n)*sin(pi*n)/2
- pi*n/2)/n

>>> simplify(_)

(pi*n - cos(pi*n)*sin(pi*n))/n

Si leemos con calma el resultado se observa que:

/ " sen(nz) cos(ma) dz = 0

—T

T 2
/ sen(nz) sen(mz) de = T S — (m3 cos(mm) sen(mn)+

—T

n3 cos(mn) sen(mm) — mn? cos(mm) sen(mn) — nm? cos(mn) sen(7rm> =0
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s
1 .
/ sen(nz)? do = — <7m — cos(mn) 5111(7m)) =7
n
-

donde hemos de tener en cuenta que si n y m son nimeros naturales, entonces
sen(nm) =0, Vn € N.

La solucién aproximada de sistemas mediante el método de minimos cuadra-
dos estd implementada en NumPy con una funcién que empleamos en el tema 4
para obtener el rango de una matriz. Dicha funcién, 1inalg.lstsq, proporciona
la solucién mediante minimos cuadrados de un sistema de la forma Ax = b, asi
como informacién adicional sobre el sistema, como el rango de la matriz. Esta
funcién tiene dos pardmetros de entrada, la matriz A y el segundo miembro b.
Por ejemplo, si queremos resolver el sistema (8.6) del ejemplo 8.11, haremos lo
siguiente

>>> from numpy import array,linalg

>>> a=array ([[1,1]1,[1,2]1,01,3],[1,411)

>>> b=array([1,3,5,6])

>>> linalg.lstsq(a,b)

(array([-0.5, 1.7]), array([ 0.3]1), 2, array([ 5.77937881,
0.773809111))

Observamos que la respuesta de la funcién lstsq(A,b) es amplia: el primer
argumento es un arreglo con la solucién aproximada del sistema; el segundo
argumento es el residuo, que es igual a ||Ax —b||, con x la solucién aproximada,
salvo que el rango de la matriz no sea maximo, en cuyo caso es un arreglo vacio;
el tercer argumento es, como ya vimos, el rango de la matriz A, mientras que el
ultimo proporciona los valores singulares de la matriz A.”

Si resolvemos un sistema cuya matriz no tiene rango maximo, y que por
tanto conduce a infinitas soluciones, como en el ejemplo 8.10,

>>> from numpy import array, linalg

>>> a=array ([[1,1,1],[1,1,-1],[0,0,1]])
>>> b=array([1,1,1])

>>> linalg.lstsq(a,b)

(array ([ 0.5 , 0.5 , 0.33333333]), array(I[],
dtype=float64), 2, array([ 2.00000000e+00, 1.73205081e
+00, 7.23911034e-17]1))

vemos que la solucién obtenida es la de menor norma.

8]
APLICACION: LIGHTS OUT!, SEGUNDA PARTE

En la seccién 4.7 presentamos el juego Lights Out! y lo planteamos como un
problema algebraico equivalente a resolver un sistema de ecuaciones. En concre-
to, vimos que una determinada configuracién de luces encendidas y apagadas

"Los valores singulares de una matriz son las raices de los autovalores de la matriz AT A.
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representada por un vector b € Z3° es alcanzable si resulta ser una combinacién
lineal de las columnas de la matriz A definida en (4.13).

Ahora vamos a usar lo aprendido sobre aplicaciones lineales y ortogonali-
dad para identificar de forma sencilla cudndo un vector b corresponde a una
configuracién alcanzable. Para ello hemos de prestar atencién a un resultado,
cuya demostracién estd propuesta en el ejercicio 31, y que afirma que si A es la
matriz de un endomorfismo, entonces

ker(A) = Im(AT)t vy Im(A) = ker(AT)*

En nuestro caso particular, la matriz A de (4.13) es simétrica, por lo que el
resultado anterior se traduce en

ker(A)* = Im(A)

Dicho de otro modo, un vector que pertenezca a Im(A) debe ser, necesariamente,
ortogonal a ker(A).

En resumen, si un vector b € Z3% es alcanzable, entonces debe pertenecer
al subespacio generado por las columnas de A, es decir, debe pertenecer al
subespacio Im(A), y segin acabamos de ver, debe ser ortogonal a cualquier
vector de ker(A). Tenemos por tanto un sencillo test para comprobar si b es
alcanzable.

Vamos pues a determinar el espacio ker(A): para ello hemos de resolver el
sistema

X1 + o + T =

xr1 + X9+ T3+ 7

To+ T3 +x4+28 =

Tig +To3 +Toat+x25 = 0
Too +Toga 25 = 0
obteniéndose que una base de soluciones del mismo viene dada por los vectores
n; = (0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0)
n; = (1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0,1)

Por ejemplo, supongamos que la configuracion inicial es la que aparece en la
figura 8.6. Es decir,

b=(1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1)
Ver si es posible apagar todas las luces de la figura 8.6 equivale a comprobar

si
b-n1:b-n2:0
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Figura 8.6: ;Se pueden apagar todas las luces?

Haciendo el producto escalar habitual, mdédulo 2, se verifica que, en efecto,
b € ker(A)*t

Con un poco de paciencia se puede usar el método de Gauss para el sistema
Ax = b, realizando todas las operaciones médulo 2, para obtener una solucién:

x =(0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,1)
Pero ademads, puesto que An; = 0 y Any = 0, se tendra que
X, X+1nNj, X+Ng, X+Nj + Ny

también son soluciones.

BE
EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Sea (x,y) = z1y1 + (21 + 22)(y1 + y2) + (z1 + T2 + 23)(y1 + Y2 + y3) un
producto escalar en R3. Encontrar la matriz del producto escalar respecto de la
base canénica de R3.

Ortogonalizar la base de R? dada por los vectores x; = (1,0,0), Xo =
(4,-2,0) y x3 = (1,1,5).

Encontrar una base ortogonal del subespacio vectorial
M = {x € R® : zy + 225 + 323 = 0}
Decidir si los siguientes pares de subespacios son ortogonales:
(a) Ly = L((2,1,-1),(0,1,1)), Ly = L((~1,2,0))
(b) Ly = L((-3,0,1), L {($1,$2,$3) €R3: 3w — w3 =0}

(¢) L1 = {(z1,22,23) ER® 1 2y + w9 — 23 =0, 21 — x5 =0},
Ly = {(x1,72,23) € R? : 21 + 29 = 0}
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Se considera el espacio de polinomios P3[—1,1] con el producto escalar

@mmwzfpmmwx

-1
y sea W el subespacio generado por los polinomios  — 1 y z2. Determinar una

base ortogonal de W=,

Sean los vectores de R®, a = (1,2,0,—1,0), b = (0,1,-1,1,0) y ¢ =
(0,0,1,2,1). Descomponer c¢ en dos vectores, uno de ellos combinacién lineal de
ay b y el otro ortogonal a éste.

. Qué combinacion lineal de los vectores (1,2, —1) y (1,0,1) es la mds
cercana a (2,1,1)?
En el espacio vectorial

V={f:[0,1] = R: f es derivable, f(0) = 0},

se considera el producto escalar

mmzlﬁ@ﬂmw

(a) Ortogonaliza las funciones fi(z) = x, fao(z) = 2.

(b) Halla la proyeccién ortogonal de f(z) = e * — 1 sobre el subespacio
generado por f1y fa.

Para los siguientes apartados, hallar la solucién del sistema Ax = b por
minimos cuadrados:

2 1
@)A=[1 2], b=
1 1 -3
1 0 1 4
1 11 -1
(b) A= , b=
0 1 1 0
1 1 0

Problemas

Sean u; = (—2,-1,1), ug = (0,—1,0) y uz = (1,—1,0) vectores L.i.
de R3. Definimos un producto escalar en R? afirmando que {uj,us,uz} es una
base ortonormal. Encontrar la expresion analitica de este producto escalar en la
base canénica de R3.
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Ortogonalizar los vectores de R*: x; = (1,1,0,0), xo = (1,2,0,0) y
x3 = (0,0, —1,1), y hallar una base ortogonal de R* que los contenga.

Encontrar una base ortonormal para los siguientes subespacios vecto-
riales:

(a) El subespacio de P3[—1,1]
M = {p(x) € PE[~1,1] : ap/(z) = p(=)}
con el producto escalar del ejercicio 5.
(b) El subespacio de M5 (R)
N ={A € M3[R) : tr(A) =0}
con el producto escalar definido en el ejercicio 23.

Encontrar el complemento ortogonal de los subespacios vectoriales M y
N del ejercicio 12.

En M5 (R) con el producto escalar del ejercicio 23, hallar el complemento
ortogonal del subespacio de las matrices diagonales de M2(R) y el complemento
ortogonal de las matrices simétricas de Mo (RR).

Determinar la proyeccién ortogonal y la minima distancia de una matriz
X € M3(R) al subespacio de las matrices diagonales, esto es, se trata de calcular
Ian% ||ID — X||, donde D es el conjunto de las matrices diagonales de Ms(R).

€

Considera P; la matriz de la aplicacién que a cada vector le asocia su
proyeccién sobre el espacio generado por el vector aj, donde a; = (—1,2,2).
Haz lo mismo con Py, donde as = (2,2, —1). Multiplica las matrices resultantes
P, P, y explica por qué sale ese resultado.

Sea C([—m,7]) el espacio euclideo de las funciones continuas en el
intervalo [—, 7], con el producto escalar

w.9) = [ gt

Sea L el subespacio vectorial de V' generado por los vectores 1, sent y cost. Se
pide

(a) Encontrar la proyeccién ortogonal del vector h(t) = (t — 7) sobre L.

(b) Hallar el vector p(t) € L que haga minimo el valor de la integral

[ = -l @

(Ayuda: / sin?t dt = / cos?tdt = ).
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BB Hallar el polinomio Q(t) = t3 + at? + bt + ¢ para el cual la integral

sea lo més pequena posible.

En un concesionario de automéviles se han realizado una serie de
observaciones tratando de relacionar el precio y; de los vehiculos con su peso
x;. Dados los datos de la tabla adjunta hallar por el método de los minimos
cuadrados el mejor ajuste lineal y = ax + b.

08 1 1.2 1.3
1 2 3 )

peso (en Tm)

precio (en millones)

Una editorial analiza las ventas realizadas de los libros de uno de sus
mejores autores durante los ultimos cuatro anos, reflejadas en la tabla

1 2 3 4
1 15 3 5

ano

venta (en millones)

(a) Hallar el ajuste lineal por el método de los minimos cuadrados.

(b) ;Cuéntos libros de dicho autor espera vender la editorial en el quinto ano?

Se consideran los puntos (1,1), (2,4), (3,7), (4,9). Ajustar dichos puntos

(a) Por una funcién polinémica de segundo grado y = a + bz + cz? utilizando
el método de los minimos cuadrados.

(b) Por una funcién y = a + bz + cz? + dz3.

BHAF Ejercicios tedricos

Decir cuales de las siguientes funciones (-,-) : R? x R? — R definen un
producto escalar en R?:

(a) (x,¥) = z1y1 + 222y2 + 2x2y1 — 32192
(b) (x,¥) = 21y1 — T2y
(¢) (x,¥) = x1y2 + 2x1Y2 + Y122 + TT211

(d) (x,¥) = 221y2 + 3x2y2 + 2x1y2 + 22241
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En el espacio vectorial de las matrices M (R), demostrar que el producto
(A, B) = tr(ABT)

es un producto escalar.

Sea V' un espacio euclideo. Demostrar:
(a) 2 ([ul? +[Iv]?) = u+v[? +[u—v|
(b) 4(u,v) = [lu+v|?* - [lu—v]?

(€) 2(u,v) = [lu+v|? = ful® - [v]?

Demostrar que la desigualdad de Schwarz es una igualdad si y sélo si
los vectores son proporcionales.

Si x e y son dos vectores cualesquiera de un e.e. F, demostrar que
[x =yl > [Ix[| = llyll

Sea E un e.e., demostrar que u+ v y u — v son ortogonales si y sélo si
[all = {lvl].

Demostrar la siguiente generalizacion del teorema de Pitédgoras:
31 + %2 + oo+ X |2 = [l + Il + -+ lxa?

si los vectores x1, ..., X, son ortogonales entre si.

] Sea V un ee. y {uj,uz,...,u,} un conjunto de vectores ortogonales.
Demostrar que:

Z (v, wi)l < [v|?, Vv € V (desigualdad de Bessel).
(b) Si los u; forman una base ortogonal de V' entonces

(v,w) = Z M, Vv, weV (identidad de Parserval)

Demostrar que si (x,x) E x7, con (x1,...,7,) las coordenadas de x

en una base B, entonces esta base es ortonormal

*[FH] Sea A la matriz de un endomorfismo de R™. Demostrar que

ker(A) = Im(AT)* y Im(A) = ker(AT)*



8.6 = Ejercicios

Ejercicios adicionales

Usar Python para comprobar que el conjunto de funciones de C([0, 27]):

1 1 1
{ sent, cost, sen 2t, cos 2t, . sen nt, — cos nt, }

V%\f \f \f NG VT v

es un conjunto ortonormal con el producto escalar

2

(frg)=[ [f()gt)dt

0

Considérese el juego descrito en el ejercicio 31 del tema 4. Encontrar el
espacio ker(A), donde A es la matriz del sistema que define el juego y razonar
si toda configuracion puede ser alcanzable para el mismo.
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9 Espacio afin

En los temas anteriores hemos interpretado en més de una ocasién diversos
elementos que aparecen en los espacios vectoriales como conjuntos geométricos
tales como rectas o planos. Sin embargo, desde un punto de riguroso, esta
interpretacién no es exacta pues los objetos geométricos estdn formados por
puntos y éstos son objetos fijos, mientras que el concepto de vector es una
magnitud que no esta sujeta a una posicion espacial determinada. En definitiva,
los espacios vectoriales no son los conjuntos apropiados para describir los objetos
geométricos que el lector habra estudiado en cursos anteriores.

En este tema vamos a introducir el espacio afin como el marco geométrico
adecuado en el que poder trabajar con los objetos tipicamente estudiados en
geometria plana o espacial, y en el que poder plantear problemas métricos y
transformaciones lineales.

9]
ESPACIO AFIiN Y ESPACIO METRICO

La definicién de espacio afin' recupera el concepto intuitivo de vector como
el objeto que marca la direccion entre dos puntos del espacio, asociandolo a un
elemento de un espacio vectorial.

Definicion 9.1

Sea V un espacio vectorial y A un conjunto no vacio cuyos elementos
denominaremos puntos. Se dice que A es un espacio afin asociado a V' si existe
una aplicacion

p: AxA — \%
(P.Q) — @(P,Q)=PQ
que posee las siguientes propiedades:
(1) Para todo punto M € Ay todo vector x € V existe un tnico punto N € A
tal que Mﬁ = X.

1E] término fue introducido por Euler en 1748 su libro Introductio in analysin infinitorum.
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(11) Para cualesquiera tres puntos M, N y P de A se tiene que MI\_7 + ]ﬁ =
Mﬁ

Un vector x = ]@ diremos que tiene origen en Py extremo en (). También
se define la dimensién de un espacio afin como la dimensién del espacio vectorial
asociado. En todo lo que sigue trataremos solo con espacios afines de dimension
finita.

En definitiva, un espacio afin es una coleccién de puntos de manera que para
cada par ordenado de ellos, Py @), podemos construir el vector con origen P y

extremo @, esto es P(Q). Se verifican las siguientes propiedades:

Proposicion 9.1

Dados los puntos M, N, P y Q, se tiene:
(1) Si MN = ]@ entonces MP = @
(1) MN =0 siy solosi M = N.

(1) MN = —NM.

Demostracion:

(1) Sumando a ambos miembros de la igualdad ﬁ,
MN + NP = NP + PG
y usando la propiedad (11) de la definicién, Z\ﬁ = ]@
(11) Nuevamente por la propiedad (11) de la definicién,

MN + NN = MN = NN =0

Reciprocamente, si M 1(7 = ]W = 0, por la propiedad (1) de la definicién
M= N.

(1) Es evidente que MN + NM = MM = 0, luego MN = —NM.
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BHAFM Sistema de referencia y coordenadas

Si en el espacio afin n-dimensional A se considera un punto fijo O € A, que
se denomina origen de coordenadas, y una base B del espacio vectorial asociado,
el conjunto R = {O; B} es un sistema de referencia que nos permite obtener
las coordenadas de un punto cualquiera P € A, a través de las coordenadas

del vector ﬁ respecto de la base B. Se notard P(pi,...,pn)R, 0 simplemente
P(p1,...,pn) cuando no haya posibilidad de confusién.?
Si tenemos dos puntos P(p1,...,pn)r ¥ Q(¢1,---,qn)R, entonces el vector

]@satisface
PG = PO +0G =0G - OP

y dado que las coordenadas de O? y @ coinciden con las de Py @) respecti-
vamente, entonces

}%: (1 —Dp1s---1qn —DPn)B

que coincide con la expresion que el lector habra visto en cursos previos de
geometria.

Cuando el punto O(0,...,0) y B es la base canénica, lo denominaremos
sistema de referencia cartesiano.

BHE Cambio de sistema de referencia

Al igual que ocurre con las bases, dados dos sistemas de referencia R =
{0;B} y R' = {O'; B’} en un espacio afin A, buscamos la relacién existente
entre las coordenadas en cada uno de los sistemas de referencia de un mismo
punto P € A.

Supongamos que P tiene coordenadas P(x1,...,zn)r = (27,...20)r ¥
pongamos que O'(eq,...,¢,)r. Dado que para cada punto P se verifica que

OP =00 +0'P
entonces, si M5 = (a;;) es la matriz de cambio de base de B’ a B, se tiene que

1 c1 x)
= : | +M§

Ty Cn x

que son las ecuaciones del cambio de sistema de referencia. Estas ecua-

2Nétese la omisién del signo de igualdad en la notacién de los puntos, no asi en la de los
vectores.
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ciones se pueden abreviar del siguiente modo:

1 1 o --- 0 1

/

Z1 C1 | G11 -+ Qin Zy
- (9.1)

/

Tn Cn | An1 A P Ty,

Estas ecuaciones permiten calcular el cambio de sistema de referencia inverso
usando para ello la inversa de esta matriz, tal y como sucede con los cambios
de base en espacios vectoriales.

BHE Espacio afin euclideo

Si el espacio vectorial asociado a un espacio afin A es ademds un espacio
euclideo, es decir, dotado de un producto escalar, se dira que A es un espacio
afin euclideo. Se dird que un sistema de referencia en un espacio afin R = {O; B}
es ortonormal si la base B es ortonormal.

Definicién 9.2

Dado un conjunto cualquiera A, una aplicacién:
d: AxA — RYU{0}
(z,y) —  d=z,y)
que verifique:
(1) dz,y) =0=z=y,Vo,yc A
() d(z,y) = d(y,z), Yo,y € A.
(1) d(z,y) < d(z,2)+d(z,9), YVo,y,z € A.

se dice que es una distancia. En tal caso decimos que A es un espacio métrico.

En un espacio afin euclideo A podemos definir una distancia d(P,Q) =
|IPQ]|, de modo que A es un espacio métrico.

Ejemplo 9.1

El plano R?, entendido como un conjunto de puntos, tiene estructura de
espacio afin, si lo consideramos conjuntamente con el espacio vectorial R?. Si
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tomamos el sistema de referencia formado por el punto O(0, 0) y la base canénica
de R?, {(1,0),(0,1)} tenemos el sistema de referencia canénico en el que las
coordenadas de cada punto P(z,y) coinciden con las coordenadas del vector
que une el origen O con el propio punto P.

Si en este espacio consideramos el producto escalar habitual, la métrica a
la que hace referencia la definicién anterior corresponde a la distancia euclidea
que el lector ya conoce. Esto es, la distancia entre dos puntos P(z,y) y Q(z’,y’)
viene dada por

d(P,Q) = |PQ| = /(o' — 22 + (v — v)?

9]
VARIEDADES AFINES

Definicion 9.3

Dado un espacio afin A asociado a un espacio vectorial V', se dice que un
subconjunto L C A es una variedad afin de A si existe un punto P € L tal que
el conjunto

W:{Pﬁ:QEL}

es un subespacio vectorial de V.

En definitiva, una variedad afin es a un espacio afin, lo que un subespacio
vectorial es a un espacio vectorial. Las variedades afines también se puede definir
del siguiente modo: dado P € Ay W un subespacio vectorial, una variedad afin
L es un subconjunto de A de la forma

L={QeA:PGeW}

De este modo, podemos escribir una variedad afin como L = P+ W = {P+w :
w € W}. Al subespacio W se le denomina direccidn de la variedad.

Proposicion 9.2

La variedad afin es independiente del punto usado en su definicién. Es decir,
siL=P+WyP €L, entonces L =P +W.
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Demostracion:
Observemos en primer lugar que si P’ € L entonces PP’ = w € W. Sea ahora
Q € P+ W, entonces Q = P + x para cierto x € W. Asi,

— —
POQ=PP+PO=-w+xeW

luego Q € P’ +W; es decir, P+ W C P’ + W. La inclusién contraria se prueba
de idéntica forma.
[

Proposicion 9.3

Sea A € My, xn(K) y b € K™ y consideremos el sistema de ecuaciones
lineal Ax = b. Si el conjunto de soluciones de este sistema es no vacio y P es
una solucién del mismo, entonces dicho conjunto define una variedad lineal en
el espacio afin que pasa por P y tiene como direccion el subespacio vectorial
formado por las soluciones del sistema homogéneo asociado, Ax = 0.

Reciprocamente, toda variedad afin puede definirse como el conjunto de
soluciones de un sistema lineal de ecuaciones Ax = b.

La demostracién es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.2 que trata de
la estructura de las soluciones de un sistema no homogéneo, y de los Teoremas 4.7
y 4.8.

Ejemplo 9.2

Veamos algunas construcciones con las que el lector estard familiarizado:

(1) En el espacio affn R?, consideramos el punto P(1,2) y el subespacio
W = L((1,1)). La variedad afin L = P + W corresponde a la recta que
pasa por P y tiene la direccion W. Los puntos de esta recta tendran por
expresion

r=1+1¢

(x7y):(172)+t(171)’ teER= {yQth

que corresponden a la ecuacion vectorial v ecuacion paramétrica de la
recta, respectivamente. Si despejamos el parametro ¢t de las ecuaciones
paramétricas se obtiene

r—1=y—-2=z—-—y=-1

que es la ecuacion general o cartesiana de la recta.
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(1)

(111)

Es posible obtener directamente la ecuacién general de la recta si obte-
nemos primero un sistema de ecuaciones homogéneo para la direccién de
ésta, en este caso, la ecuacién x — y = 0. Por tanto, segin la Proposi-
cién 9.3, la ecuacion serd un sistema no homogéneo con la misma matriz,
es decir de la forma x — y = «. Para determinar el pardmetro « basta
imponer que el punto P(1,2) verifique dicha ecuacién, luego o = —1.

En R3 consideramos un punto P(3,—1,1) y el subespacio W generado
por el vector v = (2,0, 1). Para obtener las ecuaciones de la recta corres-
pondiente a la variedad afin L = P + W procedemos como en el ejemplo
anterior, obteniendo un sistema de ecuaciones homogéneo del espacio W':

2 0 1 Lo = 0
rango —1=
1 Ty T 223 —x1 =0

de manera que las ecuaciones de la recta serdn

= sa=-1, g=-1
2x3 —x1 = f8

donde « y [ se obtienen al imponer que el punto P satisfaga ambas
ecuaciones.

La variedad afin correspondiente al plano que pasa por el punto P(—1,2,0)
y tiene como vector normal el vector (1,1, —1) se obtiene considerando el
subespacio vectorial ortogonal a dicho vector, que tiene como ecuacién
x1 + o — x3 = 0; de modo que la ecuacién del plano sera

T+ —r3=a=>a=1
donde « es obtenida como en los ejemplos anteriores.

Para calcular la ecuacién del plano que pasa por tres puntos dados,
M(1,1,0), N(-1,2,1) y P(0,—1,2), nos basta considerar cualquiera de
los tres puntos, junto con el subespacio generado por dos vectores inde-
pendientes del plano, que se obtiene mediante pares de puntos, es decir,

M(1,1,0); MN =(-2,1,1); MP=(-1,-2,2)

En lugar de proceder como en los ejemplos anteriores calculando la ecua-
cién homogénea correspondiente al subespacio vectorial y luego obteniendo
el término independiente, podemos también razonar del siguiente modo:
cualquier punto del plano buscado Q(z,y, z), satisfard que el vector M
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debe ser linealmente dependiente de los otros vectores M N y M (5, de

modo que
r—1 y—1 =z r—1 y—1 =z
rango -2 1 1 | =2=|-2 1 11=0
-1 -2 2 -1 -2 2

Resolviendo el determinante se obtiene la ecuacion 4z + 3y + 5z = 7.

Posicion relativa de variedades afines

Definicién 9.4

Dadas dos variedades afines Ly y Lo, diremos que éstas se cortan si L1N Ly #
(). Si las variedades no se cortan diremos que son paralelas si Wi C Ws (6
Wy € Wi), donde W; es la direccién de la variedad L;. En caso contrario
diremos que las variedades se cruzan. Del mismo modo, dos variedades son
perpendiculares st Wy C Wsb (6 W C WiH).

Para estudiar la posicién relativa de variedades lineales hemos de estudiar
su interseccion, resolviendo los sistemas lineales de ecuaciones que las definen.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 9.3

(1) Dada larectar = P+ (v), con P(—=2,0,—1) y v =(3,1,1) y el plano 7 de
ecuacion x1 — x3 = 2, para averiguar su posicién relativa consideraremos
el sistema formado por las ecuaciones de ambas variedades.

Puesto que las ecuaciones de r son x1 — 3x2 = 1, 22 — x3 = 1, debemos
resolver el sistema

371—3332:1

=

y L3 = —

=

To —3x3 =1 :>x1:£, To =

$1—$3:2

es decir, la recta y el plano se cortan en el punto (%, i, —%).
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(11) Estudiamos ahora la posicién relativa de los planos
M =T, —T2+3x3=—-1, Moy =x3—23=2>5

Estudiando el sistema formado por ambas ecuaciones resulta un sistema
compatible indeterminado, de modo que existen infinitas soluciones, lo
cual expresa que ambos planos se cortan en una recta. Para averiguar un
punto y un vector que generan dicha recta nos basta resolver el sistema
en forma paramétrica, esto es

= (4—-2t,5+1t,t) = (4,5,0) +t(-2,1,1)

1 — 29+ 33 = —1
1‘2—1‘3:5

es decir, es la recta generada por el punto (4,5,0) y el vector (—2,1,1).

También es posible obtener la ecuacién de la recta resolviendo el sistema
homogéneo asociado, con lo que obtendriamos un vector de la misma,
obteniéndose luego una solucién particular para el sistema.

(111) Posicién relativa de las rectas

r—y=1 x=3
r = ro =
y+2=0 y—z=-1
Si tratamos de resolver el sistema formado por las cuatro ecuaciones que
definen ambas rectas observamos que éste es incompatible, de manera
que las rectas son paralelas o se cruzan. Veamos entonces cémo son
sus direcciones: para ello resolvemos los sistemas homogéneos asociados

obteniendo:
W, = L(1,1,-1), W,, = L((0,1,1))

Puesto que W,., # W,, las rectas no son paralelas y por tanto se cruzan.
De hecho podemos observar que las rectas son perpendiculares pues W,, L
W,.

9]
PROBLEMAS METRICOS

El concepto de proyecciéon ortogonal en un espacio euclideo puede ser exten-
dido a los espacios afines a través del siguiente resultado.
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Proposicion 9.4

Sea L = A+W una variedad afin de un espacio afin euclideo A tal que L # A
y sea B € A tal que B ¢ L. Entonces existe una variedad unidimensional (una
recta) r = B + V tal que r es perpendicular a L y 7 N L # ().

Demostracion:
Consideremos el vector 1@ y su proyeccion ortﬂonal sobre el espacio W, esto
es PW(E). Sea B' = A+ PW(E), es decir AB’ = PW(@). Estd claro que

— =
AL = AB' + B'B
y de la definicién de proyeccién ortogonal (Definicién 8.8) se tiene que

AB = Pw(AB) + Qw (AB)

Dado que esta descomposicién es tnica se tiene que Qw (AB) = B'B.

Consideramos ahora el subespacio V' generado por el vector BB’ y la varie-
dad (la recta) » = B + V. Esté claro que V C W+, es decir r es perpendicular

alLyB ernlL.
[

El punto B’ obtenido en la construccién anterior se denomina proyeccidn
ortogonal del punto B sobre L y se notard por Pr(B). Es importante resaltar
que B’ también se obtiene como la interseccién entre L y Lt = B + W+,

Ejemplo 9.4

Proyectar el punto A(1,0,2) sobre la recta L = P + (w), con P(1,1,1) y
w=(-1,2,1).

Tal y como hemos comentado, para construir Pr,(A) construimos en primer
lugar la variedad Ly = A+ W+ (donde W = (w)), es decir la variedad afin que
pasa por A y tiene como direccién el espacio ortogonal al generado por el vector
w. Como hemos visto en el tema anterior, un sistema de ecuaciones implicitas
para W+ viene dado por —z1 + 222 +z3 = 0, de modo que la variedad L7 tiene
por ecuaciones

—x1+ 220+ 23=1

Intersecamos ahora con la recta L de ecuaciones
T1+x3 =2, x1+ 202 =3

que da lugar a un sistema cuya solucion es la proyecciéon buscada (%, %, %)
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Como vimos en la seccién 9.1, la distancia entre dos puntos en el espacio
afin se obtiene a través de la norma del vector que une los puntos. Gracias
a la proyeccion ortogonal podemos obtener la distancia entre un punto y una
variedad afin; dado un punto P y una variedad L, la distancia de P a L, definida
por

d(P.L) = min | PQ)

la obtenemos a través del siguiente resultado.

Proposicion 9.5

Dado P un punto y L una variedad afin de un espacio A, se tiene que
d(Pv L) = d(Pa PL(P))

Demostracion:
Sea L=A+W,conAe A ymla direccién de L. Sabemos que P’ = Pp(P)
corresponde al punto tal que AP’ = ’Pw(ﬁ). Sea ahora () € L cualquiera,

entonces
AP = 40 + QP
y como m € W, de la Proposicién 8.10 sabemos que
—
IPP| < QP, vQeL
lo que prueba que la menor distancia entre P y cualquier punto de L se obtiene

a través de la proyeccién ortogonal.
]

Ejemplo 9.5

En R? consideremos un punto P(g,%0,20) y un plano de ecuacién azx +
by + cz +d = 0. Para calcular la distancia del punto al plano construimos la
variedad ortogonal al plano que pasa por P, esto es, P+ w con w = (a,b,c).
Usando la ecuacién vectorial de esta recta, para intersecarla con el plano se ha
de encontrar ¢t € R tal que

axg + byg +czo +d
a2+ b2 +¢c2

a(zo + at) + blyo + tb) + c(zo +tc) +d=0=>t = —

Para este valor de ¢ se obtiene el punto P’ correspondiente a la proyeccién del
P sobre el plano. Por tanto, la distancia serd la norma de este vector:
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—
|PP'|| = ||(ta,tb, tc)|| = 1/t?(a? + b + ?)

axg +byg + czg +d \/m: ‘a$0+by0+02’0+d|
T VETPETC

con lo que se obtiene la conocida férmula de la distancia de un punto a un plano.

También podemos definir la distancia entre dos variedades L1 y Lo como la
menor distancia existente entre cualesquiera puntos de las variedades, es decir,
d(L1, L2) = min d(P, Q)

PeLy
Q€EL>

Proposicion 9.6

Dadas dos variedades L1 = A1 + Wy y Ly = Ay + W5 se tiene que
d(Ly, Ly) = d(A;, L)

donde L = Ay + (W1 + W), es decir, la variedad que contiene a Lo y es paralela
a L1 5

Demostracion:
Considiwgglos dos puntos P; y P, de Ly y Lo, respectivamente. Sea ahora
wy = PjA; € Wy ysea P = P, +wj. Nétese que P € L.

Se tiene que

P1P2:P1A1+A1P+P—>P2:w1+A13fw1:m

de modo que d(Py,P,) = d(A;,P). Puesto que P € L, deducimos que
d(Py, P;) > d(Ay,L). Como esto es cierto cualesquiera que sean los puntos
Py Py en Ly y Lo, respectivamente, en particular es cierto para los puntos en
los que se alcanza la distancia minima, es decir,

d(Ly, Ly) > d(Ay, L)

Por otro lado, consideremos ahora Q = P, (A1). Puesto que Q € L, podemos
escribir Q = As + vy + vo, para ciertos vectores vi € Wy y vo € Wy, Si ahora
llamamos P, = A1 — vy y P, = As + va, que obviamente verifican que P; € Ly
y P» € Ly, también se tiene que

—_— - — —
A1§=A1P1+P1P2+P2§=—V1+P1P2+V1=P1P2
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Como @ es el punto que da la distancia minima de A; a L, tenemos que
d(Ay,L) = |P1P;]|. Dado que Py y P, estdn en Ly y Lo, respectivamente estd
claro que

d(A17L) Z d(Lla L2)

De la doble desigualdad se obtiene el resultado.

Ejemplo 9.6

Calcular la distancia entre las rectas r y s dadas por

_ =y +2z=1

r=(1,0,-1)+((0,1,1)), s=
T+y=2
Segun la proposicién anterior, la distancia d(r, s) viene dada por la distancia de
un punto de r, a la variedad L que contiene a s y es paralela a r. Por tanto,
construyamos en primer lugar dicha variedad L.
Calculamos la direccién de s encontrando una base del subespacio vectorial

asociado, esto es
z—y+2=0 . .,
4 = Direccién de s = (—1,1,2)

z+y=0

Consideremos un punto cualquiera de s, por ejemplo (1,1,1), y construyamos
la variedad L, en este caso el plano, que pasa por (1,1,1) y tiene direccién
((0,1,1),(—1,1,2)). Como vimos en (1v) del ejemplo 9.2, la ecuacién del plano
vendra dada resolviendo

r—1 y—1 z-1
0 1 1 |[=0=2z—y+2=1
-1 1 2

Luego d(r,s) = d((1,0,—1), L), que segiin hemos visto en el ejemplo 9.5 viene
dada por

I
=

d((1,0,-1),L) =

5
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Ejemplo 9.7

Obtener la perpendicular comun a las rectas

2r4+y=1 B==8=1
= 5=
z+z=-1

En primer lugar consideremos W, la direccion perpendicular a r y s simultanea-
mente: para ello, obtenemos primero las direcciones de r y s:

z—2y—2=0

2 =

:>(1772771) {
r+2z=0

z—y=20

y la direccién perpendicular a r y s vendra dada por las soluciones del subespacio

{x_Qy_ZZO = W ={(1,0,1))

r+y—z2=0

Ahora, la perpendicular comun se obtiene mediante la interseccién de la variedad
m1 que contiene a r y es paralela a W con la variedad w5 que contiene a s y es
paralela a W:

r y—1 z+1
m=|1 -2 -1 |=0=2z4+y—2=2
1 0 1
r y z+1
m=|1 1 -1|=0=2z-2y—2z=1
1 0 1

(nétese que el punto (0,1,—1) € r y (0,0,—1) € s). Entonces, la perpendicular
comun es la recta
{:c +y—2=2

r—2y—z=1

9]
APLICACIONES AFINES

Las aplicaciones afines son similares a las aplicaciones lineales pero definidas
en espacios afines. Dado que una aplicacién afin transforma unos puntos en
otros, podemos considerar una aplicacién asociada que transforma los vectores
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que conectan esos puntos en otros vectores. En esencia, una aplicacion afin serd
aquella que hace que la aplicacién asociada sea lineal.

Definicion 9.5

Sean A y A’ dos espacios afines. Una aplicacién f : A — A’ se dice que
es una aplicacion afin si existe un punto O € A tal que la aplicacién lineal

:V — V'’ donde V y V'’ son los espacios vectoriales asociados a los espacios
afines A y A’, respectivamente, verifica ?(07) = f(O)f(X;7 VX € A
La aplicaciéon f se dira la aplicacién lineal asociada a f.

FEl siguiente resultado muestra que la aplicacién lineal asociada no depende
de la eleccién del punto O.

Proposicion 9.7

Si f es una aplicacién afin, entonces la aplicacién lineal asociada verifica

T (AB) = f(A)f(B), VA, B € A.

Demostracion: .
Dado que 1@ = O? — OAy que 7 es lineal,

7(AB) = 7(OB) - f(0A) = f(0)f(B) — F(O)f(A) = f(A)f (B

De la definicién de aplicacién afin se sigue que ésta sélo depende de la imagen
de un punto O dado y de la aplicacién lineal asociada, pues de la expresion

?((ﬂk) = f(O)f(X;, se sigue que

F(X) = £(0) + F(OX) 9.2)

BHAE Matriz de una aplicacién afin

Consideremos dos sistemas de referencia R = {O;B} y R' = {O;5'}
de los espacios A y A’, respectivamente. De la expresién (9.2), conocidas
las coordenadas del punto f(O)(ci,...,cm)r’ v la matriz de la aplicacién

lineal 7 en las bases By B', M = (a;;), se tiene que si X (21,...,Zn)R ¥
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f(X)(yla e aym)R’, entonces

Y1 C1 a1 -+ Qin x1

Ym Cm, m1  *°* Gmn T

que en formato abreviado escribiremos como f(X) = f(O)+ M X. La expresién
matricial anterior puede ser escrita del siguiente modo

1 1] 0 0 1
Y1 C1 a11 Q1n x1
Ym Cm Am1 Amn Tn

donde la matriz

(1)

se denomina matriz asociada a la aplicacion f respecto de los sistemas de
referencia R y R'.

Ejemplo 9.8

Dado un vector fijo v, consideremos la aplicacién afin f : R®™ — R™ definida
por
f(P)=P+v

es decir, la aplicacién afin cuya aplicacion lineal asociada es la identidad. Esta
aplicacion afin es una traslacion de vector v, es decir, a cada punto le asocia el
trasladado por el vector v.

Veamos cual es la aplicacién lineal asociada 7 Dado dos puntos Py @, al
trasladarlos mediante el vector v se tiene que f(P) = P+vy f(Q) =Q + v.

Por tanto
7(P8) = F(P)F(Q) = PG

de manera que ? es la aplicacién identidad. Ademas, la imagen del origen O es
f0)=0+v

asi pues, la matriz de esta aplicacion es

(~17)
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Ejemplo 9.9

Encontrar la ecuacion de la simetria respecto del plano de ecuacion
r+y—z=1

En primer lugar calcularemos la matriz de la aplicacion lineal asociada. Para
ello, consideramos la simetria correspondiente a la direccion de la variedad afin
dada, esto es, el subespacio 1 + x5 — x3 = 0. Para calcular la matriz de esta
simetria procedemos como en el ejemplo 5.5, obteniendo en primer lugar una
matriz respecto de una base adecuada y posteriormente realizando un cambio
de base. Asi, la matriz de la aplicacion lineal en la base candnica es

-1

1 2 2

10 -1 10 1 1 -2 2
— 2 1 2

01 -1 01 1] =(-2 1L 2
2 2 1

11 1 11 -1 : 21

lo que significa que la matriz de la aplicacion afin que buscamos serd de la forma:

1 0 0 0 1
12 2

1 3 3 3 L
2 1 2

C2 3 3 3 Y
2 2 1

= 3 3 3 Z

y para calcular los coeficientes c1, co y c3 bastard conocer la imagen de cualquier
punto de la aplicacién; por ejemplo, como cualquier punto del plano x+y—z =1
es fijo, se tendra que f(1,0,0) = (1,0,0). Imponiendo esta condicién resulta que

1 2 2
Cl+§:1, 02—5207 03+§:O
es decir, la simetria buscada tiene por ecuaciones

f(x,y,z):%(2+:Ef2y+2z,272x+y+22,72+2x+2y+z)

9]
APLICACION: MOVIMIENTOS RIGIDOS

Intuitivamente, el concepto de movimiento es el de una aplicacién que
“mueve” los objetos en el plano o el espacio sin modificar su forma. En el
contexto de las aplicaciones afines, los movimientos se definen de forma clara y
precisa a través de sus aplicaciones lineales asociadas. Un movimiento rigido es
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una aplicacién afin cuya aplicacién lineal asociada es lo que se denomina una
isometria o aplicacion ortogonal. Las aplicaciones ortogonales son aquellas que
conservan el producto escalar, es decir

(w,v) = (f (u, F (v))

lo cual se traduce facilmente (véase ejercicio 19) en conservacién de distancias,

esto es:
PG = F (PO

Desde un punto de vista intuitivo, estd claro que una aplicacién afin asociada a
una isometria hard que los objetos se transformen sin variar las distancias entre
sus puntos, lo cual se traduce légicamente en que la aplicacién lo inico que hace
es modificar la situacion espacial del objeto.

El nombre de aplicacién ortogonal para denominar a este tipo de aplicacio-
nes lineales no es casual. Resulta que si consideramos una base ortonormal, la
matriz de una aplicaciéon ortogonal respecto de esa base resulta ser una matriz
ortogonal, esto es, A=1 = AT (cf. Definicién 8.5). Tales matrices tienen pro-
piedades muy interesantes: por ejemplo, es muy facil comprobar que si A es la
matriz de una isometria, entonces |A| = £1; y aun mds, los autovalores de una
isometria tienen siempre médulo (o valor absoluto, en caso de que sean reales)
igual a 1.

De este modo, es sencillo identificar todas las posibles isometrias tanto en
el plano como en el espacio. Por ejemplo, en R?, como los autovalores tiene
que ser 1, —1 o un complejo de médulo 1, el cual puede escribirse en la forma
cos & + isen «, entonces la forma de Jordan (real) de una isometria tiene que
corresponder a alguna de las siguientes:

1 0 -1 0 1 0 cosSy  sen o
0o 1)’ 0o —-1)’ 0 -1/’ —sena Cos«

Por tanto, las aplicaciones afines que son movimientos en el plano tendran que
tener como aplicacién lineal asociada alguna de los cuatro tipos anteriores.

Para caracterizar las aplicaciones afines que corresponden a movimientos
hemos de prestar atencién a sus puntos fijos. Un aplicacién afin f : A — A
tiene un punto fijo P si f(P) = P. Por (9.2), f(P) = f(O)+ M P, donde M es
la matriz de la aplicacién lineal asociada. Esta claro entonces que en un punto
fijo se debe cumplir (M — I5)P = —f(O), donde I es la matriz identidad. Este
sistema tendra solucién, segin el Teorema de Rouché-Frobenius, si

rango(M — ) = rango(M — Iz| — f(O))

Noétese entonces que si rango(M — Is) = 2, el sistema tendrd siempre un
punto fijo, lo que se puede dar en los casos

-1 0 cosa  sen
0 -1/’ —sena Cos«
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El tnico moviento plano con un punto fijo es un giro de centro el punto fijo y
angulo « (figura 9.1a). Nétese que si a = m, ambas matrices coinciden.
Si rango(M — I5) = 1, lo cual corresponde necesariamente a que la isometria
tenga como forma de Jordan
1 0
0 -1

entonces, si hay puntos fijos, entonces debe haber infinitos, generando una
variedad lineal de dimensién uno, esto es, una recta. El inico movimiento del
plano con una recta de puntos fijos es la simetria de eje dicha recta (figura 9.1b).
También podria ocurrir que para rango(M — I3) = 1 no existieran puntos fijos
(aunque la isometria siga siendo la misma); en este caso, lo que tenemos es una
simetria con deslizamiento (figura 9.1c).

Por dltimo, si la forma de Jordan de la isometria corresponde a la matriz
identidad, entonces estd claro que rango(M — I3) = 0, y aqui caben dos
posibilidades: o bien todos los puntos son fijos, es decir, el movimiento es la
identidad, o bien no existe ningin punto fijo, lo que significa que el movimiento
es una traslacion (figura 9.1d).

0 16
CALCULO CON PYTHON

Aunque los cédlculos involucrados en este tema no requieren de la introduc-
cién de nuevas herramientas de Python, mostraremos en esta secciéon nuevas
instrucciones para manejar matrices que nos ayudaran a resolver algunos ejem-
plos sencillos.

Comencemos calculando las coordenadas de un mismo punto en dos sistemas
de referencia distintos: dados R = {O; B} el sistema de referencia cartesiano y
R' ={0’;B'}, donde

Ol(lv ]-a 0)7 BI = {(17 Oa _1)7 (1a 1; 0)7 (07 Oa 1)}

para calcular las coordenadas del punto (1,2,3)g respecto de R’ hemos de
construir la matriz del cambio de base de R’ a R de (9.1):

>>> from numpy import matrix,concatenate,zeros,bmat,r_,dot
>>> A=matrix(’1 0 -1; 1 1 0; 0 0 1°).T
>>> M=concatenate ((zeros ((1,3)),4))

>>> M

matrix ([[ 0., O., 0.],
[ 1., 1., 0.1,
[ o., 1., 0.1,

[-1., 0., 1.1
>>> a=concatenate ((bmat(r_[1,1,1,0]).T,M),1)
>>> a

371
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(a) Rotacién (b) Simetria

(c) Simetria con deslizamiento (d) Traslacién

Figura 9.1: Movimientos en el plano
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9.6 = Calculo con Python

matrix ([[ 1., ©O0., 0., 0.],
[ 1., 1., 1., 0.1,
[ 1., 0., 1., 0.1,
Lo., -1., 0., 1.1

En este caso hemos construido la matriz de cambio de sistema de referencia
usando nuevas instrucciones de NumPy, como concatenate, que se usa para
unir dos matrices. En la linea 3 adjuntamos una fila de ceros a la matriz M del
cambio de base (formada por los vectores de B’ por columnas), mientras que en
la linea 9, hemos adjuntado a la matriz M una columna formada por un 1 y las
coordenadas de O’. Nétese que hemos usado la funcién r_ seguida de una lista
para crear un arreglo; es decir, la orden r_[1,1,1,0] es equivalente a escribrir
array([1,1,1,0]). Luego convertimos este arreglo en matriz con la funcién
bmat. Obsérvese también que para adjuntar una columna, en lugar de una fila,
usamos un segundo pardametro opcional en la instruccién concatenate.

Para transformar coordenadas nos bastard multiplicar la matriz de cambio
por el vector (1,1,2,3)

>>> dot(a,r_[1,1,2,3])
matrix ([[ 1., 4., 3., 2.11)

es decir, (1,2,3)r = (4,3,2)r.

Estas instrucciones para manejar matrices estan disponibles solo en NumPy.
Para realizar algo similar con SymPy hemos de usar las funciones row_join y
col_join. Por ejemplo, podemos construir la matriz del ejemplo 9.8 del siguiente
modo:

>>> from sympy import Matrix,eye,zeros

>>> from numpy import r_

>>> f=Matrix(r_[1]) .row_join(zeros ((1,3)))
>>> v=Matrix(r_[1,3,2]).T

>>> A=f.col_join(v.row_join(eye(3)))

>>> A

[1, 0, 0, O]
[1, 1, 0, 0]
[3, 0, 1, 0]
[2, 0, 0, 1]

Tambien podemos aprovechar el manejo de expresiones simbdlicas con el
modulo SymPy para obtener la ecuaciéon de un plano que pasa por los puntos
(1,0,0), (2,0,—1) y (1, 1,2), segun hemos visto en (1v) del Ejemplo 9.2,

>>> from sympy import symbols,Matrix

>>> x,y,z=symbols (’xyz’)

>>> A=Matrix ([[x-1,y,z],[1,0,-1]1,[0,1,211)
>>> A

[-1 + x, y, 2]

373
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[ 1, 0, -1]
[ 0, 1, 2]
>>> A.det ()

-1 + x + z - 2%y

0]
EJERCICIOS

Ejercicios de repaso

Se considera en un espacio afin A4, el sistema de referencia cartesiano
R = {0;{u1,uz}} y otro sistema de referencia R’ = {O’; {v1, va}}, con 0'(1,2),
vi = (2,2) y vo = (—1,2). Encontrar las ecuaciones del cambio de sistema de
referencia y la ecuacién de la recta r = x + y — 5 = 0 respecto de R'.

En los siguientes apartados encontrar las ecuaciones de la recta:
(a) Que pasa por los puntos P(1,2,—1) y Q(2,1,3).

(b) Pasa por el punto Q(0,1,—1,0) y tiene como direccién el subespacio
generado por el vector (0,1, —1,1).

(¢) Paralela a la recta de ecuaciones z —y + 2z = 1, 2z +y = 0 y que pasa por
el punto P(0,0,0).

Estudiar la posicién relativa de las rectas de ecuaciones

r=(2,1,4) +((3,2,-1)) S:{w—3y+z:_2

dx +2y — 3z = -1
En los siguientes apartados hallar la ecuacion del plano que:
(a) Pasa por los puntos A(1,0,0), B(2,0,—1) y C(1,1,2).
(b) Pasa por el punto P(—1,0,2) y es paralelo a las rectas del ejercicio 3.

(c) Pasa por el origen y es perpendicular a la recta

r+y—2z=1
r—y+32=0

Halla la distancia del punto P(1,3,—1) a la recta de ecuaciones pa-
ramétricas
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yalplanor =z +y+ 2z =0.
Halla la distancia entre las variedades afines

r+22+t=0
r={r—y—2t=1 re = (0,3,2,1) + ((0,1,0, 1))
T—t=2

Encuentra las ecuaciones de las siguientes transformaciones afines de R3:
(a) Simetria respecto del plano x +y + 2z = 1.
(b) Simetria respecto de la recta de ecuaciones x =y = z.
(¢c) Simetria respecto del punto (1,0, 1).

En los siguientes apartados calcular la proyeccién ortogonal del punto P
sobre la variedad L, donde

(a) P(0,1,-2), L=z+y+z2=1

{Qx—l—y—z:o

(b) P(Qvoaf]-)a L=
rT—z=2

(¢) P(0,1,-1,2), L=2x+y+2z—t=2

Problemas
En R* se consideran las variedades afines

Ly = {(z1,79,73,24) ER*: 21 + 20 =4, 23+ 234 =0}
Lo =(3,2,2,-1) +{(1,-2,2,1))

Hallar a para que L1 y Lo tengan intersecciéon no vacia.

Estudiar la posicién relativa de los planos

m = -3z + 3y —4z =6, o =4 —ky+82=5
en funcién de los valores del parametro k.
Dadas las rectas

r—2 y-—1 r—a
= — =2z, S =
2 2 a

r=

=y—1l=z+1

Se pide:

(a) Calcula los valores de a que hacen que las rectas anteriores se corten en
un punto P a determinar.
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(b) Calcula la distancia del punto P a la recta de ecuaciones

r=2
r+y—2z=1

(¢) Calcula la perpendicular por P al plano que pasa por los puntos (0, 1,0),
(1’ 17 0) y (O’ 07 1)'

Hallar las ecuaciones de la transformacion afin que asocia a cada punto
de R? su proyeccién ortogonal sobre la recta y = 2z.

Calcula las ecuaciones de la proyeccién ortogonal sobre el plano de
ecuacion x — 2y + z = 3.

Una homotecia de razén k # 0 es una transformacién afin cuya matriz de
la aplicacién lineal asociada es kI,,. Calcula las ecuaciones de una homotecia de
razén 2 que transforma el punto (1,2,1) en el punto (1,3,1). ;Puedes describir
geométricamente qué hace esta aplicacion?

Encontrar las ecuaciones de una aplicacién afin que transforma los
puntos (0, 0,0), (1,0,0), (1,1,0) y (1,1,1) en los puntos (1,1, 1), (1,2, 3), (1,2,4)
y (0,0,0), respectivamente.

Ejercicios tedricos

— =
Dados n+1 puntos Py, Py, ..., P,, probar que los vectores Py P;,P; Ps,. . .,
Py P, son linealmente dependientes si y solo si, para cualquier i =1,...,n los n

vectores P, Py, P;Py, ...,P;P, también lo son.
En R? considera un punto P(zo,y0) y una recta r = ax + by + ¢ = 0.
Deducir la férmula de la distancia del punto P a la recta r.

En R? se consideran las rectas r = az+by+c=0y s=az+by+d =0,
con ¢ # d. Probar que las rectas son paralelas y encontrar una expresién que
proporcione la distancia entre ellas.

Ejercicios adicionales

Probar que una aplicacién lineal es ortogonal si y solo si conserva las
distancias.

Identificar la aplicacién afin de matriz

1 0 0
3 4
3 -5 —3
4 3
L =5 3

Construir las matrices de los siguentes movimientos:
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(a) Una traslacién de vector (2, 3).
(b) Un giro de centro el punto (1,3) y dngulo 7.

(¢) Una simetria de eje la recta z —y = 2.






A Conceptos generales

En este apéndice tratamos de incluir una serie de nociones bésicas que se
suponen conocidas por el lector y que incluimos aqui a modo de repaso. En
esencia recordaremos brevemente algunos conceptos de teoria de conjuntos,
funciones y estructuras algebraicas, y veremos con mas detalle el Principio de
Induccién que es usado en diversas demostraciones a lo largo del texto.

TEORIA DE CONJUNTOS

Las nociones que siguen a continuacién seran presentadas de forma “intui-
tiva”’, dado que una profundizacién en algunos de los conceptos que vamos a
mostrar queda fuera del alcance de este texto.

El lector estard familiarizado con el simbolo logico de implicacion, =, que
relaciona una afirmacién con su consecuencia. La proposicién p = ¢, que se lee
si p entonces ¢, significa que si la afirmacién p es cierta, entonces la afirmacion
q también lo es. Por ejemplo,

si llueve entonces la calles se mojan

En este caso se dice que p es una condicion suficiente para ¢, mientras que ¢
se dice condicion necesaria para p. Es importante senalar que si la afirmacion
p no es cierta, no se puede deducir nada sobre la veracidad de ¢ (si no llueve,
las calles podrian estar o no mojadas —por ejemplo, podrian haber regado—).
Pero si g es falsa, entonces p no puede ser cierta (si las calles no estdn mojadas
es porque no ha llovido).

Debemos recordar la diferencia entre la implicacion simple y la doble impli-
cacion p < q, que se lee p si y solo si ¢, y que significa

p=q y q=p
simultdneamente. En este caso se dice que p es una condicion necesaria y
suficiente para g, o que p y q son equivalentes.

El lector también debe conocer el concepto de conjunto y de elemento, asi
como la relacién de pertenencia a un conjunto, que denotamos por x € A, y que
significa que el elemento x estd en el conjunto A. La no pertenencia se denota
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por & € A. Recordamos también la notacién habitual para un conjunto formado
por una serie de elementos:
A={a,b,c,d} (A1)
Una colecciéon de elementos de un conjunto se dice que forma un subconjunto,
y en tal caso usamos la notaciéon de inclusion, B C A, para decir que todo
elemento del conjunto B estd en A. La inclusién estricta se denota por B C A
y significa que todo elemento de B estd en A, pero hay elementos de A que no
estdn en B. Obsérvese que si A es el conjunto dado en (A.1) entonces podemos
escribir
acA, beA {ptcA {ac}CA
pero no {b,c,d} € A. Asimismo, el lector podrd entender de inmediato la

siguiente afirmacion:
ACByBCA< A=B

Recordamos también la notacién para el conjunto vacio @), y que se verifica que
() € A para cualquier conjunto A.

El conjunto formado por todos los subconjuntos de un conjunto A (incluidos
el conjunto vacio y el propio conjunto) se denomina partes de A y se denota por
P(A).

Usaremos a lo largo de todo el texto los cuantificadores V' y 3, asi como la
negacién de este wltimo 3, y cuyos significados se muestran en los siguientes
ejemplos:

p(z), Ve € A se lee, p(z) para todo = de A

y significa que la propiedad p(z) se tiene para cualquier elemento x del conjunto
A.
Jr e A: p(x) se lee, existe z en A tal que p(z)

quiere decir que existe al menos un elemento x del conjunto A para el que la
propiedad p(z) se tiene.
Noétese que:
Pr e A: p(x) < p(x) es falso Vo € A
es decir, no hay ningtin elemento de A para el que la propiedad p(x) sea cierta.
Es importante no confundir lo anterior con la negacién de p(z), Vo € A. Tal
negacién es equivalente a que 3z € A tal que p(x) se cumple.

Las operaciones entre conjuntos que usaremos son la union, A U B, que
corresponde el conjunto de elementos formados por todos los del conjunto A y
todos los del conjunto B, y la interseccion, AN B, que se forma con los elementos
que estd a la vez en el conjunto A y en el B. Se usardn también las uniones e
intersecciones genéricas

JAi=4u4,u0---uA4,

~
=

Ai=ANAN--NA,

.

=1



A.2 = Funciones

Por otro lado, la diferencia de conjuntos, A\B, estd formada por los elementos
de A que no estan en B. Légicamente se tiene que

BC A= A\B#

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, que se denota por A x B,
se define como el conjunto de pares ordenados de la forma (x,y) con x € A e
y € B. La definicién se puede extender a un niimero mayor de conjuntos.

Una relacion R sobre un conjunto A es un subconjunto del producto car-
tesiano A x A. Si x,y € A son tales que el par (z,y) € R, se representard por
x Ry, y se dird que x esta relacionado con y por la relaciéon R.

Dada una relacion R en un conjunto A, se dice que ésta es

= reflexiva, si x Rz, Vx € A

= simétrica, sixt Ry =y Rz, Vr,y € A

= antisimétrica sizc Ryy yRx =z =y, Vo,y € A
= transitiva, sixt RyyyRz= xRz, Vr,y,z € A

Una relacién que sea reflexiva, antisimétrica y transitiva se dice relacion de
orden, o simplemente orden. Por ejemplo, la relacién de inclusién entre conjuntos
(C) es un orden en el conjunto P(A). La relacién de desigualdad entre niimeros
(<), bien conocida por el lector, también es una relacién de orden. Cuando
existe una relacién de orden en un conjunto se dice que éste es ordenado.

Una relacién R sobre un conjunto A se dice de equivalencia si es reflexiva,
simétrica y transitiva. Si x Ry con R una relacién de equivalencia, se dice que x
es equivalente a y y se suele usar la notacién x ~ y. Dado x € A, el conjunto de
elementos de A que son equivalentes a x se denomina clase de equivalencia de x.
El conjunto formado por todas las clases de equivalencia se denomina conjunto
cociente y se denota por A/ ~.

FUNCIONES

Otro elemento fundamental con el que el lector probablemente estara fami-
liarizado es el concepto de aplicacién entre conjuntos.

Dados S y T dos conjuntos, toda correspondencia que asocia a cada elemento
de S un y solo un elemento de T se denomina aplicacion de S en T. A S se
le llama espacio de partida o espacio origen 'y a T espacio de llegada o espacio
magen.

La notacién habitual para una aplicaciéon es la siguiente:

f+ S — T
s — f(s) =t =imagen por f de s
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Cuando S y T son conjuntos numéricos se habla habitualmente de funcidn.
Asociada a una funcién existen una serie de conjuntos y propiedades impor-
tantes; en concreto, si f : S — T una aplicacién, entonces:

(1) Se define el dominio de f, como el conjunto
Dom(f) = {s € § : 3f(s)}
(11) Se denomina imagen de f, al conjunto
Im(f) = {t € T: 35 € S tal que f(s) =t} = {f(s) : s € S} = £(S)

(ur) SiIm(f) =T, es decir, si Vt € T, 3s € S con f(s) = t, se dice que f es
sobreyectiva o sobre.

(tv) f es inyectiva si
f)=f(s) =s=4¢
(v) f se dird biyectiva si es sobre e inyectiva.

Ademas existe una operacién fundamental con las aplicaciones, la composi-
cién, que se define del siguiente modo: si f: S — Ty g: T — U son tales que
Im(f) C Dom(g) se define la composicién de f con g, que se notard (go f), por:

(gof): S — U
s — g(f(s))

Es facil demostrar que la composicién de aplicaciones inyectivas es inyectiva,
la composiciéon de aplicaciones sobreyectivas es sobreyectiva, y obviamente, la
composicién de aplicaciones biyectivas es biyectiva.

Finalmente, dada una aplicacién f : S — T, se denomina inversa de f a
toda funcién g : T — S tal que

(gof)(s) =5, (fog)(t)=t

Se notard g = f~!. Es importante observar que la inversa no siempre existe. En
caso de que exista se dird que f es invertible.

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Se denomina operacidn (interna) sobre un conjunto A a una aplicacién
*: AxA— A

que a cada par de elementos (z,y) € A X A le asocia un elemento z xy € A.
Es decir, una operacion consiste esencialmente en “hacer algo” con un par de
elementos de un conjunto para “producir” un nuevo elemento del conjunto.

Se dice que una operacion * es:
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= conmutativa, si zxy =yxx, Ve,y € A
= asociativa, si xx (y*z) = (x*xy) * 2, Vo,y,2 € A

Decimos que e es un elemento neutro para la operaciéon x, si xxe = exx = x,
Vo € A.
Si la operacién * posee elemento neutro e, dado x € A se dice que 2’ € A es
su simétrico (también llamado opuesto o inverso) si x xa’ =’ xx = e.
Cuando en un conjunto tenemos dos operaciones + y *, se dice que * es
distributiva por la izquierda respecto de + si

xx(y+z)=zxzxy+axxz, Vryzed
o distributiva por la derecha respecto de + si
(y+2)xx=y*xzx+zxx, VryzeA

Obviamente, si * es conmutativa y distributiva respecto de + por alguno de los
lados, lo sera por el otro.

Una estructura algebraica debe entenderse como una “etiqueta” con la que
se trata de identificar las propiedades que ciertas operaciones poseen en un de-
terminado conjunto. El principal interés en trabajar con estructuras algebraicas
estriba en el hecho de que las propiedades que se pueden deducir a partir de la
estructura son independientes de la naturaleza de los elementos del conjunto en
cuestion.

Si A es un conjunto y + es una operacién asociativa y que posee elemento
neutro y elemento simétrico, se dice que el par (A, +) es un grupo. Si ademas la
operacion es conmutativa, se dice que es un grupo conmutativo.

Si en A tenemos dos operaciones, + y x*, tales que (A,+) es un grupo
conmutativo, la operacién * es asociativa y distributiva respecto de + tanto
por la izquierda como por la derecha se dice que la terna (4, +, %) es un anillo.
El anillo es conmutativo si la operacion * lo es, y se dird que es un anillo unitario
si la operacion * posee elemento neutro.

Por ejemplo, el conjunto de niimeros enteros Z es un anillo conmutativo y
unitario.

Por tltimo, un conjunto A dotado de dos operaciones + y - tales que (A4, +, -)
es un anillo y (4*,-) es un grupo, donde A* = A\{0}, siendo 0 el elemento neutro
para la operacién +, se dice cuerpo.

Los ejemplos tipicos de cuerpos que el lector probablemente conoce son Q,
el conjunto de niimeros racionales, y R, el conjunto de ntimeros reales.

PRINCIPIO DE INDUCCION

El Principio de Induccion es una técnica de demostracién que se usa en varias
ocasiones a lo largo del texto y que permite probar propiedades vinculadas de
algtin modo con el conjunto de nimeros naturales N.
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Funciona del siguiente modo: si se pretende demostrar que una cierta pro-
piedad p(n) es cierta para todo ndmero natural n € N, entonces es necesario
probar:

(1) p(1) es cierto
(1) p(n) = p(n+1)

Podemos tratar de entender el mecanismo si pensamos, por ejemplo, en
subir una escalera. Para recorrer toda una escalera solo necesitamos realizar
dos acciones: la primera y més evidente es llegar al primer escalén (lo que
identificamos con probar que la propiedad es cierta en el caso n = 1, esto es,
que p(1) se cumple); la segunda consiste en, estando en un determinado escaldn,
saber llegar al escalén inmediatamente superior, es decir, si la propiedad en el
caso n es cierta, hemos de poder probar que también es cierta en el caso n + 1
(lo que denotamos con p(n) = p(n + 1)). Cémo hemos llegado al nivel n es
irrelevante aqui; lo que realmente importa es ver cémo llegar del nivel n al nivel
n + 1, es decir, como se sube de un escalén al siguiente.

Debe ser ahora evidente que si somos capaces de llegar al primer escaldn,
y sabemos como pasar de un escalén al siguiente, entonces podemos subir
completamente la escalera, no importa cudn larga sea. Veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo A.1

" n(n+1)
1) Prob = —2
(1) Probar que izzlz 5
Es facil comprobar que la formula funciona para algunos valores de n:
1-2
n=1—1=—
2

2.

3-4

sin embargo es muy importante tener claro que esto no constituye una
demostracién del resultado (;cémo podemos garantizar que la férmula es
vélida para cualquier otro valor de n?). Vamos a probar la férmula por
induccién. El primer paso ya estd hecho (la férmula es cierta para n = 1,
como acabamos de comprobar); veamos el segundo: hay que probar que si
la férmula es cierta en el caso n, entonces también lo es en el caso n + 1.

Escribamos cémo es la féormula en el caso n + 1:
n+1

- (bt Dnt2) w

- 2
i=1
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Esta expresién es la que queremos demostrar, por lo que comenzaremos
desde un miembro de la igualdad y trataremos de llegar al otro. Aqui es
importante sefialar que estamos suponiendo que la férmula es cierta en el
caso n, es decir, que

Zz _ "7“ (A.3)

se tiene. Esto puede ser confuso para el lector, pues parece que asumimos lo
que queremos probar, pero no debemos olvidar que lo que debemos hacer
es demostrar los pasos que marca el principio de induccién. Por tanto para
probar (A.2):

n+1

Zz—Zz—i— (n+1) (n+1)+(n+1):w

Notese que en el primer paso hemos separado la suma hasta n + 1 en la
suma hasta n més el término n + 1 y en el segundo paso usamos (A.3), a
la que usualmente nos referiremos como hipdtesis de induccion.

Probar la férmula del binomio de Newton:

(a+b)" = Zn: (Z) akpn=k

k=0

donde recordemos que el niimero combinatorio (Z) se define por

n n!
(k) T kK (n— k)

Del mismo modo que antes, veamos en primer lugar que la férmula es
cierta para n = 1: en efecto,

L\ 0,1 I\ 1,0
<O>ab +<1>ab =a-+b

Probemos ahora que si la féormula es cierta en el caso n — 1, entonces
también es cierta en el caso n. Nétese que a diferencia del caso anterior
en el que querfamos probar el caso n + 1 dando por supuesto el caso n,
ahora queremos probar el caso n suponiendo el caso n — 1. El lector debe
entender que ambas situaciones demuestran el mismo hecho.

As{ pues, para probar el caso n, consideramos (a + b)" y lo escribimos
como (a + b)"~!(a + b), de modo que, usando la hipétesis de induccién:
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(a+b)" " (a+b) =(a+b) ni: (” N 1>akbn—1—k

k=0
n—1 - 1 n—1 - 1
_ - kpn—1—k - kpn—1—k
aZ( i )ab +bz< 1 )ab
k=0 k=0
[y | 1
_ - k+1in—1—k - kin—k
—Z<k>a b —l—Z( k)abL
k=0 k=0

El primer sumando de esta tltima expresién se puede escribir del siguiente

modo:
nl(”_1> k+1 1—k i(n—1> k k
Z a" Tt T T = a®bv" "
k=0 k k=1 k-1

y asi

n n—1
-1 -1
a+b)" = e akpnk 4 e akpn—k
k—1 k

k=1 k=0

(5 g ) ()] ()

Notese que la ultima linea se ha obtenido separando el término k& = 0 del
segundo sumando, el término k = n del primero y agrupando el resto de
los sumatorios. Finalmente, basta ver que

)+ ()=
Ca)=(G)=r (G23)=()-

para obtener el resultado deseado.

Yy que




B Introduccion a Python

Este tema no pretende ser un manual de uso de Python sino una breve
introduccién al mismo que proporcione al lector un punto de partida a partir
del cual pueda usar el lenguaje para abordar una buena parte de los calculos,
en algunos momentos tediosos, que son precisos realizar a lo largo de este texto.

Python es un lenguaje de programacion creado por Guido Van Rossum a
finales de los ochenta. Su nombre deriva de la aficién de su creador al grupo de
humor inglés Monty Python. Python es un lenguaje de alto nivel, interpretado,
interactivo y de propédsito general. Un lenguaje se dice de alto nivel cuando su
léxico y estructura estd més préximo al lenguaje humano que al lenguaje que
entiende el computador. El lenguaje es interpretado cuando no necesita de un
proceso de compilacién.! En estos casos, el intérprete lee las lineas de cédigo y las
ejecuta una a una. Es interactivo porque proporciona la posibilidad de ejecutar
c6digo directamente sobre el intérprete sin necesidad de escribir un programa,
capacidad ésta, que nos serd de especial utilidad a lo largo del texto, y es un
lenguaje de propdsito general puesto que es lo suficientemente versatil como
para programar cualquier tarea que pueda realizarse con un ordenador. Como
carta de presentacion podemos decir que Python es uno de los tres lenguajes
oficiales empleados en Google.

Los lectores con conocimiento de algin lenguaje de programacion encon-
traran en Python un lenguaje sencillo, versatil y que proporciona cédigo facil-
mente legible. Para aquéllos que no estan familiarizados con la programacion,
Python supone un primer contacto agradable, pues los programas pueden ser
comprobados y depurados con facilidad, permitiendo al usuario concentrarse
maés en el problema a resolver que en los aspectos concretos de la programacion.

Python es software de cédigo abierto que estd disponible en multiples pla-
taformas (Linux, Unix, Windows, Mac OS, etc.), de manera que el mismo c¢6di-
go funciona en diferentes sistemas,? aunque para ello es preciso disponer del
intérprete. En este tema veremos algunos aspectos generales relacionados con la
instalacion y uso del intérprete, asi como las caracteristicas basicas del lenguaje
v los paquetes esenciales que nos seran de utilidad a lo largo del texto.

1Los lenguajes compilados precisan de un proceso de compilacion (y posterior enlazado)
que transforman el cédigo escrito por el programador (el llamado cédigo fuente) en un cédigo
ejecutable (binario).

2Con la excepcién de las extensiones que son especificas de cada sistema operativo.
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B
INSTALACION DE PYTHON

Python puede ser obtenido desde la pagina web del lenguaje.® El proceso de
instalacion dependera del sistema empleado y no suele presentar complicaciones.
Tanto en Windows como en Mac, bastaré con bajar el instalador y ejecutarlo.*
En la mayoria de distribuciones Linux, Python viene instalado por defecto o
puede ser instalado facilmente con la herramienta de gestion de paquetes.

Una de las principales virtudes de Python estd en la gran cantidad de exten-
siones del lenguaje que posee. Estas extensiones suponen complementos adecua-
dos para realizar de forma rapida y sencilla ciertas operaciones que no forman
parte del nicleo principal del lenguaje. Asi, en este texto trataremos dos exten-
siones que nos seran de gran utilidad: NumPy y SymPy. La primera de ellas estéa
disenada para trabajar con calculo vectorial avanzado, mientras que la segunda
incorpora a Python elementos de calculo simbdlico que nos permitiran realizar
operaciones matematicas con expresiones simbodlicas y calculos exactos. Estas
dos extensiones no vienen con la instalacién inicial de Python y deben ser ins-
taladas posteriormente. Pueden ser descargadas desde numpy.org y sympy.org,
respectivamente.?

Primeros pasos

Una vez instalado el intérprete de Python podemos trabajar con el lenguaje
de dos formas distintas: a través de la consola o mediante la ejecuciéon de
scripts de 6rdenes. El primer método es bastante 1til cuando queremos realizar
operaciones inmediatas, y podemos compararlo con el uso de una calculadora
avanzada. El uso de scripts de 6rdenes corresponde a la escritura de codigo
Python que es posteriormente ejecutado a través del intérprete.

Hay diversas formas de iniciar el intérprete Python: en Windows lo haremos
directamente abriendo la consola Python o el programa IDLE Python en el ment
de programas, mientras que en Linux o Mac OS abriremos la tipica terminal y
ejecutaremos la orden python. El resultado serd algo por el estilo:

Python 2.6.5 (r265:79063, Apr 16 2010, 13:09:56)

[GCC 4.4.3] on linux2

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more
information.

>>>

que nos informa de la versién que tenemos instalada y nos senala el prompt
del sistema, el cual indica la situacién del terminal a la espera de érdenes.

Swww.python.org/download
4En las dltimas versiones de los sistemas Mac ya viene instalado por defecto.
5La descarga e instalacién en una distribucién Ubuntu se hace sencillamente con la orden

sudo apt-get install python-numpy python-sympy
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Podemos salir con la orden exit() o pulsando las teclas Ctrl+D (en Linux y
Mac) 6 Ctrl+Z y 6 (en Windows).

Una vez dentro del intérprete podemos ejecutar 6rdenes del sistema, por
ejemplo

>>> print "Hola Mundo"
Hola Mundo
>>>

Obviamente la orden print imprime la cadena de texto o string Hola Mundo
que va encerrada entre comillas para indicar precisamente que se trata de un
string. Una vez ejecutada la orden, el sistema vuelve a mostrar el prompt.

La otra alternativa a la ejecuciéon de 6rdenes con Python es la creacién de
un script o guidon. Se trata de un archivo de texto en el que listamos las 6rdenes
Python que pretendemos ejecutar. Para la edicién del archivo nos vale cualquier
editor de texto sin formato. Escribiendo el comando

print "Hola Mundo"

en un archivo,” lo salvamos con un nombre cualquiera, por ejemplo hola.py.
Desde Windows podemos ejecutar el script haciendo doble click sobre el archivo
en cuestién, lo que ocurre es que se mostrard el resultado en una ventana de
comandos rapidamente y ésta se cerrard, lo cual no nos permitira ver nada. Esto
puede se arreglado anadiendo al fichero la orden raw_input (), que hard que el
programa se quede a la espera de una entrada por teclado para cerrarse después.

En los sistemas Linux o Mac, podemos ejecutar el cédigo sencillamente
escribiendo en una consola la orden python hola.py (obviamente situdndonos
correctamente en el path®). También es posible hacer ejecutable el cédigo Python
escribiendo en la primera linea del archivo®

#!/usr/bin/env python

y dando permisos de ejecucién al archivo con la orden chmod a+x hola.py desde
una consola. En tal caso podemos ejecutar con un doble click sobre el archivo o
escribiendo ./hola.py en una consola.

Se pueden utilizar codificaciones diferentes de la ASCII'? en los scripts de
Python anadiendo, justo detras del shebang la linea

SEl simbolo denotard la tecla Enter o retorno de carro.

"Para diferenciar la escritura de érdenes en el intérprete de los comandos que introducire-
mos en los archivos ilustraremos los dltimos con un marco doble.

8El path o ruta de un archivo nos indica la localizacién de éste dentro del sistema de
archivos.

9Esto es lo que se conoce como el shebang, y es el método estandar para poder ejecutar un
programa interpretado como si fuera un binario.

10Es decir, codificaciones que admiten caracteres acentuados.
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# -x- coding: codificacion -—*-

donde codificacion se refiere al c6digo de caracteres que empleemos (tipicamente
utf-8 en Linux o Mac). El empleo de caracteres no ASCII en un script sin esta
linea produce errores.

La consola iPython

En lugar del intérprete Python habitual existe una consola interactiva deno-
minada iPython con una serie de caracteristicas muy interesantes que facilitan
el trabajo con el intérprete.!!

La principal virtud de esta consola es la presencia del autocompletado,
caracteristica que se activa al pulsar la tecla de tabulacién y que nos permite
que al teclear las primeras letras de una orden aparezcan todas las érdenes
disponibles que comienzan de esa forma. También existe un operador 7 que
puesto al final de una orden nos muestra una breve ayuda acerca de dicha
orden. Ademas, esta consola pone a nuestra disposicién comandos del entorno
(cd, 1s, ete.) que nos permiten movernos por el drbol de directorio desde dentro
de la consola, y el comando run con el que podemos ejecutar desde la consola
un script de érdenes.

B
ASPECTOS BASICOS DEL LENGUAJE

Variables y tipos de datos

En un lenguaje de programacion, una variable es un simbolo que representa
algiin tipo de dato, ya sea un ntmero entero, un ntmero real, una cadena de
caracteres, etc. Python es lo que se conoce como un lenguaje dindmicamente
tipado, es decir, las variables pueden cambiar de tipo en distintos momentos sin
necesidad de ser previamente declaradas. Las variables son identificadas con un
nombre, mediante el cual podemos acceder al dato que almacenan o modificarlo.
Los nombres de variables deben obligatoriamente comenzar por una letra y hay
distincién entre mayusculas y minusculas.

Los tipos de datos que usaremos en este texto son los niimeros enteros (int),
reales en doble precisién (float), complejos (complex), cadenas de caracteres
(str) y listas (1ist).

Las variables se definen con el operador de asignacién =; por ejemplo

>>> a=2
>>> b=5.
>>> c=3+1j

11Se puede descargar desde ipython.scipy.org.
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define las variables a, b y ¢ como un entero de valor 2, un real de valor 5 y
un numero complejo de valor 3 + ¢, respectivamente. Obsérvese la necesidad de
poner un punto para definir el valor como real y no como entero y el uso de j
en lugar de i en el nimero complejo, asi como la obligacién de anteponer un
nimero. También se puede declarar un nimero complejo del siguiente modo:

>>> complex(3,2)
(3+23)

Podemos recuperar el tipo de dato de cada variable con la orden type,

>>> type(a)
<type ’int’>

>>> type(b)
<type ’float’>
>>> type(c)
<type ’complex’>

Como vemos, Python asigna el tipo a cada variable en funcién de su definicién.
Es importante resaltar la diferencia entre los tipos numéricos, pues si no somos
cuidadosos podemos caer en el siguiente error:

>>> a=5b; b=2
>>> a+b

7

>>> a/b

2

Obsérvese que hemos definido las variables a y b en la misma linea, separadas
por ;. Claramente a+b calcula la suma de los valores de las variables, sin embargo
a/b parece que no calcula correctamente la division. En realidad la respuesta
es correcta dado que ambas variables son enteros, y por tanto se realiza la
division entre enteros, que corresponde a la parte entera de la divisién. Si lo
que esperamos es obtener la division real debemos escribir al menos uno de los
nameros en forma real, lo que se hace con el comando float

>>> a/float (b)
2.5

Cuando Python opera con numeros de distinto tipo, realiza la operacién trans-
formando todos los nimeros involucrados al mismo tipo segin una jerarquia
establecida que va de enteros a reales y luego a complejos. Obsérvese el siguien-
te ejemplo:

>>> a=3.
>>> b=2+3]j
>>> c=a+b
>>> ¢
(5+33)

391



m Apéndice B = Introduccion a Python

>>> type(c)
<type ’complex’>

Como vemos, la operacién de suma entre un real y un complejo se realiza
correctamente como suma de numeros complejos y el resultado corresponde
a un numero de ese tipo.

Las cadenas no son mas que texto encerrado entre comillas:

>>> a="Hola"
>>> b=’mundo’
>>> a

’Hola’

>>> b

’mundo ’

>>> type(a)
<type ’str’>

en las que se puede comprobar que da igual definirlas con comillas simples o
dobles.

Por 1ltimo,'? las listas son colecciones de variables de cualquier tipo (inclu-
sive listas). Obsérvese el siguiente ejemplo:

>>> a=[1,2.,3+1j,"hola"]
>>> type(a)

<type ’list’>

>>> a

[1, 2.0, (3+1j), ’hola’]
>>> al1]

2.0

>>> type(all])

<type ’float’>

>>> al0]

1

Hemos definido una lista encerrando sus elementos (de tipos diversos) entre cor-
chetes y separandolos por comas. Podemos acceder a cada uno de los elementos
de la lista escribiendo el nombre de la lista y el indice del elemento entre corche-
tes, teniendo en cuenta que el primer elemento tiene indice 0. Si algiin elemento
de la lista es otra lista, podemos acceder a los elementos de esta tltima usando
el corchete dos veces, como en el siguiente ejemplo:

>>> a=[1,2.,3+1j,"hola"]

>>> milista=[1,2,al]

>>> milista

[1, 2, [1, 2.0, (3+1j), ’hola’]]
>>> milista [2] [3]

12Hay més tipos de datos en Python, pero de momento solo usaremos los aqui descritos.
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"hola’

Operadores

Las operaciones numéricas mas comunes se realizan en Python con los ope-
radores + (suma), - (resta), * (multiplicacién), / (divisién) y ** (potenciacién).
También existe el operador // (divisién entera), que da la parte entera de la
divisién entre dos reales y el operador % (mddulo), que proporciona el resto de
la divisién entre dos niimeros.

Los operadores suma y multiplicacién pueden aplicarse a cadenas y a listas,
como vemos en el siguiente ejemplo:

>>> a="hola"; b=" amigo"
>>> a+b

’hola amigo’

>>> a*3

’holaholahola’

>>> a=[1,5,3]

>>> 3%xa

[+, 5, 3, 1, 5, 3, 1, 5, 3]
>>> a+a

[1, 5, 3, 1, 5, 3]

Pero ademas, con las listas disponemos de operadores que nos permiten acceder
no solo a elementos concretos de la lista, sino a trozos, lo que se denomina
slicing. Veamos el siguiente ejemplo en el que se usa el comando range, cuyo
funcionamiento es claro:

>>> a=range (10)

>>> a

[o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
>>> a[2:6]

[2, 3, 4, 5]

>>> al[:3]

[o, 1, 21

>>> al7:]

[7, 8, 9]

Nétese como el operador de slicing inicio:fin permite recuperar una parte de
una lista entre los valores inicio y fin, sin contar este ultimo. Mas adelante
veremos su utilidad en el manejo de submatrices.

B
BUCLES Y CONDICIONALES

Las érdenes que vamos a ver en esta seccion estdan orientadas a la escritura de
scripts y ala realizacion de programas aunque también pueden usarse en el modo



m Apéndice B = Introduccion a Python

interactivo. Los bucles permiten ejecutar fragmentos de cédigo repetidamente
para una serie de valores. Una caracteristica esencial de Python es que la sintaxis
del lenguaje impone obligatoriamente que escribamos con cierta claridad. Asi,
el fragmento de cédigo a repetir en un bloque for estd marcado por el sangrado
de linea:

>>> for i in range(3):
print i

N = O

La sintaxis de la orden for es simple: la variable i recorre la lista generada por
range (3), finalizando con dos puntos (:) obligatoriamente. La siguiente linea,
comenzada por ... por el intérprete, debe ser sangrada, bien con el tabulador,
bien con espacios (uno es suficiente, aunque lo habitual es cuatro). Al dejar la
siguiente linea en blanco el intérprete entiende que hemos finalizado el bucle
for y lo ejecuta. En un script volveriamos al sangrado inicial para indicar el fin
del bucle.

Noétese que el bucle en Python corre a través de la lista y no de los indices
de ésta, como se muestra en el siguiente ejemplo:

>>> a=[’hola’,’mundo ’]
>>> for b in a:
print b
hola
mundo

La escritura de sentencias condicionales es similar a la de los bucles for,
usando el sangrado de linea para determinar el bloque

>>> if 4%3 == 0:
print "4 es divisible por 3"
else:
print "4 no es divisible por 3"

4 no es divisible por 3

La orden if evalia la operacion légica “el resto de la divisién de 4 entre 3 es
igual a cero”, puesto que la respuesta es negativa, se ejecuta la segunda sentencia
de impresion (else). Los operadores relacionales en Python son == (igual), !=
(distinto), > (mayor que), >= (mayor o igual que), < (menor que) y <= (menor o
igual que), y los operadores ldgicos son and, or y not.
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B
MODULOS

Una de las principales caracteristicas de Python es su extensa biblioteca
que nos provee de funciones para realizar las tareas mas diversas. Esta modu-
larizacién del lenguaje permite ademds que los programas creados puedan ser
reutilizados con facilidad. Para cargar un médulo usamos la orden import:

>>> import os

En este ejemplo hemos cargado el médulo os ( Operating System) que nos provee
de funciones del sistema operativo con las que podemos, por ejemplo, movernos
a un directorio. El comando dir(os) nos proporciona un listado de los objetos,
atributos y funciones del moédulo. Para usar cualquier funcién del médulo es
preciso anteponer su nombre. Por ejemplo,

>>> os.getcwd ()
’/home/usuario’

nos proporciona una cadena de texto correspondiente al directorio en el que nos
encontramos.'® El comando chdir nos permite cambiar de directorio, tanto en
forma absoluta como relativa, teniendo en cuenta que usamos la separacién de
directorios con la barra usual (/) en todos los sistemas:

>>> os.listdir(’.?)
[’dirl1’,’dir2’,’archivo’]
>>> os.chdir(’dir1’)

>>> os.getcwd ()
’/home/usuario/diril”’

Python estd disenado para ser usado a través de moédulos, es decir, solo
unas pocas funciones son cargadas con el nicleo principal, y para acceder a
cdlculos comunes, como por ejemplo la rafz cuadrada (sqrt), es necesario cargar
el moédulo apropiado.

Nétese que para usar las funciones del médulo cargado hemos de anteponer
el nombre del médulo seguido de un punto. Podemos evitar el tener que hacer
esto si cargamos los médulos del siguiente modo:

>>> from math import =*

Con esta orden importamos todas las funciones del médulo math (bésicamente
las trigonométricas, logaritmo, exponencial, raiz cuadrada, nimero 7, etc.), las
cuales estardn accesibles sin necesidad de anteponer el nombre del médulo.
Ahora, si queremos calcular v/2, escribimos

131,a respuesta en un sistema Windows podria ser algo similar a ’C:\\Python27°.
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>>> sqrt (2)
1.4142135623730951

Loégicamente, esta forma de cargar los mddulos tiene ventajas evidentes en
cuanto a la escritura de dérdenes, pero tiene también sus inconvenientes. Por
ejemplo, es posible que haya méas de un médulo que use la misma funcién, como
es el caso de la raiz cuadrada, que aparece tanto en el médulo math como en
el médulo cmath. De manera que podemos encontrarnos situaciones como la
siguiente:

>>> import math

>>> import cmath

>>> math.sqrt (-1)

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>

ValueError: math domain error

>>> cmath.sqrt (-1)

1j

Como vemos, hemos cargado los mddulos math y cmath y calculado la raiz
cuadrada de —1 con la funcién sqrt que posee cada mddulo. El resultado es
bien distinto: la funcién raiz cuadrada del médulo math no permite el uso de
nimeros negativos, mientras que la funcion sqrt del médulo cmath si. Si en
lugar de cargar los médulos como en el tltimo ejemplo los hubiésemos cargado
asf:

>>> from math import *
>>> from cmath import *

;qué ocurrird al hacer sqrt(-1)? Como el lector puede imaginar, la funcién
sqrt del médulo math es sobreescrita por la del médulo cmath, por lo que solo
la dltima es accesible.

Existe una tercera opcién para acceder a las funciones de los médulos que
no precisa importarlo al completo. Asi,

>>> from math import sqrt
>>> from cmath import cos,sin

nos deja a nuestra disposicién la funcién raiz cuadrada del médulo math y
las funciones trigonométricas seno y coseno del médulo cmath. Es importante
senalar que con estas funciones no tenemos acceso a ninguna otra funcién de los
médulos que no hubiera sido previamente importada.

Esta ltima opcién es de uso mas frecuente en los scripts, debido a que
con ella cargamos exclusivamente las funciones que vamos a necesitar y de esa
forma mantenemos el programa con el minimo necesario de recursos. En el uso
de la consola interactiva es més frecuente cargar el médulo al completo, y es
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aconsejable hacerlo sin el uso de *. De hecho, hay una posibilidad adicional que
nos evita tener que escribir el nombre del médulo al completo, seguido del punto
para usar una funcién. Si realizamos una importacién del médulo como sigue.

>>> import math as m

entonces no es necesario escribir math. para acceder a la funciones sino

>>> m.cos(m.pi)
=il @

Funciones definidas por el usuario

Las funciones son trozos de cédigo que realizan una determinada tarea.
Vienen definidas por la orden def y a continuacién el nombre que las define.
Siguiendo la sintaxis propia de Python, el cédigo de la funcién estd sangrado.
La funcién finaliza con la orden return.

La principal caracteristica de las funciones es que permiten pasarles argu-
mentos de manera que la tarea que realizan cambia en funciéon de dichos argu-
mentos.

>>> def mifuncion(x,y):
t=x**2+y**2
return t

>>> mifuncion(2,3)
13

>>> mifuncion(4,-1)
17

Del mismo modo, como puede verse en el ejemplo, las funciones pueden devolver
valores a través de la orden return.

Aunque las funciones pueden ser definidas dentro del intérprete para su uso,
es mas habitual almacenarlas en un fichero, bien para poder ser ejecutadas
desde el mismo, o bien para ser importadas como si se tratara de un médulo.
Por ejemplo, podemos definir una funcién matematica y guardarla en un archivo

tang.py

from math import sin,cos,pi
def tangente (x):
if cos(x)!=0:
return sin(x)/cos(x)
else:
print "La tangente es infinita"
return

x=tangente (pi)
print ’La tangente de pi es’,x

397
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Si ahora ejecutamos el archivo desde la consola:

$ python tang.py
La tangente de pi es -1.22460635382e-16

Aunque también podemos cargar la funcién tangente desde el intérprete como
si se tratara de un médulo:'4

>>> from tang import tangente

La tangente de pi es -1.22460635382e-16
>>> tangente (3)

-0.1425465430742778

Notese como al cargar el médulo hacemos referencia al nombre del fichero, y
éste es ejecutado. Posteriormente dispondremos de la funcién tangente para su
uso.

Funciones, métodos y atributos

Aunque no es la intencién de este texto introducir al lector en cuestiones
relacionadas con la Programacion Orientada a Objetos, es inevitable usar en
algiin momento algo de su terminologia. De manera muy superficial podemos
decir que los objetos equivalen a una especie de dato particular en Python,
mientras que las funciones, los métodos y los atributos son esencialmente opera-
ciones que pueden hacerse con estos objetos que tenemos a nuestra disposicién.
La diferencia entre unos y otros esta en la forma en la que se accede a ellos. Ya
hemos visto en ejemplos anteriores como trabajar con las funciones. A diferencia
de éstas, los métodos y atributos no precisan importacion, pues vienen definidos
con el propio objeto. El siguiente ejemplo nos muestra la diferencia entre ambos:

>>> a=3+2]j

>>> a.real

3.0

>>> a.conjugate

<built-in method conjugate of complex object at 0xb7738968>
>>> a.conjugate ()

(3-23)

Como vemos, el atributo real nos permite obtener la parte real del nimero
complejo definido en el objeto a. Si queremos obtener su conjugado, vemos que
a.conjugate nos informa que eso es un método, pero no nos proporciona el
valor esperado. Para ello hemos de usar la notacién a.conjugate().

Hay que tener la precaucién de situar el fichero tang.py donde el intérprete pueda
encontrarlo, por ejemplo en el directorio desde el que ejecutamos el intérprete.
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El médulo NumPy

NumPy es un médulo fundamental para el cédlculo cientifico con Python,
principalmente porque esta disenado para obtener un buen nivel de rendimiento
(cercano a lo que pueden proporcionarnos lenguajes compilados como FORTRAN
o C) cuando manejamos un gran ndmero de datos. Aunque en este texto no
llevaremos a cabo calculos en los que el rendimiento pueda ser un factor a
tener en cuenta, cualquier aplicacién avanzada en mateméaticas requiere de un
tratamiento eficiente en los cdlculos, y en ese sentido NumPy es actualmente la
opcién mas adecuada para ello.

El médulo NumPy incorpora un nuevo tipo de dato, el array o arreglo, que
tiene una estructura similar a una lista, aunque es mas restrictivo y compu-
tacionalmente mucho més eficiente. A diferencia de las listas, cuyos elementos
pueden ser de cualquier tipo, un array de NumPy debe tener todos sus ele-
mentos del mismo tipo. Para definirlo, obviamente serd necesario importar el
modulo previamente,

>>> import numpy as np
>>> a=np.array([1,4,9])
>>> a

array ([1, 4 ,9])

El acceso a los elementos del arreglo es idéntico al de las listas. Es muy
importante tener presente el tipo de valores definidos en el arreglo, pues éste
no cambia al modificar los elementos de tipo. Es decir, el arreglo definido antes
tiene todos sus elementos enteros, como podemos comprobar con el atributo
dtype

>>> a.dtype
dtype (’int327)

La respuesta int32 se refiere a un tipo de entero.!® Si ahora pretendemos
modificar los valores del arreglo, podemos llevarnos alguna sorpresa

>>> al[0]=3.6
>>> a
array ([3, 4 ,9])

Como vemos, al ser el arreglo entero, la modificacién del primer valor de éste
toma solo su parte entera. Si queremos que el arreglo admita valores reales,
hemos de modificar previamente su tipo:

>>> a=a.astype(float)
>>> a

array([ 3., 4., 9.1)

15En NumPy existen varios tipos de enteros, reales y complejos, en funcién del ndmero de
cifras que queramos manejar. En todo este texto trabajaremos con los tipos que NumPy define
por defecto.
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>>> a[0]=3.6
>>> a
array ([ 3.6, 4., 9.1)

Para evitarnos el tener que cambiar de tipo lo mas sencillo es definir desde el
principio el arreglo usando reales (bastard usarlo en una unica entrada), es decir

>>> a=np.array ([2.,5,7])
>>> a.dtype
dtype (’float64’)

Matrices

Los arreglos también pueden ser multidimensionales; en particular, podemos
trabajar con matrices como arreglos bidimensionales, definiéndoles del siguiente
modo:

>>> M=np.array ([[1.,3,5],[2,1,8]1])
>>> M
array ([[ 1., 3.,

2., 1., 8.1

y podemos acceder a sus elementos con un doble indice, tal y como hariamos
con una matriz (recordando que los indices comienzan en 0):

>>> M[0,2]
5.0

Si bien trabajar con los arreglos multidimensionales es sencillo, NumPy
incorpora un tipo especial de dato para trabajar con matrices, que sera el que
usemos en todo este texto, por estar especialmente disenado para el algebra
lineal. Las matrices se pueden definir de varias formas, aqui mostramos algunos
ejemplos:

>>> a=np.array ([[1,2.,3],[2,5,2]1])
>>> A=np.matrix(a)

>>> B=np.matrix ([[1,0.,1],[2,0,-111)
>>> C=np.matrix(’1 3 6.; 0 1 1’)

Obsérvese que la matriz A se ha construido a partir de un arreglo bidimensional,
la matriz B se ha obtenido usando el mismo tipo de definicién que los arreglos,
mientras que C' se ha construido de forma mas sencilla, como una especie de
lista, separando los elementos de cada fila por espacios y los de cada columna
por ;. En el tema 2 tratamos las diversas operaciones y métodos existentes para
las matrices.
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BAA El médulo SymPy

El célculo numérico con un ordenador lleva aparejado ciertos inconvenientes
debido a la imposibilidad de almacenar un numero infinito de cifras decimales.
Asi, el numero % no puede almacenarse mas que a través de una aproximaciéon
numérica con un numero finito de cifras decimales. Este hecho da lugar a los
denominados errores de redondeo que tratamos en el tema 3. Los programas
para el cdlculo simbdlico permiten que los ordenadores puedan trabajar, no con
aproximaciones numéricas, sino con el nimero exacto, al igual que podemos
hacer nosotros “a mano”. El lector quizas se pregunte que, si esto es posible,
por qué los ordenadores no trabajan siempre con célculo simbdlico. La respuesta
es que el calculo simbdlico es mucho més lento que el calculo numérico y no es
posible trabajar con un nimero grande de datos.

SymPy es una libreria de cdlculo simbdlico que no solo nos permitira hacer
calculos de forma exacta, sino trabajar también con expresiones simbdlicas, es

decir, “con letras”, como podemos hacer nosotros. Por ejemplo,

>>> import sympy as sp
>>> x,y=sp.symbols(’x y’)
>>> a=(x+y)**2

>>> sp.simplify(a)

2*x*y + xX*k*%x2 + y**2

Hemos definido dos variables simbdlicas = e y mediante la funcién symbols,
de modo que la expresién (x + y)? ahora toma pleno sentido. Con la funcién
simplify obtenemos dicha expresién simplificada. Este médulo también posee
una forma de definir matrices simbdlicas, aunque las formas cambian:

>>> A = sp.Matrix ([[1,x], [y,111)
>>> B=sp.Matrix(2,3,[1,2,x,0,1,y])
>>> B

(1, 2, x]

[o, 1, yl

y posibilita el calculo exacto del siguiente modo:

>>> a=sp.Rational(1,2)
>>> b=sp.Rational(2,3)
>>> a+b

7/6

A lo largo de los diferentes temas iremos viendo algunas de las capacidades
de este moédulo.
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C Soluciones a los ejercicios de repaso

NUMERQOS COMPLEJOS

1.1 4-7i; 240 2 1417 2, —45+ 176
—B gy -2 My 142 25 —244; 4+

1.2 = 3425 wm4e+i; e—m; i —1—3510

2=2(cosm+isenw); —i=e ‘2 =cos(—%)+isen(—%)
5 — bi = 5v/2e71T = 5v/2 (cos(— %) + isen(—7T))
—3v3+3i=6e% =6 (cos(3F) +
—1—V3i=2F =2 (cos(—2) +isen(—2T))
—2 — 2i = 2¢/2¢ 71 = 2¢/2 (cos(—3F) + isen(—3F))

isen % )

)

1.5 —1; RZ s o2 B4l V23 145

1.6 i 16+16v3i; 4096; —3i 4 3

1.7
PV T S
1.8

0, —3 4+ 3, —1 V3 1492 —1-2

3, VBi, —v5i; -1, —3 + ¥ —1 — vl

403
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MATRICES Y DETERMINANTES
2.1
(a)
24500 19000 11200

Ry = 14750 11500 7000 Ry = <

5125 4000 2450

21250 22400
16125 17200

(b) (Rz2)22 = 17200; (R1)33 = 2450
() (B2)un

(d) (R1)11 + (R1)az + (R1)33 = (Ra)11 + (R2)22 = 38450

2.3
1-2¢ 243 5+5i 5+ 8i —6-5 1-10¢
(! —3i 3421 —14 — 44 1+ 5 —7+1
7 10 -4i -3 -3¢ —15+¢ —25410i —-1+Te
11-3¢  27—-12¢ -2 -1 2—-2i —-10-10¢
24 3i 10 + 8i 7 9+2i 2431 15+ 2
—10+2¢ —12+12i 24 9: 12-9¢ —2—-27 264117
13+3i  29+2 2421
2+ 51 24106 —-7-2¢
—-10+4i —-16—-2i —2—-9¢
24
3 1 x -1
(a) 3 1 y | = 1 |=2=2y=-1 2=-2
4 1 z -2
1 -2 -1 x 0
(b) | 3 -5 -2 y 5| =ae=9 y=-1 =1

w
—
|
[\
N
N



C.2 = Matrices y determinantes

2.5
-17 23 -3 -10
1 00 :
w2 s o
1 11 S 2
555 -1 2 0 -1
2.6

(a) Es2(1)E3($)Eas(—1)E13(—3) E1a(—2)
(b) E21(=2)E31(~3) F32(1) Eq1 (—2) Baz(~2) Eas(~2) B4 (1) E3(3)
+ B4 (—2) Ep3(—2) E1a(—1) E13(2) Era(—1)
27 (@)3 (b4
2.8
(a) Fy — F1, Fy — F3 = dos filas iguales

(b) F» — Fy, F5 — F», Fy — F5 y al resultado F5 — Fy, Fy — F3 = dos filas
iguales
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
31 (a) x1=3,20=2,23=1 (b) No tiene solucién
32 (a) z=3,y=1,2=1 (b) 2=1,y=2,2z=-2

3.3 rango(A) =3

3.4
(a) x4 =3 —2x3 — x5, T3 = f%+3:173 — %x4+2x5
(b) No tiene solucién

(C) 1‘1:—3+3$3, 1‘2:2—563

(d) T1=50—23+ 2Ty, To=2—23 — 24

(a) ea =0.1; €.=002=2%

(b) e, =0.000015; e, = 0.000021287 = 0.0021 %

3.6  Solucién exacta: x = 153, y= —15—9, z = —b.
Gauss sin pivoteo: x = 2.598, y = —3.797, z = —5. ¢, = 0.036, e, = 0.0052 =

0.59 %.
Gauss con pivoteo parcial: z = 2.585, x = —3.782, z = —4.979. ¢, = 0.0314,
e, = 0.0046 = 0.46 %.

3.7
10 0 111 2
11 0 010 1
(a) L= ;o U=
1 2 0 001 -3
2 0 -1 1 000 —6
1 000 1 -1 1
-1 00 0 10
(b) L= ;o U=
1 -1 10 0 0 4
0 2 i1 0 0 0 -2
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1 0 0 1 2 -1
(¢) PAdescomponeen L= 0 1 0 |; U= -1
2 01 00 2

con P =

o = O
o O =
= o O

3.8 Solucién exacta: x1 ~ 1203.84615, o9 ~ —1153.84615.
Solucién aproximada: xy = 1450, zo = —1500. e, = 424,7519, e, = 0.2547 =
25%.

3.9
2V =0.3333, 2V = 0.0, 2{" =0.5714

(a) { 2 =0.1428, 20 = —0.3571, 2 = 0.4285
2P =0.0714, 2§ = —0.2142, 2{* = 0.6632

M =009, 28 =07, 2" =06
() { 2P =097, 2 =0.91, 2P =0.74
2% =0.991, 28 =0.945, 2§ = 0.782

3.10

2V =0.3333, 2 = —0.1666, z{" = 0.5
(a) { 2 =0.1111, 2 = —0.2222, 2 = 0.6190

2% =0.0529, 20 = —0.2328, 2 = 0.6485

2V =09, 2V =0.79, 2{" = 0.758
(b) { 2P =0.979, 2 =0.9495, () =0.7899
2 =0.9949, 25 = 0.9574, 2{* = 0.7914
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ESPACIOS VECTORIALES

4.1
(a) Independientes
(b) Dependientes: (1,2,3) — (1,3,2) — (0,-1,1)
(¢) Dependientes: 0-(1,0,1,0) +(2,1,3,1) +(0,1,1,1) — (2,2,4, 2)

4.2 (a) 3 (b) 2 (c) 2

4.3 (a) Independientes (b) Independientes (¢) Dependientes
4.4 (a) Forman base (b) Forman base (¢c) No forman base
4.5

(a) rango(A) =2 y rango(C) = 3, luego contiene una base
(b) B:{(1757 1)’(27170)’ (17070)}

4.6  Como rango(S) = 3, es sistema generador. S; = {z + 1,z — 1,2% — 1}

4.7
(a) rango(B’) =3
(b) (3,=5,7)s
1 0
(c) xpr=| —1 1 0 |xB
0 -1 1

48 (a) Si  (b) No () S (d) Si

4.9 No
4.10 Si
4.11

(a) Dimensién: 2; base: {(—1,3,2,0),(1,0,0,1)}
(b) Dimensién: 2; base: {(—1,1,0,0),(7,0,-3,1)}
(c) Dimensién: 2; base: {(—1,—-1,1,0),(1,—-1,0,1)}
Tt =0 6x1 + 223 — day = 0
—62 x3 — 4dxy =
412 (a) { 21 —a24+x4=0 (b) { A

$1—.’E5:0
$1—$2—LE5:O



C.5 = Aplicaciones lineales

APLICACIONES LINEALES

5.1 Todas son lineales.

5.2
1 1 0

a

(a) (2 0 —1)
1 -1 0

o 1 2
2 0 -3

(¢ (3 -1 1)

5.3 Base de M3x2(R):
1 0 0 1 0 0 0 0 0
o ofJJ,too0o}J,ft10]),10 1T],{0
0 0 0 O 0 0 0 0 1

Matriz de la aplicacién traza: T = (1 0 010 O)

1 0 0 -1

0 -1 0 1
54 T =

1 0 01

0 0 1 0
5.5

-1 1
12 11
f0(9+g’)—><6 6) go(f+f)—
7 1 14

o O O

o o O

= o O
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12 0 21 _—
(g+9)o(f+f)—=| 13 -1 21 (f+f’)o(g+g/)_><0 _1>
12 0 21

(b) (f+ f') og: Biyectiva; (f + f') o¢’: Biyectiva; fo(g+ ¢'): Biyectiva,;
go(f+f'):Nada; g¢'o(f+f'): Nada; (g+¢')of: Nada; (g+¢g)o(f+/f"):
Nada; (f + f')o(g+¢'): Biyectiva.

1 1 2 -1
5.6 La matrizde fes A= (1 2) ylade ges B= ( ) 1). Basta ver
que AB=1.
-2 =2 3
5.7 Es invertible porque det(T) # 0. T~! = 0 -1 1
3 4 =5
-6 —10 -2
5.8 -5 -3 -1
6 6 8
4 0 3
5.9 0 1 1
0 1 2
5.10

(a) Base de ker(A) = {(-1,0,1)}. Im(A) : {z+y—2=0
A no es ni inyectiva ni sobreyectiva.

(b) ker(B) = {0}, Im(B) = C2. B es inyectiva y sobreyectiva.

(c) Base de ker(D) = {(2{,—2,1)}. Im(D) : {—iz+2=0
D no es ni inyectiva ni sobreyectiva.
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6]
DIAGONALIZACION
6.1
(a) p(\) = A2+ X —2; Autovalores: —2, 1.
(b) p(A\) = A2 —6X+9; Autovalores: 3 (doble).
(c) p(A) = =A% +6A2 — 11\ +6; Autovalores: 1, 2, 3.
(d) p(A) = =X> = A2+ X +1; Autovalores: —1 (doble), 1
(e) p(A) = =A% — 1022 — 32\ — 32;  Autovalores: —4 (doble), —2.
(f) p(A) = =23+ )%, Autovalores: 0 (doble), 1
(g) p(A) = A* —2X3 + A%;  Autovalores 0 (doble), 1 (doble).
(h) p(A) = A* —4X3 +3X\2 +4) —4;  Autovalores 2 (doble), —1, 1.
6.2

(&) {(=2,1), (=L, 1)},

)

(b) No hay base de autovectores.

(C) {(15 )a(177373)5(717031>}'

(d) No hay base de autovectores.
)
)
)
)

(e) {(1,2,0),(1,0,6),(2,3,1)}
(

f) No hay base de autovectores.
(g) No hay base de autovectores.
(h) No hay base de autovectores.
6.3
2 0 0 0 2 -1
) D=10 -2 0 P=111 3
0 0 5 3 1 3

2 0 0 111
() D=|0 3 0 P=|110
00 3 1 01
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10 0 01 -1
D=(01 o] P=|10 o0
00 -1 0 1

(e) No es diagonalizable en R3.

6.4
2 1 0 -1 1
(@ J=10 2 1 P=| o0 1
00 2 -1 1
-1 10 10
(b) J = 0 -1 0 P=|11
0 0 3 10
10 1 -2 0
©J=|0 2 1 P=| 0 10
00 2 -1 11
2 1 0 11 3
@J=[0 2 o P=|4 0 0
00 2 30 1
6.5

(a) Autovalores: 0y 2 —i; Autovectores: (1+1i,—1) y (4, 1). Matrices de paso:

147 1 .
L1 No hay matriz de paso real.

(b) Autovalores: 1 —3iy 14 3i; Autovectores: (—4,3) y (4,3). Matrices de paso

compleja y real:
—i i 0 -1
3 3 3 0

(¢) iy —i (dobles); Autovectores: (—i,0, 1,0), (¢, —i,0,1), (¢,0,1,0), (—¢,4,0,1).
Matrices de paso compleja y real:

—1 v 1 —1 0 -1 0 1
0 —i 0 ¢ 0 -1
1 01 0O 1
0 0 1 0



C.6 = Diagonalizacion

6.6

S O =
o = O
= o O
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ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS

7.1

(@) o = 524+ §(-1)}

(b) x), = 2~1

(¢) mp = c13F + cok3F + c3(—1)"
)

(d) xp = c1cos (kg) + co sen (k%) + c3k cos (k%) + ¢4 sen (k%)

7.2 U, = 6", v, = 6"
7.3 xn:§<%+§>n_§<



C.8 = Espacio vectorial euclideo

B

ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO
3 21

8.1 2 21
11 1

8.2 {(1,0,0),(0,-2,0),(0,0,5)}
8.3 {(—2,1,0),(—3,-6,5)}
8.4

(a) No

(b) Si

(c) No

8.5 {—5x3+ 3z, 1522 4+ 12z + 9}

86 c=(-1 -1t 0+t (HmEEl)
8.7 (2,1,1)

8.8

(a) {z,2* —x}

b) B+2)22—(8+2)=
8.9

(a) (1,-1)

(b) (2,-2,1)
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9]
ESPACIO AFIN

9.1 Cambio de sistema de referencia:

1 1o 0 1
x | = 112 -1 '
y 212 2 Y
Ecuacién de la recta: 42’ +y —2=0
9.2
(a) (z,y,2) =(1,2,-1) +£(1,-1,4)
(b) (z,y,2,t) = (0,1,—1,0) + (0,1, —1,1)
(C) (x,y,z):t(71,2,3)
9.3 Se cruzan.
9.4
(a) 2 —2y+2=1
(b) bz —Ty+2z=-3
(¢) —x+5y+22=0
9.5 d(Pr)=V5 d(Pm)= A
9.6 d(ri,m2) =d((2,1,-1,0),(5,0,3,1)) = 75
1 0 0 0 1 0 0
2 1 _2 2 g -1 2
9.7 (| * 3 (b) 5 3
2 _2 1 _2 0 2 _1
3 3 3 3 3 3
2 _2 _2 1 0 2 2
3 3 3 3 3 3
1 0 0
2 -1 0
c
(© 0 0 —1
2 0 0 -1
9.8
(@) (3.3 —3)
() (55 -3)
© (43 )

Wik Wi Wy O



A
aplicacion, 382
afin, 367
biyectiva, 202, 213, 382
composicién, 201, 382
diagonalizable, 231, 240
dominio, 382
identidad, 192
imagen, 209, 211, 213, 382
inversa, 202, 382
inyectiva, 210, 213, 382
lineal, 191
ntcleo, 209, 210, 213
nula, 192
producto por escalar, 200
sobreyectiva, 213, 382
suma, 200
aritmética de coma flotante, 103
automorfismo, 193
autovalor, 229, 234, 303
autovector, 229, 234, 303

B

base
canénica, 150
definicién, 149
ortonormal, 326

binomio de Newton, 385
para matrices, 269

C
cambio de base

en aplicaciones lineales, 204

en espacios vectoriales, 158
cambio de sistema de referencia, 355
clase de equivalencia, 381
combinacién lineal, 140, 147, 191
complemento ortogonal, 328

Indice terminolégico

conjunto, 379
cociente, 183, 381
diferencia, 381
interseccién, 380
partes de, 380
unién, 380
vacio, 380
coordenadas, 150
cuerpo, 15, 136, 183, 383

D
dependencia lineal, véase linealmente
independiente, 152
desigualdad
de Bunyakowski, 316
de Cauchy, 316
de Schwarz, 315, 350
triangular, 16, 316
determinante, 59
de Vaandermonde, 86
propiedades, 60-67
dimensién, 153
direccién, 357
distancia, 356
doble implicacién, 379

E
ecuacién

caracteristica, 294

en diferencias, 286
ecuaciones diferenciales, 124
elemento, 379
endomorfismo, 192, 227
equivalencia, véase doble implicacién
error

absoluto, 103

de proyeccién, 332, 336

de redondeo, 102, 401
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indice terminolégico

de truncamiento, 102
relativo, 103

escalares, 35

espacio
afin, 353

espacio afin, 353

espacio métrico, 356

espacio unitario, 314

espacio vectorial
de dimensién finita, 156
de dimensién infinita, 156
definicién, 136
euclideo, 313

estructura algebraica, 383

F

férmula
de de Moivre, 20
de Euler, 19

de la dimensién
en aplicaciones, 213
para subespacios, 175
factorizacién LU, 107
forma candnica de Jordan, 256
real, 265
fractal, 26
conjunto de Julia, 34
curva de Koch, 27
de Mandelbrot, 27, 30
funcién, véase aplicacién

H
homomorfismo, 192
homotecia, 376

I
imagen
de un subespacio, 193
de una base, 194
implicacién, 379
inclusién, 380
isomorfismo, 192

L
linealmente independiente, 141, 142
longitud, véase norma vectorial

M
método

de Gauss, 49, 52, 54, 72, 80, 92-94,
103, 108
con pivoteo parcial, 105
con pivoteo total, 107
de Gauss-Seidel, 117
de Jacobi, 116, 122
de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt, 321
del orlado, 70

matriz

adjunta, 74
adjunta de un elemento, 58
antisimétrica, 88
banda, 127
columna, 36
cuadrada, 37
de adyacencia, 80
de cambio de base, 158
de cofactores, véase matriz adjunta
de Gram, véase matriz de un
producto escalar
de Jordan, 253
de paso, 243, 256
de permutacion, 112
de proyeccién, 335
de un producto escalar, 318
de un sistema, 48
de una aplicacién afin, 368
de una aplicacién lineal, 195, 200,
227
definicién, 36
diagonal, 227, 268
por cajas, 253, 257
diagonal dominante, 119
diagonalizable, 231
elemental, 50, 57, 65, 108
elemental de Jordan, 252
equivalente, 252
fila, 36
identidad, 42
inversa, 45, 54, 74
invertible, véase matriz regular, 57
menor, 69
numero de condicién, 114
nilpotente, 88, 269
nula, 39
ortogonal, 326
producto, 40, 43, 46



indice terminolégico

producto por escalar, 38

regular, 45, 65, 88
simétrica, 37, 88
singular, 45
submatriz, 58

suma, 38

traspuesta, 37, 44, 46
tridiagonal, 127
vacia, 115, 127

mejor aproximacién, 337
multiplicidad

N

algebraica, 239
geométrica, 239

nimero complejo

argumento, 17
conjugado, 13
definicién, 12
divisién, 14, 19
forma binomial, 12
forma polar, 19

forma trigonométrica, 18

imaginario puro, 12
modulo, 15
multiplicacién, 13, 19
parte imaginaria, 12
parte real, 12
potencia, 20

raiz, 20

representacion grafica, 15, 18

resta, 13
suma, 13
unidad imaginaria, 12

norma

(0]

origen de coordenadas, 355

euclidea, 113
matricial, 114
vectorial, 113, 315

ortogonalidad, 319, 327

P

particiéon de multiplicidad, 255

plano complejo, 15

polinomio caracteristico, 235
potencia de una matriz, 268
principio de induccién, 61-63, 233, 383

producto

escalar, 313
interno, 314

proyeccién ortogonal, 331, 362
Python

slicing, 78, 393

E, 25

I,24
LUdecomposition, 121
Matrix, 77, 215
Symbol, 25

., 23

abs, 24

append, 220

arg, 24

astype, 399

bmat, 373

break, 31
col_joint, 373
concatenate, 373
conjugate, 24
diagflat, 123
diagonal, 123

diag, 128

dot, 180, 342

dtype, 399
eigenvals, 307
eigenvects, 275, 306
else, 31

evalf, 24

exit, 123
expand, 25

eye, 271

float, 31
for, 31, 394
for-else, 31

if, 123, 394

import, 395
integrate, 343
lambda, 129
linalg.cond, 122
linalg.eigvals, 275
linalg.eig, 275
linalg.lstsq, 181, 344
linalg.solve, 119
linspace, 128

1u, 121
matplotlib, 28, 31, 129
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matrix, 76, 215
norm, 343
nullspace, 214
ones, 128
path, 182
r_, 373
range, 393
raw_input, 221, 389
reshape, 180
return, 397
re, 25
roots, 271
row_join, 273, 373
rref, 79, 120
shape, 78
simplify, 23, 401
solve_lineal_system, 120
solve, 25, 307
sqrt, 24
subs, 307
symbols, 271, 343, 401
type, 391
determinante, 79
diccionario, 217
funcién, 127, 397
argumento por defecto, 123
objetos, 398
operaciones con complejos, 23
rango, 181
str, 220
tipos de datos, 390
cadenas, 392
complejos, 391
enteros, 391
listas, 392
reales, 391

R
raices de la unidad, 21
rango
de un conjunto de vectores, 146
de una matriz, 69, 101, 142, 213
regla de Cramer, 96
relacion
de equivalencia, 183, 381
de orden, 15, 381
rotacién, 197, 230, 237

S
simbolo de Kronecker, 42
simetria, 197, 369
sistema de ecuaciones lineal
bajada, 108
compatible, 91
condicionamiento, 113, 114
definicién, 47
determinado, 91
grado de libertad, 93
homogéneo, 94, 165, 170
incompatible, 91
indeterminado, 91
métodos directos, 103
métodos iterativos, 115
resolucién, 58
solucién, 48
solucién aproximada, 339
solucién trivial, 94
subida, 49, 107
triangular, 49
sistema de referencia, 355
sistema generador, 147
de un subespacio, 163
sistemas dinamicos discretos, 286
subconjunto, 380
subespacio vectorial, 162, 170
ecuaciones implicitas, 171
interseccién, 174
invariante, 229, 254
maximo, 254
propio, 239
propio generalizado, 253
suma, 174
suma directa, 176

T
teoria de grafos, 80
teorema
de Jordan, 253
de Kronecker-Capelli, véase
teorema de Rouché-Frobenius
de Pitagoras, 320, 350
de Rouché-Fontené, véase teorema
de Rouché-Frobenius
de Rouché-Frobenius, 98, 144, 339
fundamental del Algebra, 22
traslacion, 368
traza de una matriz, 189, 222



indice terminolégico

A%
valor propio, véase autovalor
valores singulares, 344
variedad

afin, 357

lineal, véase subespacio vectorial
vector, 137

de equilibrio, véase vector

estacionario

estacionario, 302

nulo, 140

propio, véase autovector

421



A

Al-Jwarizmi, Muhammad ibn Musa,
(7780-850), 3

Argand, Jean-Robert (1768-1822), 15

B

Bellavitis, Giusto (1803-1880), 135

Bessel, Friedrich Wilhem (1784-1846),
350

Bombelli, Rafael (1526-1572), 13

Bunyakowski, Viktor (1804-1889), 316

C

Capelli, Alfredo (1855-1910), 98

Cardano, Gerolamo (1501-1576), 11, 58

Cauchy, Augustin Louis (1789-1857),
58, 228, 316, 322

Cayley, Arthur (1821-1895), 38

Cramer, Gabriel (1704-1752), 96

D

d’Alambert, Jean Le Rond (1717-1783),
22

de Moivre, Abraham (1667-1754), 20

Doolittle, Myrick Hascall (1830-1911),

107

E
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